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RESUMEN

Se tratard la aproximacion Non-Born-Oppenheimer de un Biexciton tomando
como soporte el estudio del Dr. Eduardo V Ludefia y colaboradores (Non-Born-
Oppenheimer treatment of the H2 Hookean molecule, 2005), y el Modelo para este
Bi-exciton Acoplado en Quantum Dots (QDs) Laterales basados en las soluciones
exactas para la molécula Hookeana de H, (Model for a Biexciton in a Lateral
Quantum Dot Based on Exact Solutions for the Hookean Subscript[H, 2] Molecule ,
2011).

Estas soluciones comprenden la resolucion de la ecuacion de Schrodinger para
un sistema de dos electrones y dos huecos con sus respectivas cargas y masas
efectivas. Dado que el sistema requiere un Hamiltoniano este debe ser separado, para
luego reducirlos a traves de las coordenadas de Jacobi del movimiento relativo y

centros de masas de las cuatro particulas.

Haciendo uso de las soluciones analiticas para el Hamiltoniano de particulas dados
en (Non-Born-Oppenheimer treatment of the H2 Hookean molecule, 2005), se
obtendran las energias de orden cero sin tomar en cuenta los términos acoplados que se
eliminaran con las respectivas condiciones que tomaremos, dejaremos para trabajos
posteriores los calculos de H; y el Hamiltoniano exacto A (Hamiltoniano que considera
todas las interacciones de Coulomb entre todas las particulas); es decir de H, = H —
H,, solo se calculara H,, donde se mostraran curvas de niveles de energia como
resultado del modelo Hookeano para el complejo biexcitonico X, = eehh este ultimo

de nuestro interés.

Procederemos también a obtener tedricamente la energia de enlace en base al
modelo nuclear de capas (EISBERG, y otros, 1977) con algunas correcciones (Model
for a Biexciton in a Lateral Quantum Dot Based on Exact Solutions for the Hookean
Subscript[H, 2] Molecule , 2011) que nos permitan el calculo de las mismas, las
transformaciones y los resultados de estos procedimientos son ejecutados directamente
con el software Wolfram Mathematica teniendo como base los aspectos cuanticos en el

complejo exciténico X, = hhee (biexciton).
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Por altimo como resultado se muestran y analizan los graficos obtenidos con el fin
de establecer directa relacion y concordancia que existe con los resultados obtenidos en
estudios anteriores realizados en (Non-Born-Oppenheimer treatment of the H2 Hookean
molecule, 2005) y (Model for a Biexciton in a Lateral Quantum Dot Based on Exact
Solutions for the Hookean Subscript[H, 2] Molecule , 2011).
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ABSTRACT

It will be studied the Non-Born-Oppenheimer approximation of an exciton taking
to support the studio of Dr. Eduardo V. Ludeiia and colleagues (Non-Born-
Oppenheimer treatment of the H2 Hookean molecule, 2005) and the model for this is
Biexciton Trailer Quantum Dots (QDs) based on exact solutions for molecule H,
Hookean (Model for a Biexciton in a Lateral Quantum Dot Based on Exact Solutions
for the Hookean Subscript[H, 2] Molecule , 2011).

These solutions include the resolution Schrodinger equation for a system of two
electrons and the two holes with their respective changes and effective mases. Since
this system requires a Hamiltonian must be separated and then reducing by Jacobi

coordinates of relative movement and mases centers of the four particle.

Using analytical solutions for particle Hamiltonian given in (Non-Born-
Oppenheimer treatment of the H2 Hookean molecule, 2005) the energies of zero order
is obtained, regardless trailers terms they will be deleted with the respective conditions
we will take, leave for next works H; calculations and exact Hamiltonian H
(Hamiltonian which considers all Coulomb interactions between all particles); H, =
H — H,, H, only where curves energy levels as a result Hookean model for complex

biexcition X, = hhee latter show our interest is calculated.

Also theoretically we proceed to obtain the binding energy based on the nuclear
shell model (EISBERG, y otros, 1977) with some corrections (Model for a Biexciton in
a Lateral Quantum Dot Based on Exact Solutions for the Hookean Subscript[H, 2]
Molecule , 2011) that allow to calculate them, transformations and results of these
procedures are executed directly with Wolfram Mathematica software on the basis of

the quantum aspects in complex biexciton X, = hhee (biexciton).

Finally results are show and analyzed graphs obtained in order to establish a direct
relationship and agreement that exists with the results obtained in previous studies
(Non-Born-Oppenheimer treatment of the H2 Hookean molecule, 2005) and (Model for
a Biexciton in a Lateral Quantum Dot Based on Exact Solutions for the Hookean
Subscript[H, 2] Molecule , 2011).
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INTRODUCCION

La tecnologia del siglo XXI se basa especificamente en la forma y tamafio de las
estructuras microscopicas; una de las mas importantes aplicaciones son los
semiconductores cuanticos en criptografia cuantica y sus diversos usos en puerto

electronicos cuanticos.

Se ha logrado fabricar y controlar las propiedades de los QDs (Quantum Dots)
acoplados verticalmente (Model for a Biexciton in a Lateral Quantum Dot Based on
Exact Solutions for the Hookean Subscript[H, 2] Molecule , 2011). Esta demostrado
experimentalmente que los QDs acoplados lateralmente son una base importante en el
desarrollo de los computadores cuanticos por sus propiedades electronicas. Lo que
trataremos en el presente trabajo son los efectos de dividir el sistema de cuatro
particulas en un bi-exciton en QDs laterales acoplados bajo la influencia de un campo
eléctrico en un sistema de dos particulas para su resolucion; Es decir la presencia de
estados excitados en puntos cuanticos semiconductores puede ser explicada
tedricamente a través de calculos desarrollados en términos de su energia de enlace
determinados por su altura y su longitud, por lo que en un acoplamiento lateral de QDs,
las interacciones importantes son entre exciton-exciton, es decir el comportamiento
fisico de los dos electrones y los dos huecos, siendo un crucial aspecto la determinacién
de un potencial efectivo (PE) exciton-exciton que toma en cuenta el intercambio

Fermionico y la fuerza de Coulomb entre las mismas.

Debido a la participacién de cuatro particulas que forman el biexciton en QDs
acoplados, es necesario determinar el Hamiltoniano que describa los dos electrones y
los dos huecos con su respectivas masas efectiva m, y my, y la interaccién a través de
un potencial efectivo de Coulomb. Para ello se considera un sistema cuantico de cuatro
particulas, este se asemeja a una molécula de hidrogeno H, como en (Non-Born-
Oppenheimer treatment of the H2 Hookean molecule, 2005), a dicho sistema se afiadira
un Hamiltoniano y el potencial harmonico en términos de distancia entre los huecos y
los electrones. Donde sera posible definir un Hamiltoniano de orden cero, cuyas
soluciones son precisamente las soluciones exactas Non-Born-Oppenheimer (NBO),

para el modelo Hookeano de la molécula de Hidrogeno en (Non-Born-Oppenheimer
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treatment of the H2 Hookean molecule, 2005), sin embargo este analisis requiere la
introduccién de un Hamiltoniano del tipo Hookeano general para un sistema bi-
excitonico real donde cada electrén es atrapado en un potencial harménico centrado en

cada hueco.

Por consiguiente, estableceremos el Hamiltoniano de masas efectivas de los
electrones y los huecos, aclarando que debido a sus cargas las interacciones del tipo
Coulomb de los huecos y los electrones; deben incluir constantes dieléctricas € sin tener
desacoplamiento, por lo tanto, no permite obtener soluciones analiticas en la forma de
este Hamiltoniano, donde las particulas con cargas iguales interactian a través de un
potencial de Coulomb y los de carga diferente lo hacen a través de un potencial

harmonico con una constante de fuerza harménica k.

En el limite infinitamente pesado del hueco, es decir, en tratamiento Born-
Oppenheimer (Aproximacion Born-Oppenheimer) el sistema de cuatro particulas se
simplifica a un problema de dos particulas, como la distancia entre los huecos se
convierte solo en un parametro el problema puede ser tratado de varias maneras, sin

embargo nos centraremos en determinar la interaccion de los excitones para diferentes

P - . . m
valores de la razon de masa efectivas o, definida o = e donde m es la masa de los

electrones y M de los huecos respectivamente, por lo tanto, acudiremos al tratamiento
Non-Born-Oppenheimer para la molécula de H, en (Non-Born-Oppenheimer treatment
of the H2 Hookean molecule, 2005) teniendo como ventaja el poder lograr directamente
soluciones analiticas para el sistema de cuatro particulas, dandonos informacion de

primera mano sobre la naturaleza de la correlacion inter-particulas.

Como ultimo punto, se analiza graficamente la energia de orden cero (estado basal
o fundamental) y la energia de enlace de orden cero para el complejo bi-excitdnico
X, = eehh.
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ANTECEDENTES

En los dltimos afios ha llamado mucho la atencién el estudio tedrico de sistemas
mecanico cuanticos de muchos cuerpos, los cuales se presentan en estructuras Ilamadas
Nanocristales, por ende se ha presentado muchas alternativas de soluciones tedricas
empiricas, aproximaciones y soluciones exactas de la ecuacion de Schrédinger para
estos sistemas; utilizando diversos modelos y enfoques en diferentes contextos.

Concretamente el modelo para un Bi-exciton en Quantum Dots Laterales (Model
for a Biexciton in a Lateral Quantum Dot Based on Exact Solutions for the Hookean
Subscript[H, 2] Molecule , 2011), en el cual su enfoque tedrico se basa en previos
estudios de sistemas muy similares enfocados en el tratamiento Non Born Oppenheimer
de la molécula de H, Hookeano, (Non-Born-Oppenheimer treatment of the H2 Hookean
molecule, 2005) ademas anteriores estudios han tratado un modelo Hookeano de tres
cuerpos con funciones de onda exactas Non Born Oppenheimer para masas arbitrarias
(Exact non-Born-Oppenheimer wave functions for three-particle Hookean sistems with
arbitrary masses, 2006) entre muchos otros, brindando de esta forma una base
sustentada para enfoques como los tratados en el presente trabajo para un sistema
interactuante de X, = eehh (Biexcitdn).

Se aclara también que las nano-estructuras de materiales como CdS, CdTe, CdSe,
Si, GaAs, ZnO y ZnS/CdS vy otros, llaman la atencion en la comunidad cientifica, por su
capacidad de generar en su estructura complejos excitonicos, por lo tanto las
caracteristicas de comportamiento e interaccion pueden ser analizadas
experimentalmente en ellas, proporcionando informacion fiable sobre estudios teoricos
enfocados a su analisis y comprension para su posterior aplicacion.

Particularmente, Eduardo V. Ludefia y su grupo han determinado
satisfactoriamente mediante un estudio analitico-tedrico la capacidad y/o aplicabilidad
de sistemas excitonicos interactuantes en el disefio y construccion de tecnoldgica
electronica basada en Nanoestructuras, por lo tanto los fundamentos tedricos permiten
el disefio de paquetes informaticos que a través del uso de esta teoria pueden producir

modelos virtuales con el fin de optimizar los recursos para el analisis experimental.
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JUSTIFICACION

En el estudio de las nano-estructuras radica el enorme salto tecnoldgico que tiene
como base la comprensién de las caracteristicas fisicas cualitativas y/o cuantitativas, lo
que a futuro permitird una gama muy amplia de aplicaciones dentro de los campos de
procesamiento de informacion, aplicaciones mecanicas en dimensiones nanomeétricas,
etc. sin embargo, hoy en dia se ha visto, que la compresion de la teoria de fendmenos
fisicos cuanticos del tipo biexciténico son puestos a prueba en campo de la criptografia

cuantica y dispositivos electronicos cuanticos a través del uso de puertos cuanticos.

En el Ecuador la investigacion de nuevas tecnologias basadas en teoria cuéntica de
avanzada es limitada, debido a la falta del uso y/o manufacturacion tecnologica en este
campo de la investigacion cientifica; dentro del contexto nacional, por lo tanto es
fundamental iniciar trabajos relacionados o enfocados a esta temética dentro de las
instituciones de educacion superior con programas de investigacion cientifica que
permitan de forma integral llevar a cabo o crear una pauta con el proposito de aumentar

la competitividad y desarrollo tecnologia del pais.

El enfoque del modelo Hookeano de un Biexciton en QDs laterales permite de
manera general un andlisis tedrico del comportamiento mecano-cuantico a través de
aspectos matematicos compresibles y sujeto a analisis sin necesidad de infraestructura
compleja e instrumentacion de Gltima generacion para su estudio, ademas proporciona
un enfoque sencillo que con el uso de herramientas basicas que se obtienen dentro de
los niveles de educacion superior pueden ser ajustados o expandidos con el proposito de
ampliar el conocimiento dentro de esta rama de la fisica tan importante hoy en dia para

un avance tecnologico de vanguardia.

Con los fines propuestos dentro de este trabajo se realiza un analisis tedrico, donde
la capacidad de crear moléculas artificiales actualmente es el punto de inflexién que
establece la necesidad de su estudio, como por ejemplo CdS, en los cuales se pueden
generar estructuras conocidas como biexcitones, actualmente estudiadas ampliamente,
por lo tanto con base en el estudio de una molécula Hookeana Non-Born-Oppenheimer

del H, se presentara como resultado un andlisis de variables como la energia de orden
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cero, la energia de enlace y su comportamiento bajo ciertas condiciones establecidas

para estas estructuras.
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OBJETIVOS

OBJETIVO GENERAL:

Estudiar el modelo Hookeano de un biexciton en puntos cuanticos acoplados

lateralmente, a través de una matriz de transformacion.

OBJETIVOS ESPECIFICOS:

Calcular la energia de orden cero a partir de las soluciones analiticas Non-Bohr-
Oppenheimer del modelo Hookeano de puntos cuanticos acoplados lateralmente
utilizando una matriz simétrica de trasformacion a través del método de Jacobi.
Analizar en este contexto el comportamiento de la energia del complejo bi-
excitonico X,(eehh) con los tratados en (Model for a Biexciton in a Lateral
Quantum Dot Based on Exact Solutions for the Hookean Subscript[H, 2] Molecule ,
2011) con respecto a la masa efectiva m, y m,, de los electrones y de los huecos.
Determinar la estabilidad del sistema X, (eehh) haciendo una comparacion entre el
enfoque (Model for a Biexciton in a Lateral Quantum Dot Based on Exact Solutions
for the Hookean Subscript[H, 2] Molecule , 2011) y los céalculos obtenidos en el
presente trabajo.
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CAPITULO 1

En el presente capitulo se describe, las herramientas bésicos, iniciando por el
origen fisico cuantico de los atomos y moléculas, ademas los materiales utilizados en el
analisis comparativo de los conceptos teoricos versus el comportamiento real en
condiciones de laboratorio (Artificial Molecules, 2002). Seguidamente detallaremos
brevemente el método de Jacobi utilizado en el presente enfoque tedrico. Todos los
conceptos tedricos presentados en este capitulo seran aplicados de forma integral en las

secciones siguientes.

1. MECANICA CUANTICA.

El inicio del estudio del atomo de hidrogeno, asumiendo que las dos particulas
(electrén y proton) estdn rotando rigidamente en un orbital circular alrededor de un
centro de masa comun, una fuerza que varia inversamente al cuadrado de la distancia,
donde la distancia de retardo es la distancia entre la posicion actual del electron y la
posicion del proton visto por ultima vez, para examinar las leyes que gobiernan el
movimiento con un retardo y hallar una simple solucion de la ecuacion diferencial
funcional; establecen las definiciones y condiciones modernas de la mecanica cuantica
y el estudio de sistemas cuanticos para un numero arbitrario de particulas que
interactan entre si, sin embargo dentro de los muchos enfoques sobre sistemas
cuanticos, para el presente trabajo se ha considerado casos especificos con él enfoque
Born Oppenheimer (BO) y fundamentalmente el tratamiento NOB.

1.1. EL RETARDO ELECTRODINAMICO DEL PROBLEMA DE
DOS CUERPOS
Considerando dos particulas que interactian a través del inverso cuadrado de una

fuerza de retardo, la fuerza del tipo Coulomb sobre el electron ejercida por el proton es

dado por; (On the origin of quantum mechanics, 2006).
2
F=K=r (1.1)

Asumiendo que las dos particulas estan en una rotacion rigida con una velocidad

angular constante w, observado la figura 1 tenemos el vector r, representa la fuerza
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actuante resultante, el anlisis de este sistema es la base tedrica del &tomo del hidrogeno

que establece la base de la mecanica cuantica moderna.

T T

Fig. 1-1. El retardo electrodindmico del problema de dos cuerpos

1.2. INTERACCION DE ELECTRONES CON CAMPOS
ELECTROMAGNETICOS DENTRO DEL
SEMICONDUCTOR.

Como la corriente eléctrica es un desplazamiento de carga (electrones), una carga

eléctrica producird un campo magnético.

Por lo tanto tomando en cuenta que E =

QT

La fuerza del campo eléctrico se define como:
Fyp = quo_qar (1.2)

Con;



k=— (1.3)

41'[60
Donde la constante dieléctrica relativa esta definida como; en (1.1):
€rel = % (1.4)

Interaccion con otras particulas cargadas=fuerza de Coulomb.

Fe = qoE = 1 904 (15)

Por lo tanto, una particula cargada de masa m y carga g que se mueve con una

- - -7 7 - - -
velocidad v en una region, donde esta presente un campo E y B experimenta una

fuerza, donde:
F=qE + q(l_;xB)
Donde;

F = fuerza de Lorentz

IR
E = campo eléctrico

-

B = campo magneético.

BC

Esc

Energia Gap

EBv
II‘I-'-III

BN P

I'IIIIIII“

LU L

L e e e e e e e e

A AL LI XL L)

Fig. 1-2 Banda de valencia completa y banda de conduccién vacia,

lo que corresponde a un estado aislante o no conductor.
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1.3. NANO-CRISTAL

Para realizar un breve analisis de estas estructuras cristalinas de tamafos
nanométricos nos referiremos a trabajos realizados por L. Wang, A. Rastelli (Towards
deterministically controlled InGaAs/GaAs lateral qguantum dot molecules, 2008), y a W.
Jaskolski (Artificial Molecules, 2002) principalmente donde precisa que un
material cristalino con dimensiones medidas en nandémetros. Una nano-particula con
una estructura que es principalmente cristalina, conocidos también como nanocristales
(NC). Estos materiales son de enorme interés tecnol6gico puesto que muchas de sus
propiedades eléctricas, termodinamicas y Opticas muestran una fuerte dependencia del
tamafo y pueden por lo tanto ser controladas por medio de procesos de fabricacién

cuidadosos.

Los NC semiconductores en el rango de los 10 nm de tamafio son frecuentemente

referidos como puntos cuénticos (Quantum Dots).

Los Quantum Dots (QDs) (Artificial Molecules, 2002) méas pequefios son NC
sintetizados en soluciones coloidales siendo mas frecuentes esféricos o tetraédricos y
pueden ser construidos de varias capas concéntricas de semiconductores con armazones
de espesor bajos 0 nano capas simples. También se han desarrollado DQ como sélidos
compactos o sistemas construidos por varios NC acoplados. El espectro de absorcion y
luminiscencia de los QD so6lidos son significativamente diferentes de los espectros
obtenidos para NC que no interactlan entre si.

Tabla 1-1". Niveles de energia de la BC més bajas (eV) de los nano-cristales de CdS y los
dots heterogéneos.

CdS 2,91 nm Doble Quantum Dot CdS 1,86 nm

NC1 DQD NC2

2,6548 (1) 2,6543(1)

2,8010 (3) 2,7913 (1) 2,7981 (1)

2,8009 (1)

2,8059 (1)

2,9528 (3) 2,9526 (1)

2,9527 (1)

2,9528 (1)

! Fuente: (Artificial Molecules, 2002)



http://es.wikipedia.org/wiki/Cristal
http://es.wikipedia.org/wiki/Nan%C3%B3metros
http://es.wikipedia.org/wiki/Nanopart%C3%ADcula
http://es.wikipedia.org/wiki/Electricidad
http://es.wikipedia.org/wiki/Termodin%C3%A1mica
http://es.wikipedia.org/wiki/Semiconductor
http://es.wikipedia.org/wiki/Punto_cu%C3%A1ntico

2,9793 (2) 2,9702 (1)

2,9793 (1)

3,0387 (1) 3,0351 (1) 3,0660 (3)

Las caracteristicas fisicas y sus propiedades dpticas dependen de la composicion
espacial y estructural: entre ellos tenemos las moléculas artificiales heterogéneas (NC
heterogéneos)?, uno de ellos son los NC esféricos de CdS (Sulfuro de Cadmio)
diferentes. Donde NC1 y NC2 de radio 2.91 nm y 1.86 nm respectivamente separados
por 4.65 nm a lo largo del eje x definidas por ocho elementos de celdas cubicas
unitarias, donde ambos puntos son centrados en el a&tomo de cadmio, este sistema pude
tener hasta 5333 atomos pero de ellos solo uno es comin para ambos NCs que estan
unidos por solo 16 enlaces de un total de 1088 atomos superficiales. Si los centros de
los dots estan separados por mas de 4.8 nm, entonces los puntos no tienen un simple
atomo comun y su espectro de energia es una suma de los espectros de los dots

individuales.

En la tabla 1-1 se muestra los niveles de energia de la BC (Esc) de NC simples de
CdS vy los dots heterogéneos. Los NC menores (NC2) como se muestra en la figura 3,
en b, c y d tienen un mayor vacio efectivo y mayor separacion entre los niveles de

energia.

2 Artificial Molecules; W. Jaskolski: International Journal of Quantum Chemistry, Vol 90, 1075-1082 (2002).
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Fig. 1-3% Densidades en el plano XY de cuatro estados de la banda de conduccion de NC
(moléculas artificiales) con dots heterogéneos de CdS. EI NC1 esté situado en el lado
izquierdo de las gréficas. (a) Los estados mas bajos-s (2.6543 eV) localizados en NC1.
(b) Uno de los dos estados polarizados tipo-p perpendicular para el eje del DQD (QDs

dobles). (c) El orbital enlazado. (d) El orbital anti-enlace.

También existen moléculas artificiales con dots homogéneos®, en esta clase de
estructuras se forma orbitales moléculas mas significantes si las moléculas artificiales
estan formados por QDs casi idénticos, en este caso los estados de un dot seran casi
resonantes con estados de la misma simetria en el otro dot y hace posible un

acoplamiento fuerte.

® Fuente de imagen (Artificial Molecules, 2002)
* Artificial Molecules; W. Jaskolski: International Journal of Quantum Chemistry, Vol 90, 1075-1082 (2002).
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Fig. 1-4° Molécula artificial de dot homogéneos investigado. Los dos niveles mas bajos de
BC y BV de un dot simple (izquierda y derecha) y dot doble (mitad). La actividad de

transiciones Gpticamente mas bajas es indicada por flechas.

Si consideramos la formacion de un QD molecular de dos QD con multi-
revestimientos casi idénticos. Donde cada punto esta compuesto de ndcleo ZnS
(sulfuro de Zinc) y revestido de CdS de un espesor de 0.58 nm (nano-capas), el nicleo
de los NC denotados AQD1 y AQD2 son 1.86 nm y 1.75 nm respectivamente, los
centros de los puntos estan separados por 4.66 nm en direccién de x, esta configuracion

> Artificial Molecules; W. Jaskolski: International Journal of Quantum Chemistry, Vol 90, 1075-1082 (2002).
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permite a los dos NC estar centrados en el atomo de Cd. El sistema entero contiene
4621 atomos.

En la tabla 1l se muestra los niveles de energias mas altos de la BV y los niveles de
energia méas bajos de la BC. Donde el estado més bajo de la BC de cada NC tiene
simetria s, sus energia difieren por solo 16 meV, sus densidades de carga posen
simétrica esféricamente y estan localizados principalmente en la banda prohibida més

baja de un revestimiento de CdS.

Tabla 1-2°. Niveles de energia altos de la BV y més bajos de la BC (eV) de dos NC de
ZnS/CdS y de dot dobles.

AQD1 Dot doble AQD2

Banda de conduccién

3,1074 (1) 3,0915 (1) 3,1233 (1)

3,1191 (1)

3,1581 (1)

3,1784 (3) 3,1784 (1)

3,1787 (1)

3,2021 (1)

3,2025 (1) 3,2027 (3)

3,2043 (1)

Banda de valencia

20,1979 (1)

20,2189 (1)

20,2268 (1)

20,2327 (3) 20,2323 (1)

20,2334 (1)

20,2477 (1) 20,2494 (3)

Sistemas de dos QDs, construidos de dos NC de CdS de diferentes tamafios y otros
compuestos por dos QDs de ZnS/CdS casi idénticos. Los sistemas de dot dobles

construidos por acoplamiento de dos NC cada uno contienen varios miles de atomos y

® Fuente: (Artificial Molecules, 2002)



unidos solo por unos varios enlaces, los espectros de energia y las propiedades Opticas
exhibidas serdn muy diferentes a los NC individuales (Artificial Molecules, 2002).

1.4. PUNTO CUANTICO LATERALES (LATERAL QUANTUM
DOT)

Generalmente es un NC semiconductor que confina el movimiento, en las tres
direcciones espaciales, de loselectronesde laBC y loshuecos de laBV

0 excitones (pares de enlaces de electrones de la BC y los huecos de BV).

Para explicar las caracteristicas de interaccion de estos QDs laterales se toma en
cuenta la disminucién de las distancias entre borde y borde de dos QDs dentro de los
QDM (red cristalina de gran tamafio), sin embargo la division de la funcién de onda del
electron (hueco) dentro del estado de simetria y anti-simetria es observada con la

finalidad de indicar la presencia de acoplamiento lateral".

Los QDs semiconductores acoplados (Towards deterministically controlled
InGaAs/GaAs lateral quantum dot molecules, 2008) son de mucho interés debido a sus
aplicaciones en puertos cuanticos de estado sélido, los progresos en aplicaciones
experimentales comprende los QDs definidos eléctricamente y los QDs de auto
ensamblaje atrapados verticalmente, por lo tanto la fabricacion de QDMs de InGaAs
(Arseniuro de Indio y Galio) usa un haz ordenado combinado de AsBrs; en situ
selectivamente decapado y saturado de QDs InAs. El proceso de crecimiento comienza
con las capas de QDs de InAs de alta densidad, cubierto por 60 nm de GaAs a 500 °C,
estas secuencias de capas permiten obtener una superficie con monticulos intensificados
que guian la formacion de QDs y mejorar el rendimiento de QDMs. Para crear estos
QDMs una segunda capa de QDs de InAs es depositada secuencialmente sobre esta

superficie y cubierta por 10 nm de GaAs seguido por AsBr; reaccionan en situ.

De la reaccidn principal para él InGaAs sobre GaAs con una tension mejorada para
la velocidad de reaccion, donde los QDs cubiertos seran removidos formando nano-

huecos en las posiciones anteriormente ocupados por los QDs.

’ Towards deterministically controlled InGaAs/GaAs Lateral quantum dot molecules; New Journal of Physics 10 (2008)
045010.
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El crecimiento excesivo de los nano-huecos con InAs y mas que 1.8 nm de mono-

capas (MLs) resultan en la formacion de QDM s alineados de la direccion de cristal.

.E

Ommmm—— 4 N =— 200 nm [170] ==y

pEE— — — ;::-‘—_—‘-'Q :

(e) (f) (9) (h)
Al, .Ga, As GaAs I InAs

Fig. 1-5° Imagenes de AFM. (a) crecimiento de QDs de InAs sobre una superficie
compuesta de monticulos intensificados formados por QDs de InAs cubiertos. (b)
nano-huecos. (¢) nano-huecos cubiertos con 1 ML de InAs, y (d) QDMs de InAs.

Figuras de (e) hasta (h) son representaciones esquematicas en la direccién del cristal.

Es importante notar que todos los QDs son nucleados en los bordes convexos de
los monticulos lo cual es atribuido a la tensién de relajacibn maxima en este sitio.
Ademas después de una etapa de gran crecimiento de 10 nm de GaAs, se usa la
reaccion selectiva de AsBr; para crear nano-huecos formados por arcos enlazados
facilmente alargados en la direccion del cristal. Ademas los nano-huecos y los
monticulos estructurales pueden todavia ser reconocidos incluso si la reaccion selectiva

produce algunas asperezas superficiales.

Un punto cuantico contiene un ndmero reducido y finito de electrones de la banda
de conduccién (del orden de 1 a 100) y huecos en la banda de valencia, o de excitones,

es decir, un namero finito de cargas eléctricas elementales negativas positivas.

1.5. COORDENADAS RELATIVAS Y CENTROS DE MASA

& Towards deterministically controlled InGaAs/GaAs Lateral quantum dot molecules; New Journal of Physics 10 (2008)
045010.
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T1cm

T2cm

Fig. 1-6 Sistema de coordenadas relativas y centros de masas para

dos particulas.

Un sistema constituido por un conjunto de particulas puntuales de

masas

my,m,,...,my, el centro de masa CM del sistema determinado por la fuerza central

actuante, es un punto abstracto cuyo vector de posicién define las coordenadas

individuales de cada particula, esto permite desacoplar las ecuaciones de movimiento.

Por lo tanto podemos usar el mismo principio definido para dos particulas

interactuantes en un sistema de m,, particulas: definido de la siguiente manera;

R= % (1.7)
7_: = 7_”)2 - _)1 (1.8)
r=R-T27 (1.9)
r,=R+D7 (1.10)

Donde M representa la masa total y p es la masa reducida de la particula y esta

definida por las siguientes ecuaciones:

M=m1+m2:
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mpm; mim;

W= (1.11)

mqi+ms, M

Un sistema de coordenadas de centros de masa, tiene como su origen su centro de

masa, donde sus formulas de transformacion son;

Tiem = %(Tl —Ty) = _%T (1.12)
Taem = 2 (f, —13) = 27 (1.13)

Donde ademas se cumple que:

mlrlcm + merCm S O (114)

- -

T2em — Tiem = 7 (1-15)

1.6. COORDENADAS DE JACOBI

En la teoria de sistemas de muchas particulas, las coordenadas de Jacobi se usan

con frecuencia para simplificar las férmulas matematicas.

1.6.1. ALGORITMO PARA N CUERPOS

Un algoritmo para generar coordenadas de Jacobi para N cuerpos se describe como

sigue:

Sean m; y m,, las masas de dos cuerpos que son reemplazados por un nuevo cuerpo

de masa virtual M = m; + my.

Las coordenadas x; y x; se reemplazan por sus posiciones relativas rj, = x; — x; y

por el vector al centro de sus masas

Ry = mjdj+Medr (1.16)

mji+my

El nodo en el arbol binario correspondiente al cuerpo virtual tiene m; como rama
derecha y m; como rama izquierda. ElI orden de las ramas indica el punto de

coordenadas relativas desde x; a xy.
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Fig. 1-7° Un ejemplo de conjunto de coordenadas de Jacobi para el problema de los cuatro
cuerpos; las coordenadas de Jacobi sonr_1,r_2,r_3y el centro de gravedad R, hay que
aclarar que este sistema no representa ningn fenémeno estudiado o por estudiarse (Z.,
y otros, 1999).

1.6.2. PROBLEMA DE CUATRO CUERPQOS

Para el problema de cuatro cuerpos el resultado es:

7"1 = x1 —_ xZ (117)
1 .
T = m—wszrznlxk — Xj41 (1.18)
Con;
my; = {;zlmk (1.19)

El vector R es el centro de gravedad de todos los cuerpos:
R=—=3N m.x
mo k=1""*k*k

My = Xk=1 My (1.20)

° Fuente de imagen (Z., y otros, 1999).
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1.7. METODO DE JACOBI PARA MATRICES SIMETRICAS
REALES

En esta seccion veremos brevemente algunos conceptos basicos que seran de
utilidad en las siguientes secciones. (Handbook Series Linear Algebra. The Jacobi
Method for Real Symmetric Matrices, 1966).

Donde se llama una rotacion de Jacobi a lo siguiente:
A > Appq = UTALUL, A, = matriz dada (1.21)

Con UL que representa la matriz traspuesta en donde el elemento u;; de la matriz

original Uy, se convertira en el elemento a;; de la matriz transpuesta ur.

Donde U, = Uk (p, q, ¢) es una matriz ortogonal que se deriva de la matriz unitaria

solo en los elementos:

Upp = Ugq = COS(@) (1.22)

Upq = —Ugp = Sen() (1.23)
Por lo tanto el método de Jacobi realiza la operacion
A-D=VTAV (1.24)

1.8. APROXIMACION BORN OPPENHEIMER (ABO)

La base de esta aproximacion permite tener el punto de partida para estudios
enfocados en el analisis tedrico del comportamiento cuantico de sistemas similares para

atomos poliatomicas y para el presente trabajo que considera los atomos artificiales.

De tal forma la ABO considera que la importancia de los nucleos atomicos se basa
en su masa relativamente grande, lo que nos permite establecer una localizacion
razonable de los ndcleos dentro de las moléculas, es decir, si en un sistema fisico tiene
variables que cambian lentamente y otras rapidamente por sentido comun diremos que

el comportamiento de las variables rapidas no estan determinadas y/o influenciadas por
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la velocidad de cambio de las variables lentas, este desacoplamiento de las propiedades
de movimiento de las variables lentas y rapidas es la base de la ABO.

Si consideramos un sistema molecular, los electrones y los nulcleos estan
confinados en un volumen correspondiente al tamafio de la molécula , es decir en
confinada en un espacio L, entonces por el principio de incertidumbre la particula puede
tener un momento 7/2 ya que la masa nuclear es alrededor de 1840 veces méas grande
que de los electrones, esto conduce a que la velocidad de movimiento del electron es
alrededor de mil veces la del ndcleo, debido a esto los nacleos estin mucho mas
localizados en las moléculas que los electrones pues las velocidad de los nudcleos son
considerablemente mas pequefias. Por lo tanto, la solucién del sistema molecular
aprovecha la posibilidad de desacoplamiento de las variables debido a las velocidades

de los ndcleos y los electrones.

La escritura del Hamiltoniano para la ABO, sera el punto de partida para cualquier

sistema molecular, donde tenemos lo siguiente:

H=H,+H, (1.25)
Con;
Hy =V(r,R) + V(R) + To(r) (1.26)
ﬁ1 =Ty(R) (1.27)
LM==- Y 5 (128)
H
Ty(R) = — l%% (1.29)

Donde r y R determinan las coordenadas nucleares y electronicas del sistema;
V(r,R) es la energia potencial de los electrones en el campo nuclear y V(R) es la
energia potencial nuclear; Ty (r) y Ty (R) son los operados de la energia cinética de los

electrones y los nucleos; con m y M; son sus masas.
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Los operadores H, y R conmutan, por lo tato de los valores propios H, se puede
fijar la posicién de los nucleos y escribir para cada una de las posiciones; de la siguiente

manera:

Hol$n(r, R)) = ER(R) Y (1, R)) (1.30)

Ademéas debemos considerar que i, (r, R) son reales y normalizadas para cada

posicion de R:

Wn(r, R)|[Pn(r,R)) = 1 (1.31)

La funcion de onda total del sistema esta desarrollada como la suma de productos:
W, R) = X, Yn(r, R)xn(R) (1.32)
La basqueda de los valores propios y funciones propias de la ecuacion:
Ho + Hil$(r, R)) = EV®l(r, R)) (1.33)

En el marco de la A.B.O. la ecuacién (1.30) describe el comportamiento
electrénico del sistema para grupo fijo de coordenadas nucleares R. Esta ecuacion debe
ser resulta para cada grupo de pociones nucleares fijas y consecuentemente, el autovalor

electrénico Ef depende de R.

19. DOS ELECTRONES EN POTENCIAL OSCILADOR
EXTERNO.

Solucion analitica particular del problema de correlacion de

Coulomb

Este enfoque nos proporciona soluciones establecidas para el caso en estudio, en el
cual se ha aplicado el tratamiento NBO de molécula Hookeana de H, en (Non-Born-
Oppenheimer treatment of the H2 Hookean molecule, 2005). Estos sistemas tienen
muchas aplicaciones y una de las consideraciones consiste en la importancia del estudio
del incremento de la correlacion con la disminucién de la densidad en un sistema finito,

esto pude ser logrado transformando las frecuencias del oscilador a una funcion de onda
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gue se propaga mas y mas (Two electrons in an external oscilator potencial. Particular
analytic solutions of a Coulomb correlation pproblem , 1993). (Véase Anexo C)

Primero expresaremos por separado la ecuacion de Schrodinger en cinco
ecuaciones que pueden ser resultas de forma simple y una ecuacion de Schrddinger

radial de las coordenadas inter-particulas.

Por lo tanto el sistema de ecuaciones se escribe:

1 1 1 1
H = —57124-5(1)2['% _EVZZ +Ew2r§+

1
| r{—rp |

(1.34)

Donde r; y r, son los operadores de posicion de las dos particulas. (La unidad

atbmica A = m = e = 1 sera usada en el resto de este documento).
Luego se introduce nuevas variables:
r=r,—r; (1.35)
R=73(— 1) (1.36)
Desacoplando el Hamiltoniano tenemos:
H = —V2+-w?r? + = — -V} + w?R? = H, + Hy (1.37)

Debido a que el H es independiente del espin la funcién de onda total se puede

factorizar en:

P(1,2) = p()$(R)x(51,52) (1.38)
Seguidamente de la (1.37) la ecuacion de Schrodinger Hy = Ey se separa en:
[—V% + %wrzrz + %%] o) =€'¢o(r) (1.39)
Donde w, = %w, € = %e y
-3 V2 +50ER?|E(R) = 'E(R) (1.40)

4
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Donde wgr = 2w, n' = 2n; se establece como analogia de problemas ya conocidos
definiendo nuevas frecuencias de osciladores y energias para cada problemas, con una
energia total E = € + 1.

Ahora para el movimiento relativo de ambos electrones introduciremos
coordenados esféricas que separen los modulos r de las coordenadas angulares T = ;

donde lugar al siguiente enfoque:

o) =2V (®) (1.41)

Donde Y}, son harmonicos esféricos y u(r) esta determinado por la ecuacion de
Schrdodinger radial:

d? 1 l(l+1) 1
—— — —wir? +
[ dr2 2 T

] u(r) = e€'u(r) (1.42)

Debido a que Y, (—f) = (=1)'%,,(F) vemos que todas las eigen-soluciones
satisfacen el principio de Pauli y que las soluciones correspondiente incluso a I, se

mantienen.

En este mismo trabajo se vera, que las solucién de la ecuacion de Schrddinger
radial es obtenida como una aproximacion que puede ser expresado alrededor de una

posicion inicial minima r, en series de Taylor, ademas una solucion exacta introduce
. . " 2¢€’ A .,
las variables reducidas en (1.42) p =+/w,r, € =wi y dividiendo la solucién para
r

T — O,
Asi también mediante las condiciones siguientes;
F(Ln,e,w,) =0 (1.43)
e =2(l+n)+1 (1.44)

Las formulas (1.43) y (1.44) son las dos ecuaciones para € y w, que definen el
espectro de energia. No se halla el espectro de energia para una frecuencia de oscilador
w, de forma sencilla, pero de la ecuacion (1.44) podemos calcular las energias

reducidas e para un ny | dado.
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F(n2(l+n)+1,w,)=0

(1.45)

Entonces la ecuacion (1.45) determina que la frecuencia del oscilador w, a la

energia reducida, definida por (1.44).

Ahora se considera el caso de [ = 0 y n arbitrario, en este caso n es el orden del

polinomio t(p) la correspondiente F estara por encima de [ = 11, esto se calcula de

muestran en la tabla 3, debemos enfatizar que las soluciones halladas de esta manera no

son necesariamente del estado fundamental.

Tabla 1-3". Energias paral = 0y n < 11.

! !

n 1/ w, N, €' er | € —, €T %) € | € —,ei'nt %)
€ €

2 4 0 0,625 | 0,5915 5,36 | 0,6250 0,000
3 20 0| 0,1750 | 0,1715 1,97 | 0,1750 -0,023
4 54,7386 0| 0,0822 | 0,0814 1,02 | 0,0822 0,026
5,26137 1| 0,8553 | 0,8062 5,74 | 0,8553 0,000

5 115,299 0| 0,0477 | 0,0474 0,63 | 0,0477 0,049
24,701 1| 0,2227 | 0,2166 2,73 | 0,2228 -0,045

6 208,803 0| 0,0311| 0,0310 0,43 | 0,0311 0,055
64,8131 1| 0,1003 | 0,0956 1,63 | 0,1003 0,005

6,38432 2| 1,0181| 0,9528 6,41 | 1,0181 0,000

7 342,366 0| 0,0219 | 0,0218 0,31 | 0,0219 0,054
132,638 1| 0,0565 | 0,0559 1,11 | 0,0565 0,041

28,9962 2| 0,2587 | 0,2495 3,56 | 0,2588 -0,062

8 523,102 0| 0,0162 | 0,0162 0,24 | 0,0162 0,050
235,301 1| 0,0361 | 0,0358 0,80 | 0,0361 0,058

74,1774 2| 01146 | 0,1119 2,35 | 0,1146 -0,019

7,41903 3| 1,1457 | 1,0655 7,00 | 1,1457 0,000

9 758,124 0| 0,0125| 0,0125 0,19 | 0,0125 0,045
379,925 1| 0,0250 | 0,0249 0,61 | 0,0250 0,064

148,942 2| 0,0638 | 0,0627 1,69 | 0,0638 0,022

33,0088 3| 0,2878 | 0,2755 4,28 | 0,2879 -0,045

10 1054,54 0| 0,0100 | 0,0099 0,15 | 0,0100 0,041
573,625 1| 0,0183 | 0,0182 0,48 | 0,0183 0,064

N, es el nimero de nodos reales positivos de t(p) [y de u(r) ]. €, es la forma de la expansién de las series de
Taylor para el estado fundamental descrito anteriormente. ¢;,, define las consecuencias y analisis
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260,427 2 | 0,0403 | 0,0398 1,29 | 0,0403 0,047
83,0152 3| 0,1265 | 0,1227 3,01 | 0,1265 0,004
8,39091 4| 1,2514 | 1,1577 7,48 | 1,2513 0,000
11 1419,47 0| 0,0081 | 0,0081 0,12 | 0,0810 0,037
823,515 1| 0,0140 | 0,0139 0,39 | 0,0140 0,062
415,764 2| 0,0277 | 0,0274 1,02 | 0,0276 0,060
164,445 3| 0,0699 | 0,0683 2,27 | 0,0699 0,036
36,8097 41 03124 | 0,2971 4,89 | 0,3123 0,035

1.10. SISTEMAS MODELO DE POCAS PARTICULAS PARA
DESCRIBIR NANOESTRUCTURAS.

Este sistema considera que las NC de semiconductores aun en el caso 1D pueden
estar constituidos por miles de atomos. Sin embargo, lo sorprendente es que produzcan
niveles discretos, es decir, que tengan un comportamiento similar al de los a&tomos
(Sistemas Modelos de Pocas Particulas para la descripcion de Nanoestructuras:

Quanmtum Dots Simples y Acoplados, Excitones., 2012).

Por lo tanto daremos un vistazo breve a este trabajo, con el fin de comprender y
obtener un soporte tedrico global para la compresion y aplicacion en las siguientes
secciones donde nos referiremos al Modelo Hookeano de un Bi-exciton en puntos
cuanticos laterales.

Como es bien conocido los QDs, a diferencia de los 4&tomos; en el NC hay unos
pocos electrones que actlan como si estuviesen en un pozo de potencial que tiene las
dimensiones del NC, donde ese confinamiento es el que produce los niveles discretos.
De hecho, la mayoria de los electrones en un NC estan asociados a los atomos que lo
conforman. Sin embargo, hay algunos electrones que se mueven libremente (dentro del
pozo de potencial) y son estos electrones los que hacen que el NC tenga niveles
discretos de energia que lo asemejen a un atomo. Pero a diferencia de lo que ocurre en
un atomo real, en donde los electrones se mueven en un potencial Coulombico, en los
QDs, los electrones estan bajo el influjo de potenciales que mas bien se asemejan a
potenciales Hookeanos.

Una magnitud importante en la definicion de un QD es la del radio de Bohr del
exciton correspondiente al material masico (bulk) en el semiconductor. El tamafio de un

exciton es la distancia que hay entre un electron que ha sido promovido a la BC del NC
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semiconductor y el espacio que deja este electron (o hueco en el NC, El par electrén-

hueco es lo que se conoce como exciton.

1.10.1. QUANTUM DOT DE DOS ELECTRONES EN TRES
DIMENSIONES

El problema de un QD de dos electrones en tres dimensiones (3D) esta
caracterizado por el Hamiltoniano (Two-electron quantum dot in a magnetic field:
Analytical results, 1997);

2

—~ ~ - 2 2
"= Z {Zrln* (P] - eA]') + m? [WS (X']-Z + yjz) + WZZZJZ]} + 4-1'feoe|?1+?2
j=1

(1.46)

El cual satisface la Ecuacion de Schrodinger
ﬁq,(;l, ;2) = EIIU(;l, ;2) (147)
En la ecuacion (1.46) P es el operador de momento y se define por 13] = —ihl- .
]

Este Hamiltoniano puede simplificarse midiendo las distancias en Bohrs efectivos,

es importante recalcar que, un Bohr efectivo no es igual a la unidad Bohr que esta dada

2

por la longitud del radio del &tomo de Bohr, a, = th 620 en donde €, es la constante

mee
dieléctrica en el vacio y m, es la masa del electron los cuales se miden usando un radio

de Bohr efectivo que denominamos a*. Asi tenemos:
-

r; = (1.48)

sl

Donde;

m,  h%4mege

a* = aqye (1.49)

m* m*e?
Si medimos la energia en Hartrees reducidos los cuales se definen:

2
* e

Eh_

(1.50)

T 4megea*
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1.10.2. LA ECUACION PARA EL MOVIMIENTO
RELATIVO

Para esta seccion se establecid su variable natural la coordenada r. Por lo tanto, se
considera coordenadas esféricas polares, en cuyos términos la funcion de onda se

escribe como (Annu., y otros, 2005):

Yo (1) = Pr )Yy m, (O, 1) (151)
Ya que los dos lados tienen variables diferentes, podemos igualar separadamente
las partes de esta ecuacion a una constante — EA41)
De aqui obtenemos las siguientes ecuaciones separadas para la parte radial y la angular:

) 0 (B )0 = (5 )03
(1.52)

Y

L= _mi_ lr(lr+1)
2 [Sln2 0y 00, (Sener E) " Sin2 9r] er,mr Or, @) = er my 6,,9,)

(1.53)
La ecuacion radial se puede simplificar cuando se introduce y,.(r) = u(r)
14 ibey 1 (r) = E-u(r) (1.54)
2drz2 2 r2 2~22ur)— rUlr '
T+TT
En donde las energias estan relacionadas por:
Ey = E. + 1w (1.55)

Como veremos mas adelante, existen soluciones analiticas en forma cerrada para

ciertos valores de la variable y de la Ec. (1.54). Las soluciones dependen de los
nameros cuénticos n, y [,.. Si identificamos a estos valores particulares de la variable

como:

y =W, (n,, 1) (1.56)

Entonces podemos escribir la energia como:

Ey = Wi(ny, 1) (ny + 1, +2) (1.57)
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Para esos valores particulares de y = W,.(n,, l,-). Es decir, que para estos valores
tenemos:

h*WO

! 3
EL = 2W(ny, 1) (1 + L +3) = 2 tm, (1.58)
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CAPITULO 2

En este seccion desarrollaremos el sistema planteado de cuatro cuerpos que
comprenden un bi-exciton, este analisis consta de formulacion matematica que explique
del comportamiento de las particulas obedeciendo las condiciones y consideraciones
fijas, aplicando a la ecuacion de Schrédinger y con el correcto uso del método de Jacobi

para matrices simétricas para su resolucion.

2. METODOS Y TECNICAS

Se parte del problema mecéanico-cuantico de cuatro particulas (dos huecos y dos
electrones) en donde las interacciones entre hueco-hueco y electron-electron son
Coulombianas y las interacciones entre los huecos y electrones son harmonicas. Con
estas condiciones se determina un Hamiltoniano H,,. Esta definicion del Hamiltoniano
permite obtener una solucion analitica para la funcidn de onda de estas cuatro particulas
basandonos en el enfoque NBO de la molécula Hookeana de H, . (Non-Born-

Oppenheimer treatment of the H2 Hookean molecule, 2005)

Usando soluciones analiticas obtenidas en trabajos anteriores para el Hamiltoniano
H, se analiza la dependencia de la energia versus su distancia relativa de interaccion del
Bi-exciton dentro de QD, sin embargo esto se abordara haciendo uso del método de
Jacobi, para definir asi una matriz simétrica de transformacion. En esta expresion H,, es
el Hamiltoniano exacto (que contiene todas las interacciones entre las particulas). Esta
evaluacion constituye la médula del presente trabajo. En caso de que no se pueda

evaluarlas en forma analitica se explorara su evaluacion en forma numerica-grafica.

El desarrollo del tema se basa en la utilizacion de modelos simples de pocas
particulas con potenciales harmonicos y la aproximacion de la masa efectiva, tanto para

los electrones como para los huecos.

Ya que estos modelos han sido usados por varios investigadores para describir
estos sistemas, el énfasis se pone en algunos de los articulos basicos dentro de este
contexto. Se discute también la descripcion de los QDs y excitones como parte de un
problema de muchos cuerpos y se presentan someramente algunos de los métodos

utilizados para este fin.
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Para la realizacién de los calculos y la resolucién de las diferentes ecuaciones se
utiliza ampliamente el software Wolfram Mathematica version 10.0, ademés de realizar
las operaciones de evaluacion y la comprobacion de los resultados obtenidos,

establecidos como procedimientos analiticos.

El método implementado sera de caracter investigativo teorico, por lo tanto,
teniendo como base la teoria se procederd a un analisis fisico-matematico del

comportamiento del fendmeno estudiado.

2.1. ANALISIS DEL MODELO HOOKEANO PARA UN
BIEXCITON UTILIZANDO UN MATRIZ SIMETRICA DE
TRANSFORMACION

Para resolver nuestro sistema de cuatro particulas se describira brevemente el
enfoque NBO del H,, donde la ecuacion exacta de Schrodinger para una molécula
Hookeano de H, puede ser desacoplada en base a las ecuaciones que describen el
movimiento relativo de los electrones y el movimiento relativo de los nucleos, asi
mismo podemos decir que el movimiento de un modo colectivo representa un oscilador
harmonico tridimensional y el movimiento de una particula libre expresado como una
combinacion lineal de las coordenadas individuales de los centros de masas de los

nacleos y los electrones.

Ahora Se presenta una descripcion del modelo NBO para un bi-exciton acoplado al
cual nombraremos (eehh) bajo un sistema de Quantum Dot (QD) acoplados
lateralmente, definiendo el Hamiltoniano de orden cero, que nos permitira bajo ciertas
condiciones sobre las masas y las constantes de acoplamiento, desacoplar el problema
para su posterior resolucion.

Se debe mencionar también que en este tipo de excitones es decir QD acoplados
lateralmente las interacciones importantes son del tipo exciton-exciton, ademas como
sabemos que estas estructuras son mas estables dentro de blogues semiconductores,
siendo esté un efecto esencial producido por la separacion espacial de los QD
acoplados.

Se debe tener en cuenta ademds, que debido a su construccion en bloques

(electrones y huecos) serdn fermiones, por lo tanto, un aspecto crucial en el enfoque
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tedrico para la interaccion del exciton es la determinacion de un potencial efectivo
exciton-exciton el cual toma en cuenta, el intercambio Fermionico y las fuerzas
Coulombicas.

La descripcion del sistema de dos excitones X,(eehh) requiere un Hamiltoniano
de cuatro particulas involucrando dos electrones (ee) y dos huecos (hh) donde sus
electrones y los huecos son caracterizados por sus respectivas masas efectivas mg, m;, e
interactian a través de potenciales efectivos Coulombianos, es decir modificado a
través de una constante dieléctrica particular.

El Hamiltoniano mecanico cuantico de cuatro particulas surge del tratamiento de
un sistema bi-excitonico X,(eehh) siendo muy semejante a una molécula de H,.
También tomaremos una ampliacion del Hamiltoniano para un bi-exciton incluyendo
potenciales imagen e imagen mutua o incluyendo potenciales harménicos para cada
particula tomados desde un centro de masa comun.

Para nuestro trabajo presentaremos un Hamiltoniano exacto para el bi-exciton dado
por la Ec. (2.3) donde los potenciales harmonicos dependen de las distancias entre los
electrones y los huecos.

Por reordenamiento de los términos definiremos el Hamiltoniano de orden cero
desacoplado cuyas soluciones son precisamente las Non-Born-Oppenheimer exactas

anteriormente obtenidas para el modelo Hookeano de la molécula de H,.

2.1.1. MODELO DE LA INTERACCION EXCITON-EXCITON
EN QUANTUM DOT

Se considera primeramente un Hamiltoniano general tipo Hookeano para nuestro
sistema de cuatro particulas con un modelo de un sistema bi-exciton verdadero donde

cada electrdn esta atrapado en un potencial harmoénico centrado en cada hueco.

-26-



Meo
Meq
Vin Ven
Mp3
Mpy

Fig. 2-1 Sistema de cuatro particulas, donde dos son electrones con carga negativa y

dos son huecos con carga contraria.

2.1.2. MATRIZ SIMETRICA DE TRANSFORMACION PARA EL
SISTEMA DE CUATRO PARTICULAS

Por lo tanto para desacoplar el sistema vamos a consideran sus respectivas
transformaciones en coordenadas de Jacobi considerando el movimiento relativo de los
electrones y los huecos respectivamente y otras ecuaciones los movimientos de centros
de masas, los cuales se establecen como translacionalmente invariantes, este enfoque
fue implementado en trabajos anteriores para un sistema de tres particulas (Exact non-
Born-Oppenheimer wave functions for three-particle Hookean sistems with arbitrary
masses, 2006), entonces para nuestro sistema vamos a establecer un conjunto de
vectores {q;}"_, definido experimentalmente. Sin embargo como los centros de masa no
intervienen en la dindmica interna del sistema, esto separa el sistema y es descrito por
medio del conjunto de vectores {t;},, donde el primer sisttma N —1, son
coordenadas translacionalmente invariantes y ty = t.,, las coordenadas de centros de
masas (Non-Born-Oppenheimer electronic and nuclear densities for a Hooke-Cologero
three-particle model: Non-uniqueness of density-derived molecular structure., 2012).

En general estos conjuntos matriciales estan relacionados por las transformaciones;
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ty Vie. o Vg q1
tn—1 | \ Vn-11 = Vn-an || On-1
tN VNl VNN dn

Denotado de forma simplificado como t = Vq.
Para garantizar la translacionalidad invariante y para definir las coordenadas de
centros de masas los elementos de la matriz de transformacion V deben satisfacer:
N
Z Vij=0coni=1,....N-1,y
j=1
VNiz% coni=1,...,N (2.1)
Donde M = 3N m,.
Ademas sabemos que la transformacién inversa es g = V~'t. Donde de la
condicion (2.1) tenemos que:
Vit =1lconi=1.2,...,N. (2.2)

Ahora debido a la separabilidad del Hamiltoniano en el conjunto de coordenadas

{t;}, es decir H (ty,...,ty) = H ine(te,.... ty) + H e (ty), las funciones de ondas

pueden ser escritas como ¥ (qq,...,qn) = ¥int(t1,--., ty)¥Pem (ty) donde ¥, (ty) solo
representa las funciones de onda el movimiento libre de un paquete de ondas

tridimensionales.

2.1.3. SISTEMA BI-EXCITON

Se considera primeramente un sistema de cuatro particulas idealizado, con sus
respectivas interacciones inter-particulas bajo un sistema de coordenadas
translacionalmente invariante (esto se explicara con mas detalle posteriormente); es
decir, el sistema bajo estudio expresado graficamente en forma sencilla se muestra en la
Fig.2.1.

Este sistema de particulas corresponde a un sistema bi-excitonico dentro de un QD,
por lo tanto, estard determinado por su energia cinética y potencial con respecto a
sistema de coordenadas establecidas para nuestro estudio, el cual se explicard con mas
detalle en secciones siguientes.

Seguidamente escribiremos el Hamiltoniano las masas efectivas.
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~ _ h? 1 1 1 1 e? 1
A =20V — V1 = — V1 — — V21 |+ ——{ +
2 Mg Mg mp mp 4mege Ul rgq—Tep |

1 1 1 1 1

_ _ _ - } @3

| Thi—Thz | | 7e1—Th1 | | 7e1=Tho | | re2—Th1 | | Te2=Tho |

Donde las masas mj; y m;, son las respectivas masas efectivas, como vemos aqui
todas las interacciones entre los electrones y los huecos son del tipo Coulombicas que
incluyen constantes dieléctricas efectivas €.

Sin embargo estas interacciones no estan desacopladas, por lo tanto no es posible
obtener una solucion analitica para el Hamiltoniano dado por la Ec. (2.3) por lo tanto
podemos obtener soluciones aproximadas a través una diagonalizacion de este

Hamiltoniano mediante un apropiado conjunto de matrices base.

2.1.4. MODELO HOOKEANO PARA CUATRO PARTICULAS

Se considera en forma general el sistema de cuatro particulas, donde dos particulas
tienen cargas negativas —Z,e y —Z,e con masas m, Yy m, respectivamente y otras dos
particulas con cargas positivas Z,e y Zge con masas ms Yy m,, €sto nos permite libertad
sobre las masas para examinar las condiciones impuestas sobre las mismas para
alcanzar el desacoplamiento.

Debemos asumir también que las masas con cargas iguales interactan a través de
un potencial Coulombico y cuyas cargas son contrarias a través de un potencial
harménico con una constante de fuerza harménica k,. con o = 1,2y ¢ = A, B; por lo
tanto el Hamiltoniano para nuestro sistema, esta dado por:

A=T+7V (2.4)

Donde T representa la energia cinética total del sistema de cuatro particulas y ¥ es
la energia potencial total, para cuatro particulas, definido por:

V= ]7ee + l’/\th + I7eh + I’/\'Hookeano (2.5)

Entonces podemos establecer;

ﬁ = T + V\ee + th + I7eh + l7Hookeano (2'6)
Con;
~ _ﬁ i 2 i 2 i 2 i 2
7= 2(m1V ry VP 4 V2R, + Y RB) (2.7)
~ 2
Vo = ——222— (2.8)

4mege | ri—1y |

e? ZaZp
4meqge | R4—Rp |

Vo = (2.9)
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5 _ e (  ZnZa  ZaZp  ZyZa  ZyZp )
Ven = 4nsoe( | 71—Ry4 | | r1—Rp | | 7,—R4 | | 7—Rp | (2.10)
A e?
VHookeano = —5,— [k1a(r1 — Ra)? + kou(r2 — RA)? + kyp(ry — Rp)* +
0 [
kop(ry, — RB)Z] (2.11)
Donde H representa el Hamiltoniano total del sistema y esta defino por;
H =
2 2 2
— (oo VP + V21, + V2R + — V2Rp ) + ¢ _ZaZp
2 \mq ms mg my 4mege | ri—1y | 4mege | R4—Rp |
e? _ ZhZa  ZaZp  ZyZa  Z)Zp ) e? _ 2
4-7'[806( | 71—Rg | | 71—Rp | | 75—R4 | | 7,—Rp | a334nsoe [klA(rl RA) +
koa(r; — Ry)? + kip(ry — Rp)* + kop(r; — Rp)?] (2.12)

De la Ec. (2.12) podemos establecer las soluciones analiticas exactas para un
sistema molecular Hookeano H, desde el enfoque Non-Born-Oppenheimer.

Por lo tanto tenemos que;

~ 2 2
HO:_h_(i72r1+i72r2+LVZRA+L|72RB)+ e’ _Z1Za
2 \mq mo My Mp 4mege | -1, |
e? ZpZp e? _ 2 . 2 . 2
wmege TRa—Rp | T aiPanege [k1a(r1 — Ra)* + kpa(r, — Ry)* + kyp(ry — Rp)* +

kop (12 — Rp)?] (2.13)

Donde H,, representa las soluciones analiticas exactas desde el enfoque Non-Born-
Oppenheimer con las correspondientes interacciones entre las masas con cargas
diferentes no incluido en dicho perspectiva, por lo tanto para nuestro sistema esta
definicion se hace complementaria, representando una forma muy ideal del sistema
estudiado.

Sin embargo como sabemos H,, se define como el Hamiltoniano de orden cero o
basal con soluciones ya encontradas en trabajos anteriores, sin embargo aclararemos
que aqui se considera la interaccion ¥,, como una perturbacion, este hecho se explicara

con mas detalle en secciones posteriores.

2.1.5. SEPARACION DEL SISTEMA DE CUATRO PARTICLAS

Reescribiremos la Ec. (2.12):
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~ h? /1 1 1 1 e? Z1Z,
H = ——<—\72r1 +—"V%r,+ —V?R, +—\72RB> +
2 \my m; ms my dre e | ry—1y |
e? VA
4re,e | Ry — R |
e? ( 717, 7,7y Z,7,
4me, € | 1 — Ry | | r, — Rp | |, — Ry |
VAVA: )
I rz - RB |
02
+—5—lk1a(r1 = Ry)? + kpa(r; — Ry)? + kyp (11 — Rp)?
ay 4me, €

+ k(12 — Rp)?]

Para simplificar la Ec, (2.12) utilizaremos unidades de Born modificadas a; = ay€

2
donde a, = 4::7‘;? , la energia en unidades de Hartree modificadas E; = E?H donde
Ey = 4ﬂiea es la unidad de Hartree y las masas m; y M, parai=12.y I =A,B.
o“o

respectivamente, son representados como mdltiplos de m,.

2.1.6. DESACOPLAMIENTO DEL SISTEMA

El primer paso para el proceso de desacoplamiento vamos a realizar un cambio de

coordenadas y establecer una matriz de trasformacion; por lo tanto:

r=r—r (2.14)

g = Marfitmer; (2.15)
mim;

g — MaRa+tMpRp (2.17)
MaMp

Luego la matriz de transformacion es:

1 -1 0 0
miq my
mqi+ms, mi+msy 0 0
Al I 0 1 1 (2.18)
0 0 MA MB
Mp+Mp Mya+Mp

Sin embargo la matriz V' debe cumplir las condiciones establecidas por el método
de Jacobi para matrices cuadrados simétricas; por lo tanto vamos a realizar las
siguientes comprobaciones:

La inversa de V; definida por:
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m1+m2 0 0 (219)
0 0 Mp 1 '
Mg+Mp
0 0 —_Ma_ 4
Ma+Mp

Donde VV~1 = U donde U es la matriz unitaria; entonces:

1 0 0 O
- 0 1 0 O
— 1
U=Vr=10 0 1 o
0 0 0 1
Por lo tanto podemos establecer F como la matriz diagonal:
1 -1 0
t my m, 0
tz _|m1+m2 m1+m2
ts |~ 0 0 1
M
t4_ 0 0 A
M, + Mg
Para la energia cinética; se tiene:
_ M2 0
my +m,
q1 My 0
2| | Mmitm;
- M
13 0 0o —2
qa My + Mp
M
0 0o ——12
M, + Mg
q1
| 22
k= qs
44
Y
ty
_ |t
T= s
ly

Donde T es la ortogonal.
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2.1.7. DESACOPLAMIENTO DE LA ENERGIA CINETICA

Aplicando la matriz de transformacion V, tenemos que la energia cinética para

nuestro sistema bi-exciténico, sera;

q=V-iT
t
(205
_t_1+t2
q=| . (2.20)
24+,
2
t
_;3+t4

Ahora; procedemos a calcular T;

Vamos a empezar con el cambio de las variables:

82 f[tq,t2,t3.t
m flt1,t2,t3,t4]

82 f[tq,t2,t3.t 82 f[tq,t2,t3.t 02 f[tq,t2,t3.t
ram f[1'22'3'4]:M f[1'22'3'4]:4M flt1.,t2,t3,t4]

_ 6t42 Jdts dty at12
4mM
Luego tenemos que:
82 flty,t2,t3,t4] 82 f[t,t2,t3,t4] 82 flt1,tp,t3,t4] 82 flta,ta,t3,t4]

7o dty? _ at3? _ aty2 _ atq2

4M M 44m m
P=_ 0%fltytatats]  0%fltytatsts]l  0%fltytatsts]l  0%fltytatsty] (2.21)

4MOt,? Mots3? 4mat,> mot,> '

Se debe aclarar que las condiciones sobre las masas de las cuatro particulas se
determinan por inspeccion ya que los dos electrones tienen masas iguales y
similarmente para los huecos.

Como se ve para el sistema bi-excitonico el calculo de su energia cinética no conlleva
mucha complejidad debido a que sus variables siempre se encuentran desacopladas, sin
embargo el problema surge al desacoplar estos mismo términos de las energias

potenciales

2.1.8. DESACOPLAMIENTO DE LA ENERGIA POTENCIAL.

Como se vera a continuacion se puede aplicar el mismo método utilizado para la
energia cinética teniendo en cuanta que la matriz de transformacion debe ser la inversa
de la matriz V.

Por lo tanto de la Ec. (2.4), la Ec. (2.5) y Ec. (2.20) tenemos;

F(g)=V™IT(t;) coni=1,234
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q1 1 tq
&\ |3 1 0 offg
qz | 1 t3
0 0 0 - 1f\s
0 O L 1
2
5]
—+t
> th
q1 5]
qz _ - ? + tz
| | t;
q4 ? + t4
i3
=+t
> Tl
Ahora para V,, y V,;, tenemos;
Oy _ lez _ lez _ lez
Vee = lr-rp | lqi—qz | 1ty ] (222)
Y
Oy _ lez _ lez _ lez
Vin = | Ra—Rp | lqz—qs!  Iltsl (2.23)

Sin embargo para el potencial Hookeano dado por la Ec. (2.11) es mas complejo e
incluye términos acoplados, por lo tanto aplicando la Ec. (2.20) tenemos;
Vitookeano = k1a(r1 — Ra)* + kpa(r2 — Ra)® + kyp(11 — Rp)® + kpp(r2 — Rp)?
(2.24)

Viookeano = k1al(q1 — 43)*1 + k24[(q2 — 43)*] + kap[(q1 — q4)*] + k25[(a2 — 94)%]
2.25)

2

Viookeano = kB(_ +tit, + 65 + t1_3+ trt3 + — ity — 2toty — taty + t5) +

bﬂ——qg+g—iﬁ+gg+ +qg—2@g—@u+ﬁﬂ%ﬂ%+qg+

2
£3— 22—ty + 2 — tyty — 2ty + Loty + t3) + hpa (B — tity + 6 + 2~ 05 +
%3 F byt — 2tot, + taty + £2)
P k k k k k k
VHookeano = TA+ =24 + Z 4 ZB)tlz + (kg + koy + kg + kZB)t% + (TA-l- %A +TB+

k
ZB)t3 + (kg + kyg — kg — kop)taty + (kg + kop + kg + kop)ti + t,[(—ks — kop +
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kg + kop)ts + (—2ky — 2kp4 — 2kp — 2kyp)ts] + 14 [(kA — koa + kg — kyp)t, +

(_k_A_|_kz_A+k_B

k
A4 128458 B0y (—ky + ks — ki + Kap)ta

~ 1 1
Vhookeano = Z(kA +koa + kg + kop)t? + (kg + kop + kg + kop)ts + Z(kA + kpq +
kg + kop)ts + (ko + kya — kg — kop)taty + (ko + kg + kp + kop)ts +

ta[(—ka — koa + kp + kap)ts — 2(ky + kou + kp + kap)ta] + ¢4 [(kA —kyp + kg —

k2p)t; _%(kA — kg — kg + kap)ts — (kg — kaa + kp — kzs)t4] (2.26)

Luego las condiciones para construir las coeficientes de orden cero de los términos
acoplados (t1tz) , (t1ts), (tats) (t2ts), (E2t3) Y (t1ts) SON;
my(kia + kip) = my(koa + kap) (2.27)

Mp(kyia + kip) = My(k2a + k2p) (2.28)

De la misma forma con en el enfoque (Model for a Biexciton in a Lateral Quantum
Dot Based on Exact Solutions for the Hookean Subscript[H, 2] Molecule , 2011) estas
condiciones pueden ser satisfechas estableciendo m, = am; y Mg = aM,, (k,, +
ko) = a(kiy +kig) para a =1 tenemos en particular que los términos de
acoplamiento se hace cero cuando my =m, =m y mz=m, = M; ya que por
inspeccion para un sistema bi-excitonico m,, = m,, y my; = my,, por lo tanto
tenemos que (ko4 + kop) = (k1a + kip)-

Ademas brevemente se recalca que la Ultima condicion puede ser satisfecha
asumiendo que hay dos contantes de acoplamiento, la primero caracterizada por un
potencial harmdnico de corto alcance de la interaccion del electréon 1 con el hueco A'y
el electron 2 con el hueco B; entonces tenemos que k. = ky4 = k,5 Y Otra potencial
harmonico de largo alcance caracterizado por la interaccion del electron 1 con el hueco

B y el electron 2 con el hueco A, por lo tanto tenemos que k;, = k15 = ko 4.
-~ 1 1
Vhookeano = 5 (ki + kott + 2(ky, + ko)t + (ky — ko)tits + 5k + kots —
A4(k, + k)tyty + 2(k, + ko)tz (2.29)
Sin embargo esto no hace desaparecer los términos (t;t3) Y (t,ts)
Por tanto introduciremos las siguientes condiciones K* =k, + kc y K~ =k, —
kc.
~ 1 - 1
Vhookeano = 3 (K+)tf + 2(K+)t§ + (K7)tyts + E(K+)t3% - 4(K+)t2t4 + 2(K+)tf
(2.30)
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Luego mediante el andlisis de los fendmenos fisico considerados como
perturbaciones dentro de sistemas de muchos cuerpos, podemos asumir de la misma
manera que en (Model for a Biexciton in a Lateral Quantum Dot Based on Exact
Solutions for the Hookean Subscript[H, 2] Molecule , 2011), que todos los electrones y
los huecos tienen el mismo potencial harmonico de interaccion, es decir, que k; = k¢
entonces tendriamos de K~ = 0, donde este es el caso de la molécula Hookeano de H,,
donde no aparece el termino acoplado (t;t3).

Entonces se asume que el potencial harmonico de corto alcance es mucho mas
fuerte que el potencial de largo alcance K* > K~, por lo tanto podemos considerar al
termino asociado con K~ como una perturbacion (véase Anexo D) sin embargo esto
también implica que el presente trabajo resulta ser un tratamiento aproximado.

Luego de la Ec. (2.4), Ec. (2.5) y Ec. (2.6) tenemos:

V= V\ee + th + VHookeano (2'31)
P =By BBy L 4 a(KN)E + KNG - 4Dt + 20008
1 3
(2.32)

Ademas, estd claro que estas transformaciones no desacoplan los potenciales
Coulombicos que aparecen en V,,,. La presencia de los términos acoplados (t,t,) Vvisto
en la Ec. (2.30) no evita el desacoplamiento de la ecuacion.

En base a los razonamientos anteriores vamos a separar un Hamiltoniano de orden

cero mas una correccion de primer orden.

A=H,+H, (2.33)
Donde;

Hy=H, +H, +H, ,, (2.34)
Y donde:

H =V, — K tts (2.35)

Donde H, se define con el Hamiltoniano de la correccion de primer orden, sin
embargo el desarrollo y desacoplamiento del mismo se deja para futuros trabajos.
Luego de la Ec. (2.5), Ec. (2.32) y Ec. (2.34) tenemos:

Z1Zy ZyZp
Lifz o A1tz
Tty | It

Por lo tanto de la Ec. (2.21), Ec. (2.34) y Ec. (2.36) tenemos que:

- £ 3 (KM + 2(K4)tF +5 (KR — 4K ety + 2(K e (2.36)
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0 =— 82 f[tq,t,t3,t4] _ 02f[ty,tzt3,t4] . 02f[ty,t2,t3,t4] . 92f[ty,ta,t3,t4] 212y 212,
0 4Mat,? Mats? 4mat,? mat,? [ tq | | ts |

S(KN)EE + 2(K )3 + 2 (K3 — 4(K*)tyty + 2(K)E3 (2.37)

+

Como H, satisface la ecuacion de Schrodinger;
Ho Wo(ty, ta, t3, ta) = EqWo(ty, ty, ts, ta) (2.38)
Estableciendo Wy (ty,ty, t3, ts) = ¥¢, (t1)¥e, (t3)¥e, e, (t2, t4) CON la energia total
del estado basal o fundamental, es decir la energia de orden cero E, = E;, + E¢, +
E,,t, podemos desacoplar la ecuacion de Schrddinger de orden cero; en lo siguiente.
Asumiremos Z; = Z, =Z,=Zg =1
De la Ec. (5.1.7.17) tenemos;

[_ 0% fltytatstsl  *fltitatsts]l  0%fltitatsts]  0%flts tztzts] 1 1
4Mat42 Mat32 4mat22 matlz | tl | | t3 |

~(K*)EZ + 20K )3 + 2 (K3 — 4(K*)tyty +

+

2(K+)tf] Vi, ()P, (E3) P, (L2 ts) = Ep We, (8)E, We, (83)E¢, 1, Wt 1, (B2, Ea)

(2.39)
Luego desacoplando tenemos:
t1?Kt 1 02 f[t1,to,t3,ts] _
(5 + e~ sy, () = B, (1) (240)
t3?K* 1 9fltytataty

]

2+ " 2+ Ofltitatsta]  0%f[ty,ta,t3,t4] _
(262K* — 4totak* + 20,2 - TL et OT0lBly, (1,0, =

Et, ¢, Wty e, (t2,ta) (2.42)

2.1.9. SOLUCIONES

Del andlisis de la expresion de la Ec. (2.40) en el tratamiento Non-Born

Oppenheimer de la molécula Hookeano de H,.

m<t12K+ 1 0%f[ty, tz, t3, ta]

m
) - Yo (t)=E. ¥, (t;)—
2 2 * Abs[t,] mot,? > t, (t1) t,Pr (t) )

0%f[ty,ty, t3,ts]  mK”* m 1 mE,
— + t2+——— | ¥, (t;) = —2 Y, (¢
( 20t,2 4 1 7 2 Abs[ty] 6 () = —= ¥ (6)

Luego consideremos que;

+
z_mK
, Wi ==

mEtl
2

E1 = y Kl =m, AbS[tl] = tl (243)
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W1 1K,

242 2) W (8) = B, (6) (2.44)

22 ,ta,t3,
(_ f[t1t2t3t4]+

20t,2
De la misma manera para t; tenemos;

M t32K++ 1 0%f[t1, ty, ts, ts]
2\ 2 Abs|[ts] Mat;?

0%f[ty, ty, t3, ta] +MK+t , M
20t,> 4 3 72

M
Wi, (t3) = Et,We,(t3) >

1 Ets
m) t5(t3) = —— W, (t3)

Con;
+
Ey=-5" W= Mf . Ky =M, Abst;] =t (2.45)
0% f[t1,ta,t3,t w2 1K
(_ [zgtzzs 4] + W2 __3) W, (t3) = E3¥,,(t3) (2.46)

De la misma forma para la Ec. (2.42) con respecto a la Ec. (2.21) en el tratamiento
Non-Born Oppenheimer de la molécula Hookeano de H, tenemos que;

_ 0%f[ty, ta, t3, ty) _ 02f[ty, ta, ts, ty)
4Mot,> 4mot,>

+ 2K+(t22 - 2t2t4 + t42)l lptz,t4 (tz, t4)

=Et, 1, VY0, (L2 ta)

0%f[ty, ta, ts,t4]  O%f[ty, ty, ts, 4]
2M l— YYEI - a2 + 2K (1% = 2t5t, + t42) | W, e, (t2, ta)
4 2
= Etz,t4lpt2,t4(t2’ t4)2M

0%f[ty, ta ts3,t4]  O%f[t1, ty, ts, 4]
- - + 4‘MK+(t22 - 2t2t4 + t42) q,tz,t4(t21 t4)

2 m
20t, 237 ot,?
= 2ME, %, ¢, (2, ts)
Con;
E2,4- — ZMEtZ,t4 , U= 5, W22,4- = MK™ (247)

[_ 0’ fltytatsts]  9*f[titatsta]

208, 2udt,? + AW, (% + t,* — 2t2t4)] Wit (t2 ts) =

Ey 4,1, (E2,ts) (2.48)
Por inspeccion la Ec. (2.48) es muy similar la Ec. (8) en el tratamiento NBO de la
molécula Hookeano de H, (Non-Born-Oppenheimer treatment of the H2 Hookean

molecule, 2005) por lo que esta ecuacion puede ser desacoplada introduciendo la nueva
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variable t, para luego definir las nuevas coordenadas P y Q a través de una rotacion
unitaria del angulo 6.
Donde;

t, = Vut, (2.49)

M, = ( Cos|0] Sin[@])

_sin[8] Cos[6] (2.50)

Donde es @ =tan"(w) y u =% 0 de la misma manera condiciones que se

establecen en (Non-Born-Oppenheimer treatment of the H2 Hookean molecule, 2005):

. _Vu _ Vm N1 VM
Sinb = 705 = G 080 = 55 T Gaw (2.51)
P)
= 2.52
1=(g 252)

G = <t~2> = (J_ZE> (2.53)
t, t,

La coordenada P y Q se relacionan la matriz simétrica real M,., es decir aplicamos a
esta matriz él método de Jacobi;
Entonces la matriz de transformacién inversa serg;

_ (Cos[0] —Sin[0]
M, iny = <5m[9] Cos[0] )

Comprobaremos su simetria, por lo tanto;
M, M (iny = U

Cos[0] Sin[6]) (Cos[0] —Sin[6]\ _
(—Sin[e] COS[G]) (Sin[@] Cos[0] ) -

Cos[0]% + Sin[6]? 0
0 Cos[6]* + Sin[0]?
Con Cos[0]* + Sin[0]* = 1,
1 0
U= (0 1)
Por lo tanto;

] = My in)G

&\ _ (Cos[8] —Sin[6]\ (P

(ti) B (Sin[H] Cos[6] )(Q)

t.\ _ (PCos[6] — QSin[6]

(ti) N (QCOS[H] + PSin[H]) (2.54)
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De la Ec. (2.48) y Ec. (2.49) se tiene los términos acoplados t~21:4 y si resolvemos

utilizado la Ec. (2.54) se tiene que:

. O fltutatatsl _ 92 f[tatatsts] 2 [tz 2 _ ot - (~ ) —
20t42 ) + W2,4 \/H + t4 2 \/ﬂ t4 lptz,t4 tz, t4 =

t2
2ud (\/_§>

Bz ¥r . ({2’ t4)

~2

_ azf[t1,t~2,t3,f4] 9*fltuta, f3 ts] t2 2t2f4 ~ (~ ) _
I 20t42 zatz + 4W2 4 \/— + t4 lpthtll— tZI t4 o

E2,411U{2,t4 ({2’ t4) (2.55)

[_ 0%f[t1,P,t3,Q] azf[f1 P,t3,Q]
20P2 20Q

QZCOs[e]2 2PQCos[6]?
+ 4WZ, (P?Cos[6]? + L0 — =
2PQCos[6]Sin[0]  2P*Cos[6]Sin[6] " 2Q%Cos[6]Sin[6]

u? Vu Vu

2PQCos[0]Sin[6] + +Q?Sin[0]” +

P25in[6]?
u2

ZPQSm

+ 2N |y, (P, Q) = ExaWpo(P, Q)

Luego S|mpI|f|cando tenemos:

(- et - et aw, [l 4 (pcoste) - sinte)” +
z(QCos[e]+Psm[9]j(a—Pcos[91+QSi”[9])]} Wpo(P,Q) = E24¥p o (P, Q)

a2 f[zt;:,zts,q] Ik f[zt(;,g,zt3,Q] AW, [(COi[ZQ]Z + ZCos[j]ESin[e] n Sin[H]Z) 02 +
(605[9]2 _ 2605[31551'"[9] n 51'7;[29]2) P2 4+ ( % — 2Cos[0]Sin[6] + w +

2S8in|

Z0UO) PQ| Wi g (P, Q) = Eya¥r g (P, Q)

32f[t1,P,t,Q]  02f[ty,P,t3,Q] 4W
~ et T gz T “[(Cos{@ +VuSin[0])°Q2 + (—VuCos[6] +

Sin[B])sz — (2VuCos[260] + (u — 1)5in[29])PQ] ¥po(P,Q) = Ey4¥po(P,Q)

(2.56)

Donde;
2v/uCos[26] + (u — 1)Sin[20] = 0 (2.57)
6 = tan " '[Vu] + nn (2.58)
6 = —Cot™[Vu] +n (2.59)

Permiten que las constantes de acoplamiento desaparezcan este enfoque es tratado
en trabajos anteriores por Pino y Mujica, ademas la Ec. (2.58) también establece que los
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coeficientes de P? sea cero mientras que la Ec. (2.59) hace lo mismo con los términos

de Q2 luego tenemos:

9%f[tq,P,t3,Q 9%f[t,,P,t3,Q 4(u+1)W
[_ [2;Q23 1 [2;p23 Ly 22Q2 ]qJPQ(P Q) = E;4Wpo(P,Q) (2.60)

De las misma manera que para el desacoplamiento de t,, t; y t,t, establecemos
que Yp o (P, Q) = ¥p(P)¥,(Q) con E, 4, = Ep + E, por lo tanto obtenemos;

0%f[ty,Pts, 0%f[ty,Pts, 4(u+D)W3
[~ e - el TR Q2] W (PP (Q) = Ez e (P)¥o(Q)

20P2 ZaQZ
(2.61)
Luego tenemos;
0% f[tq,P,t3,Q
[ #] Yp(P) = Ep¥p(P) (2.62)
0% f[t1,P,t3,Q] , 4( +1)W
[_ [zést L B g2 ]%(Q) = Eq¥q(Q) (2.63)
2 2
Donde % = 20+DWis entonces tenemos que;
82f[t1,P,t3,0] . W4
[— R TT s TQQZ] Yo(Q) = Eo¥o(Q) (2.64)

Se considera la solucion de la Ec. (2.44) segun el tratamiento NBO de la molécula
de H,, reescribiendo la funcion de onda como un producto de sus partes radial y

angular, conociendo que ¥ (t;) =lpt1(tl)Ylt1,mt1(0t1r(pt1) y estableciendo como

Y, (ty) = tl por lo tanto la ecuacion radial es;

azf[t tatats] e (e +1) | Wit
[_ 213;23 - + 12t112 + : 1] tl(tl) Eutlut1(t1) (265)

Cuyas soluciones generales establecidas por NBO (Non-Born-Oppenheimer
treatment of the H2 Hookean molecule, 2005), Taut (Two electrons in an external
oscilator potencial. Particular analytic solutions of a Coulomb correlation pproblem |,
1993)

Son:
W1(nt1 720 A ! i
Un, 1, (81) = tha* e - ]Zt=o “n (2.66)

Como para los tratamientos anteriores se sabe que esta solucion solo es posible
para valores particulares de W;(n.,l,) y recalcamos que, esto se debe al hecho de que
solo para pares especificos de numeros cuanticos n., l;, las constantes de acoplamiento

Wi (ng,, l¢,) estan determinados a través de una solucion de las relaciones de recursion
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de los coeficientes de expansion tratados y explicados anteriormente en NBO y Taut
(Two electrons in an external oscilator potencial. Particular analytic solutions of a

Coulomb correlation pproblem , 1993), con su correspondiente energia definida como;

3
Eue, = Wiy le) (e, + Lo, +2) (2.67)

De la misma manera para la Ec. (2.46) se establecen relaciones similares donde

(t3)
Vi, (t3) = Py, (ts)Ylt3 M, (Otys 1) Y Y, (E3) = t3 :

€s;

tenemos que la solucion radial

% f[titatats] | lg(lez+1) | Wits?
[_ 213t223 =+ 32t32 + 323 ]ufs(t3) = Eut3ut3(t3) (2.68)

W3 (nt3 lt3) ”f3 i
nt3 lt (t3) = tlt3+1 [ ]Z (2'69)

Por inspeccion se sabe que las constantes Ws(n,,l.,) ¥ Wi(ng,,l,) no son

independientes ya que de la misma forma que en el modelo Hookeano de H, las Ec.

(2.43) y Ec. (2.45) establecen que estan relacionados por;

u 2w?
w2 -
37T 2

Wg = [ )

M
Como se ha visto en el Modelo para un Bi exciton en un Quantum Dot basados en
soluciones exactas para la molécula de H, no es posible tener un W5 que satisfaga
simultaneamente la Ec. (2.70) y las relaciones de recursion para los coeficientes {b;} de
la Ec. (2.69) por lo tanto como en el NBO apartado C mediante la Ec. (35) se establece

la constante W3(t1) para valores especificos de W;(n.,l;,), de la misma manera

Ilamaremos W3(t3)(nt3,lt3), esto es posible debido al hecho de considerar el mismo
modelo establecidos en (Model for a Biexciton in a Lateral Quantum Dot Based on
Exact Solutions for the Hookean Subscript[H, 2] Molecule , 2011) con la diferencia de
utilizar una matriz de transformacién para el analisis tedrico.

Para conservar la forma analitica de la solucion de la parte radial de la Ec. (2.69) se

selecciona como se establece en NBO los valores W3(t3)(nt3,lt3) mas pequefios
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t*
calculados por un Wy (ng,, l;, ), luego denotaremos este valor como W3( 3)(nt3, l¢,) con

una energia dada por;

3

E = Vl/g(t3)(nt3, lt3) (nt3 + lt3 + E) (271)

Uts

La Ec. (2.62) describe el movimiento de una particula libre como se explica en
(Model for a Biexciton in a Lateral Quantum Dot Based on Exact Solutions for the
Hookean Subscript[H, 2] Molecule , 2011) y NBO de la molécula de H,; tenemos que;

Er=0 (2.72)

Entonces ¥, (P) es constante y se desprecia.

Mientras que para la Ec. (2.64) describe un oscilador harmonico tridimensional con
sus respectivas funciones de onda escritas como un producto de su parte radial y
angular como en la NBO, es decir que para ¥,(Q) = 1Yo(Q)Yiymy (8o, 9o) €S
conocido la solucion de su parte radial y esta defino por:

Yo
2

lpvQ,lQ Q) = NvQ,lQ QlQe[( )

o) oy

Donde F (—vQ, lo + % WQQZ) es la funcion hiper-geometrica confluente, asociada
con una energia definida por;
Eq =Wq (2nq + 1o +3) (2.74)
Es necesario aclarar que los resultados no sufriran un cambio significativo sobre
todo las ecuaciones que definen la energia del sistema de cuatro particulas, es decir
estos resultados tendran mucha concordancia con los establecidos en trabajos anteriores

como se ve en (Model for a Biexciton in a Lateral Quantum Dot Based on Exact
Solutions for the Hookean Subscript[H, 2] Molecule , 2011).
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CAPITULO 3

3. RESULTADOS Y DISCUSION

En este capitulo se presentan los resultados analiticos con la aplicacion de una
matriz simétrica de transformacion, a través del método de Jacobi para el tratamiento
del modelo de un bi-exciton acoplados en QDs laterales y las soluciones de la ecuacién
de Schrodinger, el valor de la energia de orden cero, energia de enlace y un analisis

grafico también sera presentados en esta seccion.

3.1. ENERGIA DE ORDEN-CERO (ENERGIA ESTADO BASAL)

Como se deduce del andlisis de la seccidn anterior el sistema de cuatro particula
encaja perfectamente a través del modelos Hookeano, por lo tanto podemos utilizar la
forma de las soluciones analiticas del sistema de cuatro particulas a través de
tratamiento NBO para obtener la energia de estado fundamental es decir de orden cero,
ademas se establece como nuestro punto de partida en una descripcion ampliada de la
naturaleza de la interaccion y correlacion inter-particulas. Sin embargo aclararemos que
al igual que en el enfoque NBO y en (Model for a Biexciton in a Lateral Quantum Dot
Based on Exact Solutions for the Hookean Subscript[H, 2] Molecule , 2011) es

importante la interaccion entre los excitones para diferentes valores de la razon de

- m
masas efectivas o = e

Por lo tanto de energia de orden cero E, y de las Ec. (2.43), Ec. (2.45) y Ec. (2.47)
tenemos que;

Eo=—Ei+=E;+-—Ep, (3.2)

Luego del analisis del tratamiento NBO y del modelo para un bi-exciton en QDs
lateral (Model for a Biexciton in a Lateral Quantum Dot Based on Exact Solutions for
the Hookean Subscript[H, 2] Molecule , 2011) con la energia E, , y las Ec. (2.67), Ec.
(2.71), Ec. (2.72) y la Ec. (2.74) obtenemos lo siguiente;

2 2 1

utl
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Ey = % [W1(nt1; ltl) (nt1 + 1, + %)] + % [W;ti)(nty lt3) (nt3 + I, + %)] +

—[0+w, (2ng + 1o +3)] (3:3)

Primero se menciona nuevamente que W, estara directamente relacionados con las
constantes de acoplamiento para valores particulares de W; (ntl, ltl) con pares
especificos de numeros cuanticos n. , I, . Luego del analisis de la Ec. (2.43), Ec. (2.74)

2(u+1)Wi,

2
y W, definido por Yo _ , tenemos que;

WQ _ 4(u+ul)W1
2
w§ = _4(uu+1)[ Wl("tl'ltl)]
Wo =20 |2 (%57 Walne, 1) (3.4)

Luego de la Ec. (2.30) y Ec. (3.3), se tomara las mismas consideraciones de las

soluciones aproximadas para el movimiento nuclear relativo de enfoque NBO vy

asumiendo que podemos W3(tD (n,, l;,) esta directamente relacionado con la Ec. (2.70),

vamos a obtener la energia del estado basal o fundamental (de orden cero) E, definida

por;

Ey = 2 Wl(nty lt1) N, + lt1 Wl(ntl’ ltl nt3 + lt3
m

1 2M (m+M
2M

Y Wi (n,, ltl)l 2ng + 1o +3)

Eo = =Wy (ne,, It,) (ntl +1, + \f Wl(ntl,ltl ne, + Lo, + )

w2 (5 Walne 1) (Zno +lg+3)

A [(nt1 +l +2)+ f (ne, +1e, +3) + = (B2 (2ng + 1o +

) @9

Donde la Ec. (2.47) es la energia de orden cero para el complejo Bi-excitonico para

diferentes valores e la razén de ¢ = %
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Sin embargo se debe tener en cuenta que E, representa la energia para H, de la Ec.
(2.33) es decir que la energia para H, debe ser sumada con fin de obtener un valor
corregido de energia total de orden cero.

En la figura 3-1 y 3-2 se presenta la dependencia de la energia de orden cero para

el complejo X, = eehh versus la razon de masa efectiva o = %

Una consecuencia directa en este resultado debe ser la correspondencia que deben
tener las curvas mostradas con los resultados obtenidos en (Model for a Biexciton in a
Lateral Quantum Dot Based on Exact Solutions for the Hookean Subscript[H, 2]
Molecule , 2011) a través del enfoque del NBO de la molécula de H,. Ademas, es
importante sefialar que para la construccion de las curvas, no se toma en cuenta la
correccion a la energia total, es decir se toma las mismas consideraciones anteriormente
mencionadas.

Por lo tanto, en el presente trabajo la energia de orden cero, dado por la Ec. (3.5),
puede ser expresado mediante dos graficas (véase, Fig. 3-1 y 3-2), sin embargo aqui no
se presenta valores de interpolacién de la energia.

Para el primer caso definiremos un valor fijo de m y para el segundo un valor fijo
de M, este resultado puede ser explicado como una relacion directa entre la variacion de

la masa; tanto de los electrones como de los huecos, definidos por la razén de masas

o= % como en (Model for a Biexciton in a Lateral Quantum Dot Based on Exact

Solutions for the Hookean Subscript[H, 2] Molecule , 2011), sin embargo para este
enfoque no se toma en cuenta la interpolacién de su energia, por lo tanto estos
resultados solo mostraran la tendencia del comportamiento de nuestro sistema en
correspondencia con los trabajos anteriores, tomando las mismas consideraciones,
también es importante sefialar que los resultados, a través del método de Jacobi si
proporcionan una informacion valedera y relacionada con los resultados mostrado en
(Non-Born-Oppenheimer treatment of the H2 Hookean molecule, 2005) y (Model for a
Biexciton in a Lateral Quantum Dot Based on Exact Solutions for the Hookean
Subscript[H, 2] Molecule , 2011) expresando su validez y su posible uso para trabajos
posteriores.

Ademas, se vera que algunos aspectos mostrados aqui han variado con respecto al
enfoque mostrado en (Model for a Biexciton in a Lateral Quantum Dot Based on Exact

Solutions for the Hookean Subscript[H, 2] Molecule , 2011), es decir al comparar los

-46-



valores de W, de la Ec. (3.4) con el valor de W, en la Ec. (50) en modelo para un Bi-
exciton en QDs laterales no existe igualdad, sin embargo esto no conduce a un cambio
significativamente grande en el valor de su energia, pero se debe aclarar que esto podria
representar una condicion importante a tenerse en cuenta para el momento de dar uso y
aplicacion al enfoque presentado en este trabajo.

Asi mismo la existencia de un término, en el Gltimo factor de la Ec. (3.5) que

. . . . 1 m+M 3
define la energia de orden cero del sistema, donde la cifra — (T) (ZnQ + 1o+ 5)

. 1 . . . .
tiene un valor de NGl el mismo que es una constante, siendo esto una discrepancia con

respecto al enfoque en el modelo para un Bi-exciton en QDs laterales, tal resultado
proporciona una correspondencia diferente de la energia en comparacion a los
resultados dados por la Ec. (51) en (Model for a Biexciton in a Lateral Quantum Dot
Based on Exact Solutions for the Hookean Subscript[H, 2] Molecule , 2011), existiendo
una consecuencia directa con el tipo de método tomado para el andlisis presentado, esto
es visto al momento de realizar la formulacion matemaético tedrica en las secciones
anteriores.

La energia para diferentes valores de m calculos en un intervalo de 0.5, sera
presentados en los parrafos siguientes, sin embargo se puede obtener resultados para

intervalos mas pequefios.
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a Energia de orden cero para distintos valores de M

30+
25+

20+

Eo

15}

10+

02 04 06 08 10
Fig. 3-1 Energia de estado fundament M nplejo bi-excitonico para M=1, donde los

valores {{0.9987, 6.094}, {0.0856, 36.97}, {0.3985, 9.782}} estan en funcion del valor

de my su energia en tres puntos diferentes de la curva.

Los resultados de la energia para diferentes valores de M y m, son presentados en la
tabla 3-1, los célculos realizados en Wolfram Mathematica consideran diecisiete cifras
significativas, con el objetivo de obtener una alta sensibilidad.

14/
Energia de orden cero para distintos valores de m
12+
10+
S
8,
00 02 04 06 08 10

m

Fig. 3-2 Energia de estado fundamental del complejo bi-excitonico para m=1, donde los
valores {{0.05816, 13.87}, {1.001, 5.998}, {0.3973, 7.365}} estan en funcién del

valor de M y su energia en tres puntos diferentes de la curva.
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Tabla 3-1. Valores de M, m y las energias del estado fundamental en unidades de Hartree.

M m 1M m/1 Energiacon M | Energia con m
0,05 0,05 20,0000 0,0500 14,56876 61,42226
0,10 0,10 10,0000 0,1000 11,26123 31,58677
0,15 0,15 6,6667 0,1500 9,80982 21,71838
0,20 0,20 5,0000 0,2000 8,95218 16,83272
0,25 0,25 4,0000 0,2500 8,37171 13,93585
0,30 0,30 3,3333 0,3000 7,94655 12,03092
0,35 0,35 2,8571 0,3500 7,61856 10,69122
0,40 0,40 2,5000 0,4000 7,35602 9,70367
0,45 0,45 2,2222 0,4500 7,14001 8,95010
0,50 0,50 2,0000 0,5000 6,95844 8,35970
0,55 0,55 1,8182 0,5500 6,80318 7,88749
0,60 0,60 1,6667 0,6000 6,66854 7,50354
0,65 0,65 1,5385 0,6500 6,55042 7,18717
0,70 0,70 1,4286 0,7000 6,44576 6,92364
0,75 0,75 1,3333 0,7500 6,35224 6,70216
0,80 0,80 1,2500 0,8000 6,26804 6,51467
0,85 0,85 1,1765 0,8500 6,19176 6,35500
0,90 0,90 1,1111 0,9000 6,12224 6,21838
0,95 0,95 1,0526 0,9500 6,05858 6,10105
1,00 1,00 1,0000 1,0000 6,00000 6,00000

Aqui se vera que para valores fijos de m tendremos una curva en la figura 3-1,

donde a menores valores de M, mayor sera la energia debido a la interaccion de los

huecos con los electrones, sin embargo cuando M es el valor fijo figura 3-2 los valores

de la energia decrecen rapidamente, en consecuencia la figura 3-2 expresa de mejor

manera la energia de orden cero del complejo Xeehh.

En efecto debemos explicar, que debido a que los huecos son una porcion de todo

la estructura que forma el NC y son los electrones que se moveran de forma arbitraria,

por lo tanto teéricamente es mas razonable pensar que la interaccion de los electrones

con los huecos en el QD se asemeja a la interaccion vista en el atomo, es decir que es

més notable en condiciones de experimentacion describiendo asi un comportamiento

cercano a las estructuras estudiadas en condiciones ideales.
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En el figura 3-3 se muestra las energias de orden cero, donde podemos observar
que las dos curvas representan las energias calculados mediante el enfoque presentado
aqui, para distintos valores de M y m, en consecuencia la curva con menor energia
representa la energia de orden cero mas estable, ademas el valor maximo y minimo de

las curvas esta determinado por el tamafio del QD debido al confinamiento cuantico.

En el figura 3-4 se presenta el calculo de las energias de la tabla 3-1, considerando
los limites para el cual la energia se hace cero, esto se entiende como el punto de
inflexion donde la interaccion del sistema desaparece debido a la distancia.

Energia de orden cero (Eo)

80,00000

70,00000 \\

60,00000 \
50,00000 \
S 40,00000 )
\ Eo (M)
30,00000

20,00000 \\

10,00000 \

0,05
0,10
0,15
0,20
0,25
0,30
0,35
0,40
0,45
0,50
0,55
0,60
0,65
0,70
0,75
0,80
0,85
0,90
0,95

Fig. 3-3 Energia de orden-cero para valores de M y m, calculados utilizando la matriz de

trasformacion.
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Grafico de Eo en el limite de interaccion

80,00000

70,00000 \
60,00000 \
50,00000 \

2 40,00000 \ Eo (m)
30,00000 \ ——Eo (M)
10,00000 /\\

N O NnOowowmwowouwnmouwmowmwo wnwo wmo
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&GS oo e iovele I &5 S e g e SN
Fig. 3-4 Energia de orden-cero donde las masas M y m llegan al limite cayendo

repentinamente a cero, fendmeno determinado por la distancia de interaccion.

Tabla 3-2. Comparacion de la energia Eo en unidades de Hartree, mediante los dos
tratamientos teoricos.

Razoén de Energia con M Energiaconm Energia con M Energia conm

masa. 2011 2011 2015 2015
0,05 16,58207 61,87245 14,56876 61,42226
0,10 12,71835 32,04755 11,26123 31,58677
0,15 11,02630 22,18952 9,80982 21,71838
0,20 10,02834 17,31399 8,95218 16,83272
0,25 9,35410 14,42705 8,37171 13,93585
0,30 8,86111 12,53185 7,94655 12,03092
0,35 8,48140 11,20168 7,61856 10,69122
0,40 8,17795 10,22351 7,35602 9,70367
0,45 7,92865 9,47914 7,14001 8,95010
0,50 7,71940 8,89778 6,95844 8,35970
0,55 7,54072 8,43446 6,80318 7,88749
0,60 7,38598 8,05926 6,66854 7,50354
0,65 7,25040 7,75151 6,55042 7,18717
0,70 7,13042 7,49647 6,44576 6,92364
0,75 7,02334 7,28335 6,35224 6,70216
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0,80 6,92705 7,10410 6,26804 6,51467
0,85 6,83991 6,95256 6,19176 6,35500
0,90 6,76059 6,82397 6,12224 6,21838
0,95 6,68802 6,71455 6,05858 6,10105
1,00 6,62132 6,62132 6,00000 6,00000
Comparacion de las energias Eo
70,00000
60,00000
50,00000
40,00000
8
30,00000
20,00000
10,00000
- e Sltliee e B S iSRRI 1l SR
GRS 1O OF (OF OOEACL || O OO ~O|ID e GV IS S el o
—Eo (M) del 2011 ——Eo (m) del 2011 —— Eo (M) del 2015 —— Eo (m) del 2015

Fig. 3-5 Las energias Eo donde podemos visualizar la correspondencia entre sus curvas.
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Como se puede visualizar en la figura 3-5 las curvas son muy consistentes entre si,
por lo tanto los valores para la energia de orden cero calculados en (Model for a
Biexciton in a Lateral Quantum Dot Based on Exact Solutions for the Hookean
Subscript[H, 2] Molecule , 2011) son muy similares con los curvas que representan la
energia de orden cero calculados mediante la aplicacion del método de Jacobi a través
de una matriz simétrica en el presente trabajo, en conclusion la aplicacion de ambos

modelos predicen de forma correcta el comportamiento del complejo Xeehh.

3.2. LAENERGIA DE ENLACE

Para obtener una expresion grafica de la energia de enlace tomaremos lo
establecido en (Model for a Biexciton in a Lateral Quantum Dot Based on Exact
Solutions for the Hookean Subscript[H, 2] Molecule , 2011) que establece los
siguientes procesos de disociacion, por lo tanto tenemos que:

B(Xeehh) = B(Xeehh - X + X) = 2E(X) — E(Xeehh) (3.6)

Donde E(X) es la energia del complejo excitonico simple establecida en el modelo
para un bi-exciton en QDs lateral (Model for a Biexciton in a Lateral Quantum Dot
Based on Exact Solutions for the Hookean Subscript[H, 2] Molecule , 2011).

Por lo tanto tenemos que;
500 = 20 )| [(22) (2 + 1o +)

Donde 7i y I son los nimeros cuénticos del oscilador harménico considerado para

3.7)

una molécula por lo tanto no estan relacionados con los nimeros cuanticos atomicos sin
embargo como en (Exact non-Born-Oppenheimer wave functions for three-particle
Hookean sistems with arbitrary masses, 2006) podemos aplicar las mismas
consideraciones para el calculo de la energia para el sistema dado por la Ec. (3.7).

Valores de la energia para el sistema E(X) para valores distintos de M con 7, = 0
y TQ = 0, son presentados en la tabla 3-3, de la misma manera para valores distintos de

m con las mismas consideraciones hechas para M, donde M se consideraba fijo.

Tabla 3-3. Energia de enlace (B) en unidades de Hatree.

2E(X)-E(X2)
M m E(XX2) M |E(X2) m |E (X) M|E(X) m |M 2E(X)-E(X2) m
- -| 0,00000| 0,00000| 0.00000| 0.00000 0.00000 0.00000
0,05| 0,05|14,56876 | 61,42226| 9,72111 | 28,98275 4,87346 -3,45676
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0,10| 0,10|11,26123|31,58677| 7,03562 |14,83240 2,81002 -1,92198
0,15/ 0,15] 9,80982|21,71838| 5,87367|10,11050 1,93752 -1,49738
0,20 0,20| 8,95218]|16,83272| 5,19615| 7,74597 1,44013 -1,34078
0,25| 0,25| 8,37171|13,93585| 4,74342| 6,32456 1,11512 -1,28674
0,30| 0,30| 7,94655|12,03092| 4,41588| 5,37484 0,88521 -1,28125
0,35 0,35| 7,61856|10,69122| 4,16619| 4,69476 0,71382 -1,30169
0,40 0,40| 7,35602| 9,70367| 3,96863| 4,18330 0,58123 -1,33707
0,45| 0,45| 7,14001| 8,95010| 3,80789| 3,78431 0,47576 -1,38149
0,50 0,50| 6,95844| 8,35970| 3,67423| 3,46410 0,39003 -1,43150
0,55| 0,55| 6,80318| 7,88749| 3,56115| 3,20124 0,31913 -1,48501
0,60 0,60| 6,66854| 7,50354| 3,46410| 2,98142 0,25966 -1,54069
0,65| 0,65| 6,55042| 7,18717| 3,37980| 2,79475 0,20919 -1,59766
0,70 0,70| 6,44576| 6,92364| 3,30584| 2,63416 0,16592 -1,65532
0,75 0,75| 6,35224| 6,70216| 3,24037| 2,49444 0,12850 -1,71328
0,80| 0,80| 6,26804| 6,51467| 3,18198| 2,37171 0,09592 -1,77125
0,85| 0,85| 6,19176| 6,35500| 3,12956| 2,26299 0,06735 -1,82902
0,90| 0,90| 6,12224| 6,21838| 3,08221| 2,16595 0,04217 -1,88647
0,95| 0,95| 6,05858| 6,10105| 3,03922| 2,07878 0,01986 -1,94348
1,00| 1,00 6,00000| 6,00000| 3,00000| 2,00000 0,00000 -2,00000
Energia de Enlace (B)
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Fig. 3-6 Tendencia de la energia de enlace paramy M.
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Como se esperaba la Tabla 3-3, muestra que cuando m varia tenemos como
resultados energias de enlace mas bajas, por lo tanto el sistema serd mas estable para

estas condiciones.

Tabla 3-4". Energia de enlace en unidades de Hartree para M y m comparativas con
resultados dados en el modelo para un Bi-exciton en QDs Laterales.

E |E
E(X2) |E(X2) |E(X2) |[E(X2) [(X) |(X) [B(M) |B(m) [B(M) B (m)

M |m |M2011 |m2011 |[M 2015 |m2015 |M |m |2015 [2015 |2011 |2011
0,0 14,5687 | 61,4222 (9,721 | 28,9 | 4,8734 | 3,4567 | 2,8601 | 3,9069

0,05 5 16,58 61,87 6 6 11| 8275 6 6 5 5
0,1 11,2612 | 31,5867 |7,035| 14,8 | 2,8100| 1,9219| 1,3528 | 2,3827

0,10 0 12,72 32,05 3 7 62| 3240 2 8 9 6
0,1 21,7183|5,873| 10,1 1,9375| 1,4973| 0,7210 | 1,9685

0,15 5 11,03 22,19 | 9,80982 8 67| 1050 2 8 4 2
0,2 16,8327 (5,196 | 7,74 | 1,4401| 1,3407| 0,3639| 1,8220

0,20 0 10,03 17,31 | 8,95218 2 15| 597 3 8 7 5
0,2 13,9358 | 4,743 | 6,32| 1,1151| 1,2867| 0,1327| 1,7779

0,25 5 9,35 14,43 | 8,37171 5 42| 456 2 4 3 4
0,3 12,0309 | 4,415| 5,37| 0,8852| 1,2812| 0,0293| 1,7821

0,30 0 8,86 12,53 | 7,94655 2 88| 484 1 5 5 7
0,3 10,6912 | 4,166 | 4,69| 0,7138]| 1,3016| 0,1490| 1,8121

0,35 5 8,48 11,20 | 7,61856 2 19| 476 2 9 2 5
0,4 3,968 | 4,18 | 0,5812| 1,3370| 0,2407 | 1,8569

0,40 0 8,18 10,22 | 7,35602 | 9,70367 63| 330 3 7 0 1
0,4 3,807 | 3,78 0,4757| 1,3814| 0,3128 | 1,9105

0,45 5 7,93 9,48 | 7,14001| 8,95010 89| 431 6 9 8 2
0,5 3,674 | 3,46 0,3900 | 1,4315| 0,3709 | 1,9695

0,50 0 7,72 8,90 | 6,95844 | 8,35970 23| 410 3 0 3 7
0,5 3,561| 3,20 0,3191| 1,4850| 0,4184 | 2,0319

0,55 5 7,54 8,43 | 6,80318 | 7,88749 15| 124 3 1 1 8
0,6 3,464 | 2,98 | 0,2596 | 1,5406 | 0,4577 | 2,0964

0,60 0 7,39 8,06 | 6,66854 | 7,50354 10| 142 6 9 8 1
0,6 3,379 2,79| 0,2091 | 1,5976 | 0,4907 | 2,1620

0,65 5 7,25 7,75| 6,55042 | 7,18717 80| 475 9 6 9 0
3,305| 2,63| 0,1659 - - -

0,70| 0,7 7,13 7,50 | 6,44576| 6,92364 84| 416 2| 1,6553| 0,5187 | 2,2281

11
(Model for a Biexciton in a Lateral Quantum Dot Based on Exact Solutions for the Hookean Subscript[H, 2] Molecule ,
2011)
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0 2 5 5

0,7 3,240 2,49 0,1285]| 1,7132| 0,5426 | 2,2944
0,75 5 7,02 7,28 | 6,35224| 6,70216 37| 444 0 8 0 8

0,8 3,181 2,37| 0,0959| 1,7712| 0,5630 | 2,3606
0,80 0 6,93 7,10 | 6,26804 | 6,51467 98| 171 2 5 9 9

0,8 3,129| 2,26 | 0,0673 | 1,8290 | 0,5808 | 2,4265
0,85 5 6,84 6,95 | 6,19176| 6,35500 56| 299 5 2 0 9

0,9 3,082| 2,16 0,0421 | 1,8864 | 0,5961 | 2,4920
0,90 0 6,76 6,82 | 6,12224| 6,21838 21| 595 7 7 7 6

0,9 3,039| 2,07| 0,0198| 1,9434 | 0,6095 | 2,5569
0,95 5 6,69 6,71 | 6,05858| 6,10105 22| 878 6 8 8 9

1,0 3,000| 2,00| 0,0000| 2,0000| 0,6213 | 2,6213
1,00 0 6,62 6,62 | 6,00000| 6,00000 00| 000 0 0 2 2

Comparacion de Energia de Enlace (B)
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5,00000

4,00000 \\

3,00000 \

2,00000 \

1,00000
=2]

0,00000

LN o N o n o LN o N o N o Ln o LN o LN o N
o o d N A o o, S S 0 i O TS TERTerE=—eg=—Oy=—a)
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-2,00000 ////7 —_—
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-4,00000

-5,00000

——B(M)2015 ——B (m)2015 B(M)2011 =B (m) 2011

Fig. 3-7 Muestras las cuervas de la energia de enlace para m y M calculados utilizando el

tratamiento de 2011 y mediante el método presentado en este trabajo.
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Como muestra la figura 3-7, la linea azul gruesa representa la energia de enlace
para m calculado mediante el enfoque (Model for a Biexciton in a Lateral Quantum Dot
Based on Exact Solutions for the Hookean Subscript[H, 2] Molecule , 2011) y la linea
roja utiliza el método de Jacobi. De la misma forma la linea tomate gruesa representa la
energia de enlace para M calculados mediante (Model for a Biexciton in a Lateral
Quantum Dot Based on Exact Solutions for the Hookean Subscript[H, 2] Molecule ,
2011) y linea azul fina es la energia de enlace mediante el método de Jacobi presentado
en este trabajo.

De forma tedrica sabemos que el sistema que mantenga una menor energia de enlace
debido a las interacciones entre las particulas que lo conforma serd mas estable, por lo
tanto mediante el uso de la matriz de trasformacion a través del método de Jacobi no se
logra obtener un sistema mas o igualmente estable, presentado en (Model for a
Biexciton in a Lateral Quantum Dot Based on Exact Solutions for the Hookean
Subscript[H, 2] Molecule , 2011), sin embargo esto no significa que no se puede utilizar
este enfoque para el desarrollo de problemas similares, pero se debe aclarar que su

correccion de primer orden debe ser mayor o se debe considerarse para futuros trabajos.
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CAPITULO 4

4. CONCLUSIONES Y RECOMENDACIONES

4.1. CONCLUSIONES

Se ha efectuado el célculo de la energia del estado fundamental haciendo uso de las
soluciones analiticas NBO del modelo Hookeano para QDs acoplados lateralmente
obtenidas mediante la formulacion analitico-matematica de la matriz simétrica de
transformacion demostrando que este enfoque proporciona un modelo valido en
concordancia a trabajos anteriores.

Se han analizado las curvas de las energias de orden cero (Eo) y de enlace (B),
donde se demostrd que el comportamiento del sistema es concordante con los
calculos obtenidos en el enfoque (Model for a Biexciton in a Lateral Quantum Dot
Based on Exact Solutions for the Hookean Subscript[H, 2] Molecule , 2011), sin

., . . ;. 1
embargo también se debe aclarar que hay una discrepancia minima constante de 5

con los resultados obtenidos en el presente trabajo, por lo tanto se debe considerar
en las posibles correcciones a los valores de las energias para futuros trabajos.

Se ha evidenciado que el sistema descrito en (Model for a Biexciton in a Lateral
Quantum Dot Based on Exact Solutions for the Hookean Subscript[H, 2] Molecule ,
2011) posee propiedades mas estables en base a su energia de primer orden (estado
fundamental) y de la energia de enlace, sin embargo esto no determina que el
enfoque presentado para el modelo del bi-exciton en este trabajo sea desperdiciado
y/o desaprovechado, pero si se debe considerar estas discrepancias al ser utilizado,
es decir que cuando se considera la B para M el valor 0.8800694319 sera la
diferencia de altura entre las curvas y el valor 0.5400700159 representa la diferencia

de altura para m para los dos métodos considerados.

Tabla 4-1 Valores aproximados de discrepancia.

Medidas |B (M)2015 |B(M)2011 |B(m)2015 |B (m) 2011

Promedio | 0,8265006932 | -0,0535687387 | -1,6829404877 | -2,2230105036

Diferencia 0,8800694319 0,5400700159
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4.2. RECOMENDACIONES

1) Utilizar los resultados obtenidos mostrados en el figura 3-1 y figura 3-2 para
establecer los valores de m y M para los cuales el sistema se acerca lo mejor posible
al fenomeno real a través de estudios de modelacion computacional y/o
experimental, los cuales no son tratados en el presente trabajo.

2) Se recomienda resolver la correccion de la energia de orden cero solucionando el
acoplamiento de la interaccion V,, y de H, definidas por la Ec. (2.35) para una
mejor aproximacion de los resultados.

3) Analizar estructuras artificiales sintetizadas en los laboratorios de la Escuela
Superior Politécnica de Chimborazo con el fin de ampliar la compresion y
aplicacion para mejorar la formacion integral de profesionales en nuevos campos de

investigacion cientifica en la institucion.
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ANEXOS

Anexo A

Cambio de variable a través de la Matriz de Jacobi para la energia cinética realizado en
Wolfram Mathematica 10.0

File Edit Inset Formst Cell Graphics Evalustion Palettes Window Help

Cambio de Yarible

JacobianMatriz[s List, g List] := Outer[D, x, ¢]

changevariables[relation Lise,
Pvaluate [Tacchiandatedx [explicd

. List, old_List] := Module[{explicit = Through[
obianMatrix|rel:

w @l o1d]}, clear[Derivative];
new]] /. Thread [new + explicic]]]

, 01411 » Simpli fy [ Tnverae[:

w2 tl ml tl " md £3 m3 t3
v

MatrixFarm Chnngevarin'h‘]e:[[ 2, Vi3, ved,
wlend el w3+ mi m3emd

f t.\'l}, [e1, €2, €3, £4), (g1, 2. g3, q-ﬂ] 1.

{eafal, g2, g3, qd] + v, t2[al, 42, g3, qd] = t2, t3[ql, 2, 3, ad] + L3, vd(gl, g2, g3, qd] + 4}

(1 =10 0,
ttaeon
00 1 -1
oot ¢

Drelircon de Motacion

<< Nutation®

4 [ oﬂ'f-[xs;_y 2o T e T cdve[nx_, 0, 0, 0][£_1[x_, y_, =_, w_] ]

’ [ ”’“"F-[';;-V T=r Pol e Derivative[n, ny_, 0, 01[F_1[x_, y_, =_, w_] ]
o] T it e e
Notats [ o= LJ‘;;_‘::_‘ 20 %) o Derivats [0, 0,0, ow_][£_][x_, y_, z_, w_] ]
Nul.aLiun[ —::;[_'5;,_‘:;] = Derivative[nx_, ny_][f_1[x_, v_] ]

Anexo B.

Calculos para los diferentes valores de My m

Ingart Format Coll Gesphics Fusbustion  Salstter  Windew  Help

o= 2 (3) 3 (3)+ 5 V5] 3):

o) = Table [EOM[M], {M, 0, 1, 0.05}]

oueal- {Indeterminate(0.], 14.5688(0.058), 11.2612(0.1], 9.80982[0.15], 8.85218(0.2],
8.37171[0.25], 7.94655[0.3], 7.6185&[0.35], 7.35602[0.4], 7.14001[0.45],
6.95844([0.5], 6.80318(0.55), 6.66854[0.6], 6.55042([0.65], 6.44576(0.7], x
6.35224[0.75], 6.26804[0.8], 6.19176[0.85], 6.12224[0.9], 6.05858([0.95], 6.[1.]}

e mone 2 (3) T (3) 37 V(55) ()

n¢7) = Table [EOm([m], {m, 0, 1, 0.05}]

Ot

{ComplexInfinity(0.], 61.4223[0.05], 31.5868(0.1], 21.7184(0.15],

16.8327[0.2], 13.9359[0.25], 12.0309[0.3], 10.6912[0.35], 9.703&7[0.4],
8.9501(0.45], 8.3597(0.5), 7.88749(0.55], 7.50354(0.6], 7.18717[0.65], 6.92364(0.7],
6.70216[0.75]), 6.51467[0.8], 6.355[0.85], 6.21836([0.9], 6.10105[0.95], 6.[1.]}

150% &
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Anexo C

Potencial oscilador armoénico cuantico

Este potencial permite estudiar los fendmenos mecanico-cuanticos de forma mas
realista, ademas se puede utilizar para describir casi cualquier sistema en cual una
entidad ejecute vibraciones pequefias alrededor de su punto de equilibro estable.

Con una funcién potencial parabdlica en el minimo se define como (Eisberg, y otros,
1977):

V(x) = gxz (C.1)

Donde C es una constante, ademas desde el punto de vista clasico una particula que se

mueve bajo su influencia experimenta una fuerza restauradora lineal.

F(x) = % = —Cx (C.2)

Estas afirmaciones predicen que una particula baja la influencia de una fuerza
restauradora lineal ejercida por un potencial y desplazada una cantidad x, de la
posicion de equilibrio oscilara en un movimiento armonico simple alrededor de la
posicion de equilibrio con una frecuencia

v == < (C.3)

2m\m
Donde m es su masa, donde la E energia total puede tener cualquier valor ya que x, €s
arbitraria.
Desde el punto de vista cuantico las cosas cambian, donde el postulado de Planck
predice que la (E) energia puede tomar solamente un conjunto discreto de valores ya
que la particula es ligada por el potencial a una region de extension finita.
Segun Planck sabemos que la energia puede tomar solamente valores definidos por:
E, = nhv paran = 1,2,3,... (C.4)
Como sabemos los eigenvalores para un potencial armonico simple estan dados por:
E, = % paran = 1,2,3,... (C.5)
Donde v es la frecuencia del oscilador clasico. Como una consecuencia la energia total
minima posible para una particula ligada al potencial es E, = h% que es la energia del

punto cero para el potencial y cuya existencia es requerida por el principio de

incertidumbre.
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Del analisis anterior podemos obtener las correspondientes eigenfunciones para el

oscilador armonico simple.

u2

0 Yo =Ape 2z
u2
1 P = Ajue z
u2
2 1,02 = Az(l - 2“,2)6_T
u2
3 Y3 = A;(Bu — 2ud)e 2
uZ
4 Y, =A,(3—12u? + 4ut)e 2
u2
5 Ps = Ag(15u — 20u + 4ud)e™ 2

Las primeras eigenfunciones ib,, que corresponden a los primeros eigenvalores se
muestran en el siguiente gréafico:

Estas eigenfunciones estan expresadas en términos de la variable adimensional u donde

1
(Cm)=

uzl T lx. (C.6)

hz
El oscilador armonico cuantico es el analogo mecanico cuantico del oscilador arménico
clasico. Es uno de los sistemas modelo mas importante en mecanica cuantica, ya que
cualquier potencial se puede aproximar por un potencial armonico en las proximidades
del punto de equilibrio estable
Ademas, es uno de los sistemas mecanico cuantico que admite una solucién analitica
sencilla.
Hamiltoniano, energia y autofunciones

En el problema del oscilador arménico unidimensional, una particula de masa m esta
. . san 1
sometida a un potencial cuadratico V(x) = Ekxz.

En Mecénica Clésica k = mw$ se denomina constante de fuerza o constante elastica, y
depende de la masa m de la particula y de la frecuencia angular w,.
El Hamiltoniano cuantico de la particula es:

—~ 132

H=—+ %mw%xz (C.7)

.y n n . d .
Donde x es el operador posiciony p es el operador momento p = 1h&. El primer

término representa la energia cinética de la particula, mientras que el segundo
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representa su energia potencial. Con el fin de obtener los estados estacionarios (es decir,
las autofuncionesy los autovalores del Hamiltoniano o valores de los niveles
de energia permitidos), tenemos que resolver la ecuacion de Schrodinger independiente
del tiempo
H1y)y=E ) (C.8)

Se puede resolver la ecuacion diferencial en larepresentacion de
coordenadas utilizando el método de desarrollar la solucién en serie de potencias. Se
obtiene asi que la familia de soluciones es

= [y CEILE) ey

2Vu! \ h

Parav =0,1,2,3,...

Donde v representa el nimero cuéntico vibracional. Las ocho primeras soluciones

(v = 1a7) se muestran en la figura de la derecha. Las funciones H,, son los polinomios

de Hermite:

an 2

dx™

—-X

H,(x) = (-D)re*” ¢ (C.10)

Los niveles de energia son:

E,=ho(+3)  (C11)
Parav =0,1,2,...
Este espectro de energia destaca por tres razones. La primera es que las energias estan
"cuantizadas" y solamente pueden tomar valores discretos, en fracciones semienteras
1/2, 312, 5/2,... de hw.
Este resultado es caracteristico de los sistemas mecano-cuanticos. En la siguiente
seccidn sobre los operadores escalera haremos un detallado anélisis de este fendmeno.

La segunda es que la energia méas baja no coincide con el minimo del potencial (cero en
. . p . . h . " .
este caso). Asi, la energia mas baja posible es 7‘” y se denomina "energia del estado

fundamental” o energia del punto cero. La Ultima razén es que los niveles de energia
estan equiespaciados, al contrario que en el modelo de Bohr la particula en una caja.

Conviene destacar que la densidad de probabilidad del estado fundamental se concentra
en el origen. Es decir, la particula pasa mas tiempo en el minimo del potencial, como
seria de esperar en un estado de poca energia. A medida que la energia aumenta, la
densidad de probabilidad se concentra en los "puntos de retorno clasicos", donde la
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energia de los estados coincide con la energia potencial. Este resultado es consistente
con el del oscilador armoénico clasico, para el cual la particula pasa méas tiempo (y por
tanto es donde es mas probable encontrarla) en los puntos de retorno. Se satisface asi
el principio de correspondencia.

Aplicacién: moléculas diatomicas

Para estudiar el movimiento de vibracion de los ndcleos se puede utilizar, en una
primera aproximacion, el modelo del oscilador arménico. Si consideramos pequefias
vibraciones en torno al punto de equilibrio, podemos desarrollar el potencial electronico
en serie de potencias. Asi, en el caso de pequefias oscilaciones el término que domina es

el cuadratico, es decir, un potencial de tipo armodnico. Por tanto, en moléculas

c s . . . ., , 1 k
diatémicas, la frecuencia fundamental de vibracion vendra dada por: v = z\/; que se

relaciona con la frecuencia angular mediante w = 2 y depende de la masa

reducida u de la molécula diatémica.

Anexo D

Teoria de perturbaciones para sistemas de muchos cuerpos.

La teoria de perturbaciones es otra aproximacion que permite el calculo de la energia de
correlacion electronica, ademas de ser consistente con el tamafio. EI Hamiltoniano se
divide en 2 partes: el de orden cero H, correspondiente al sistema no perturbado de
soluciones exactas Yy la perturbacién, donde la energia exacta se expresa como una suma
de contribuciones de complejidad creciente (Rayleigh-Schrodinger Perturbation
Theory, 1934).

Las expresiones de estas contribuciones contienen los autovalores de H, y elementos de
matriz asociados a perturbaciones entre estos, los términos que involucran productos de
k, estos elementos se agrupan y constituyen la energia de perturbacion de orden k. Si el
H, se ha escogido adecuadamente, la perturbacion sera pequefia y la expansion (suma

de términos de primer, segundo... orden) convergera rapidamente.
Para el problema de autovalores:

H1 @)= (Hy+H) | &) =& | &) (D.1)
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Donde las funciones y valores propios de H, son conocidas;
Ao 1w =E@ 1wy ol 1iy=E" 1) (D.2)

Si la perturbacion es suficientemente pequefia es de esperar que | @;) y &; sean
cercanas a | i) y E; Queremos un procedimiento que permita mejorar sistematicamente
las funciones y valores propios de H,, de modo que se acerquen cada vez mas a las

funciones y valores propios de H.
Para ello introducimos el parametro k segun: H = H, + AH,

Y expandimos las funciones y valores propios en series de Taylor:

Loy = 1iy+ 21 ¥y + 22 1wPy 4+ 2319 (D3

€ =EQ + 2P + PEP + BEP+..  (D4)
Donde E® = 22 o 12 energia de orden k,y | #®) = 22 fnci6n de ond
onde E;" = ——, es laenergia de orden k,y | ;") = -—~——— funcién de onda

de orden k correspondiente al estado i.

Las funciones de onda del sistema no perturbado estan normalizadas:
@O ey =(iri=1 (D.5)

Y establecemos la condicion de normalizacion intermedia: (i | @;) = 1 que es vélida

siempre y cuando | &;) he | i) no sean ortogonales.

Anexo E

Wolfram Mathematica 10.0
Paquete informéatico de caracter matematico cientifico con plataformas de
programacion, simulacion, formulacion matematica, calculo y analisis de datos. (Véase

Anexo Ay Anexo B).

En los ultimos afios este paquete de computacional gana espacio como herramienta
matematica de calculos para el andlisis y formulacion de fendmenos mecéanico

cuanticos, asi por ejemplo, ha sido utilizado en Ecuador de nivel de universidades en el
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estudio de sistemas cuanticos de tres cuerpos y cuatro cuerpos y muchos otros. (Non-
Born-Oppenheimer electronic and nuclear densities for a Hooke-Cologero three-particle

model: Non-uniqueness of density-derived molecular structure., 2012). Por lo tanto,

consiste en software con premisos y patentes adquiridos por la ESPOCH.

3 100

|| File Edit Ingert Format Cell Graphics Evaluation Palettes Window Help
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ClearAll["Global %"]

mo =mé =m;

mg = mrM;

V={{1, -1, 0, 0}, {m1/ (ml+m2), m2/ (ml+m2), -1, 0},
{ml/ (ml+m2+m3), m2/ (ml+m2+m3), m3/ (ml+m2+m3), -1},
{ml/ (ml+m2+m3+md), m2/ (ml+m2+m3+md), m3/ (ml+m2+m3+md),
md / (ml +m2 +m3 +md) }};

MatrixForm[V]
Vi = Simplify[Inverse[V]];
MatrixForm[Vi]
1 -1 0 0
1 1 -1 0
2 2
m o m M -1
2m-M 2m-M 2m-M
m m M M

\ 2me2M  2me2M 2me2M 2me2M /
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