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RESUMEN

El Grupo de Investigacion de Energias Alternativas y Ambiente (GEAA) de la Escuela Superior
Politécnica de Chimborazo (ESPOCH), actualmente trabaja en el agrupamiento de datos
meteoroldgicos a fin de comprender los patrones climéticos de la regiéon Andina del Ecuador.
En este contexto, dentro de la ESPOCH, no se encuentra documentacién accesible y en detalle
acerca de un método de agrupacion especifico para este propdsito. Por tanto, este estudio tuvo
como objetivo realizar una investigacién documental de cardcter tedrico-préictico, en el cual se
describa el método de agrupacion Mean Shift, sus fundamentos tedricos y su implementacion en
datos espaciales de temperatura en la regién Sierra del Ecuador. Con esta finalidad, se utilizé un
disefio metodolégico de tipo cualitativo y cuantitativo con alcance descriptivo. En consecuencia, se
obtuvo un documento bibliografico el cual esta constituido por 3 capitulos, en el primer capitulo
se describié herramientas del Andlisis Funcional y Teoria de Probabilidad como la técnica de
Windows Parzen y el estimador de la funcién de densidad, en el segundo capitulo se estableci6
la estimacion de la funcién de densidad multivariante y la localizacién de maximos a través del
gradiente de densidad, y los criterios de convergencia mediante teoremas. Por dltimo, en el tercer
capitulo se implement6 el método Mean shift a la variable temperatura minima del modelo de
Circulacion atmosférica CNRM en un periodo 2020-2050 mediante la biblioteca Sklearn en Python.
Los clusteres obtenidos reflejan una dependencia directa con la eleccién del ancho de banda. Se
recomienda continuar con la teoria matemética de la eleccién del bandwidth 6ptimo, siendo este un

campo que se encuentra en investigaciones activas.

Palabras clave: <MEAN SHIFT>, <AGRUPAMIENTO>, <DATOS TEMPERATURA

MINIMA>, <FUNCIONES NUCLEO>, <NO PARAMETRICO>
0616-DBRA-UPT-2024
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ABSTRACT

The Alternative Energies and Environment Research Group (GEAA) belonging to Escuela Superior
Politécnica de Chimborazo (ESPOCH) is currently working on the clustering of meteorological
data in order to understand the weather patterns of the Andean region of Ecuador. In this context,
within ESPOCH, there is no accessible and detailed documentation on a specific clustering
method for this purpose. Therefore, the aim of this study was to carry out a theoretical-practical
documentary research, in which the Mean Shift clustering method, its theoretical foundations and
its implementation in spatial temperature data in the Sierra region of Ecuador are described. Thus, a
qualitative and quantitative methodological design with descriptive scope was used. Consequently,
a bibliographic document containing 3 chapters was obtained, the first chapter described tools
of Functional Analysis and Probability Theory such as the Windows Parzen technique and the
density function estimator, the second chapter established the estimation of the multivariate
density function and the localization of maxima through the gradient of a density function, and the
convergence criteria by means of theorems. Finally, in the third chapter, the Mean shift method
was implemented to the minimum temperature variable of the CNRM Atmospheric Circulation
model during the 2020-2050 period, using the Sklearn library in Python. The obtained clusters
reflect a direct dependence with the bandwidth. It is recommended to carry on with the research on
mathematical theory of the optimal bandwidth choice, since it is a being a field which is under

active research.

Keywords: <MEAN SHIFT>, <CLUSTERING>, <MINIMUM TEMPERATURE DATA>,
<KERNEL FUNCTIONS>, <NON-PARAMETRIC>.

Lic. Paul Rolando Armas Pesdntez. Mgs
060328987-7
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INTRODUCCION

El clustering es el proceso no supervisado de agrupar una cantidad de observaciones de un mismo
conjunto de datos con caracteristicas similares. Se han disefiado y probado distintas técnicas de
agrupamiento para una variedad de aplicaciones en distintas disciplinas cientificas como: Biologia,
Medicina, Visién por computadora, Meteorologia, entre otras. La técnica mas reconocida es el
K-means que efectia agrupamientos con el objetivo de dividir un conjunto de datos en k grupos.
Igualmente, existen otros tipos de agrupamiento como por ejemplo el método Mean Shift el cual
tiene como base la localizaciéon de mdximos de una funcién de densidad de probabilidad dado un
conjunto de datos muestreados de esa funcidn, generando asi conjuntos de grupos que contienen
una densidad alta, separados de otros grupos con densidad menor, (Fukunaga y Hostetler,1995, pags.
32-40).

Esta técnica es un proceso recursivo que identifica grupos que tienen mayor frecuencia de una
funcién de densidad mediante optimizacién de la misma, estimando la funcién de densidad a
través de una funcidn kernel (Cheng,1995, pags. 790-799); (Fashing y Tomasi,2005, pags. 471-47). E1 Mean
Shift posee fundamentos matématicos como el kernel y la técnica Parzen Window, que involucran
su optimizacién y no hace suposiciones sobre la forma de las agrupaciones ni sobre un nimero
definido de ellos.

El Grupo de Investigacién de Energias Alternativas y Ambiente (GEAA) se dedica actualmente a
analizar patrones climdticos mediante técnicas de agrupamiento de datos como K-means, Affinity
Propagation, Gaussian Mixture y Agrupamiento por Conglomerados en la region principalmente en
la provinica de Chimborazo. Sin embargo, los resultados de estos métodos no se interpretan con
facilidad debido a la variacién topogréfica de la region.

En este contexto, se abordé la agrupacién de datos espaciales de temperatura correspondientes a la
regién Andina del Ecuador para la comprensién de los patrones climdticos y variaciones térmicas
en la region, permitiendo una identificacién mds precisa de las zonas con caracteristicas climaticas
de las zonas mds similares

Este documento propone un trabajo de investigacion con el objetivo de profundizar en los
fundamentos tedricos del método Mean Shift y su implementacién en datos meteorolégicos como la
temperatura. El resultado es una monografia que sirve como recurso comprensible para estudiantes
de la carrera de matematicas interesados en profundizar sus conocimientos en la rama de la

matematica aplicada, proporcionando una base sélida de informacidn sobre este tema especifico.

Este proyecto de investigacién consta de cinco capitulos. En el primer capitulo, se exploran



tanto el planteamiento como la justificacién del problema, acompaiiados de los objetivos de
la investigacion. El segundo capitulo se dedica al marco tedrico, proporcionando al lector los
conocimientos esenciales para comprender el método Mean Shift. El tercer capitulo ofrece detalles
sobre la investigacidn llevada a cabo y la metodologia aplicada durante el desarrollo del trabajo. En
el cuarto capitulo, se expone el resultado obtenido. Finalmente, las conclusiones y recomendaciones

se presentan en el capitulo cinco como apartado final de la investigacién.



CAPITULO I

1. PROBLEMA DE INVESTIGACION

1.1. Planteamiento del problema

El Grupo de Investigacién de Energias Alternativas y Ambiente (GEAA) de la Escuela Superior
Politécnica de Chimborazo (ESPOCH) trabaja actualmente en el agrupamiento de datos para la
comprension de los patrones climaticos en la provincia de Chimborazo, Ecuador. Para esto se han
utilizado distintos métodos de agrupamiento como el método K-means, Affinity propagation,
Gaussian Mixture y el Agrupamiento por Conglomerados (Agglomerative clustering). Los
resultados obtenidos con estos métodos no facilitan una adecuada interpretacién de los datos,
debido a que no consideran la variacién topografica de la provincia de Chimborazo, afectando asi a
la distribucién espacial de los datos; ademads, las limitaciones de los algoritmos ya empleados para
un conjunto masivo de datos.

Por lo dicho anteriormente, se considera el método Mean-Shift, porque resulta ser mas eficaz para
datos espaciales ya que se basa en una estimacién de densidad por medio de una funcién kernel.
Sumado a esto, se evidencia la carencia de informacion detallada y accesible acerca del método
Mean Shift dentro de la carrera de Matematica en la ESPOCH. Por lo tanto, abordar este problema
de falta de documentacidn se vuelve esencial para aprovechar todo el potencial que el método Mean

Shift podria ofrecer en diversas areas de investigacién y aplicaciones tecnolégicas.

1.2. Objetivos

1.2.1. Objetivo general

Realizar una investigacion documental de cardcter tedrico-préctico sobre los fundamentos tedricos
del método de agrupamiento Mean-Shift, mediante una revisiéon del material bibliografico
especializado, el cual, ademds serd implementado en Phyton para hacer una simulacién con el

conjunto de datos de temperatura.

1.2.2. Objetivos especificos

e Determinar los fundamentos tedricos que sustentan el método de agrupamiento Mean Shift.

e Establecer relacion sistémica entre los elementos matemadticos y la teoria del método Mean Shift



para una descripcion detallada.

e Implementar en el lenguaje de programacién Python el método Mean Shift para datos espaciales

de temperatura en la region Sierra del Ecuador.

e Redactar una monografia acerca de los fundamentos tedricos del método Mean Shift para los
estudiantes de la carrera de matematica, segiin la metodologia de la Organizacién del Bachillerato

Internacional.

1.3. Justificacion

Se plantea la necesidad de realizar una investigacién tedrica-practica del método de agrupamiento
Mean shift debido a la importancia del anélisis de datos espaciales en diversas disciplinas como la
geografia, la planificacién urbana, la meteorologia, la ingenieria, etc. En el campo meteorolégico,
este método permite la identificacion de patrones de comportamiento y la frecuencia de aparicion
de condiciones climédticas. En este escrito se estudiard las bases y fundamentos tedricos del método,
enfatizando su utilidad en aplicaciones reales que facilitardn la implementacién y la seleccion del
pardmetro 6ptimo en el lenguaje de programacién Python. Por tanto, este trabajo de titulacion
podré servir como un documento referencial para los estudiantes de matematica, investigadores,
y docentes, que estén interesados y se inicien en este tema. También permitird a que se adopten
nuevas investigaciones en torno a la mejora y optimizacién del método, lo que puede contribuir al
desarrollo de la teoria de agrupamiento y andlisis espacial, potenciando asi, la formacién académica

de los estudiantes interesados en la matematica aplicada.



CAPITULO 11

2. MARCO TEORICO

En esta seccién, se presentan los fundamentos matematicos y conceptuales detrds del étodo de

agrupamiento Mean Shift y su funcionamiento como parte del andlisis cluster

2.1. Analisis cluster

El Analisis Cluster es un término con el que se conoce al agrupamiento que se realiza a un conjunto
de datos a través de métodos de aprendizaje no supervisado con la idea de reorganizarlas en grupos
a los que se denomina clusters. El prop6sito es organizar las observaciones identificando similitudes
entre los datos y agruparlos en funcién de su proximidad compartiendo caracteristicas entre si. (Everitt
etal,2011, pags. 1-13) Existen distintos métodos de agrupamiento como K-means, Affinity Propagation,
Gaussian Mixture y Agrupamiento por conglomerados entre los més reconocidos, siendo K-means
el mds utilziado. De igual igual forma existe otro método que no hace suposiciones ni sobre la

forma de las agrupaciones ni un nimero definido de ellos conocido como el Mean Shift.

2.2. Mean Shift

El método Mean Shift es una técnica empleada en el procesamiento de imagenes y andlisis de datos
espaciales que se utiliza en el agrupamiento de conjuntos de datos. Fue introducido originalmente
por Fukunaga y Hostetler en 1975, y posteriormente popularizado por Comaniciu y Meer en 2002.
A su vez, su funcionamiento se basa en la localizacion de modas de una funcién de distribucién de
probabilidad mediante funciones kernel, ademas, los fundamentos tedricos sobre los que reposa
el método Mean Shift se basa en la idea de la técnica no paramétrica conocida como Windows

Parzen (Duda y Hart,2001, pags. 161-172).

2.2.1. Windows Parzen

Es una técnica que se utiliza para estimar la densidad de probabilidad de una variable aleatoria

continua, expresada como:

14 1 ( X —xi>
X)=—-y — ,
fo) =~ ; AAGre
donde: V, es el volumen de la regidn, A, el pardmetro h 'y ¢ es una funcién de ventana. Teniendo

una nocion de estimador en cuanto a un kernel de densidad univariado



2.2.2. Estimador de densidad kernel univariado

El estimador de densidad kernel viene dado por:

flasn) = () Y K (227

i=1

aqui, K es una funcién que satisface / K (x)dx = 1, denominada kernel, y h es un nimero positivo

denominado como bandwidth or window width.
2.2.3. Funciones kernel (niicleo)

Una funcion kernel, en el caso unidimensional, es una funcion de variable real: K : R — R con las

siguientes propiedades.

e VxeR, K(x) €[0,00) e VxeR, [1 K(x)dx=1
e VxeR, K(x),x€[~1,1] e VxeR, [! xK(x)dx=0
e VxeR, K(x) =K(—x) e VxeR, [! ¥K(x)dx e R"

2.2.3.1. Tipos de kernel

Kernel Rectangular o Uniforme

Kernel Triangular

K(x)=1—|x|, xe[-1,1].

Kernel de Epanechnikov

m@:%u—fx rel-1,1].

Kernel Normal o Gaussiano



e Kernel Biweight o Cudrtico

K(x) = %(l—xz)z, xe[-1,1].

e Kernel Arco coseno

K(x) = gcos (gx> ,  xe[-1,1].

dentro de los distintos tipos de kernel, se destacando el uso del kernel Gaussiano con la finalidad
de una normalizacién constante de la funcién kernel para que se integre a uno. El perfil de nicleo

. 1,2
Gaussiano es de la forma: e~ 2% ©. (Comaniciu y Meer,2002, pigs. 603-619)



CAPITULO 111

3. MARCO METODOLOGICO

3.1. Descripcion de enfoque, alcance, diseiio, tipo, métodos, técnica e instrumentos de

investigacion.

En el desarrollo de este trabajo se empled una metodologia enmarcada en un enfoque mixto,
integrando aspectos cualitativos y cuantitativos para ofrecer una descripcion adecuada del método
Mean Shift. Tratando con un estudio tedrico profundo del tema, asi como préictico, mediante su
implementacion en Python para los resultados correspondientes a la problemética planteada.

Por un lado, aludiendo el enfoque cualitativo, el trabajo involucré una revisién selectiva y
pertinente de fuentes primarias y secundarias relacionados al método Mean Shift. A su vez,
se di6 la descripcion tedrica de los fundamentos y estructura del método, lo que nos orient6 a
una metodologia con disefio documental y alcance descriptivo, enmarcados en una monografia
desarrollada mediante el editor de texto IXIEX. Por otro lado, su aspecto cuantitativo vino dado
por la implementacién, comprension y el andlisis de los resultados del comportamiento de la
temperatura minima en la regién Andina del Ecuador. Teniendo en cuenta la no manipulacién de
los datos, se otorgd un disefio no experimental con alcance explicativo, dada la comprensién de las
caracterfsticas principales que explican el comportamiento de los patrones climéticos, a través del

agrupamiento o clustering.

Las actividades siguientes fueron parte del desarrollo:

1. Seleccién de las fuentes documentales pertinentes y de mayor interés relacionados con el tema.
2. Revisién de la bibliografia acerca del tema en estudio, para su entendimiento y comprension.
3. Andlisis descriptivo relacionado con el método Mean-Shift.

4. Implementacion del método Mean Shift para la comprension de los patrones climéticos utilizando

el lenguaje de programacion Phyton.
5. Andlisis detallado de los resultados para identificar patrones climéticos significativos.

6. Consolidacion del documento de titulacién y de la monografia dirigida a los estudiantes de la

Carrera de Matematica.



CAPITULO IV

4. MARCO DE ANALISIS E INTERPRETACION DE RESULTADOS

4.1. Resultado

Este trabajo de investigacion se centra en un enfoque cualitativo/cuantitavo que utiliza un disefio
documental descriptivo no experimental. Su resultado es una monografia titulada “Descripcién del
método Mean Shift para andlisis de datos espaciales ". El objetivo principal de este documento es
proporcionar a los lectores una comprensién més clara de la teoria matematica respecto al método
en estudio, asi como de su implementacion en Python con datos de temperatura minima de la regién
Sierra del Ecuador, para una mejor comprension del tema.

La monografia en mencién estd conformada por tres capitulos en los que se aborda tanto la

descripcién como la implementacion del método. A continuacidn, se detalla cada uno de ellos:

e Capitulo I: fundamentos tedricos
En este capitulo se encuentran las herramientas esenciales para comprender el camino que toma

el método Mean Shift para su funcionamiento.

e Capitulo II: Mean shift
La teoria que sustenta al método se sitia en este capitulo, se explora en detalle los conceptos y
principios matematicos que respaldan este algoritmo de clustering como el calculo de densidad y
la busqueda de las modas, y la relacién que existe con la identificacidn de los grupos en los datos.

Ademds, se abordan las expresiones fundamentales que conducen la convergencia del algoritmo.

e Capitulo ITI: Implementacion y resultados
En este capitulo, se aborda la fase de implementacion del método Mean Shift en Python y
se analiza los resultados obtenidos. Aqui se observa cémo este algoritmo de agrupamiento se

comporta en un clustering con datos meteorolégicos.

De igual forma, se presentan los resultados en cuanto a la implementacién realizada en dos instancias
En esta seccidn, se presenta la implementacién del método, abarcando tanto el manejo de los datos

empleados como el software utilizado.



4.2. Resultado de la Implementacion Region Andina del Ecuador

4.2.1. Base de datos

Se utilizé una base de datos de los modelos de Circulacién atmosférica CNRM Centre National de
Recherches Meteoroldgicas (CNRM) y Cerfacs de la sexta fase del Proyecto de Intercomparacién de
Modelos Acoplados 6 (CMIP6) para la region Sierra del Ecuador. Los datos fueron proporcionados
por el Grupo de Investigacion de Energias Alternativas y Ambiente GEAA, para un periodo

2020-2050, con una resolucion de 25km x25km.

Leyenda
adif_Layer_Clip1
Value

- High : 0.323762

Low :-24138

Iustracion 4.1: Proyeccién climatica CNRM para la
regién Andina del Ecuador en el periodo 2020-2050.
Fuente: Grupo de Investigacion GEAA, 2024.

4.2.2. Implementacion del método

La implementacion del método Mean shift se realizé para el caso unidimensional de la variable
temperatura minima mediante el lenguaje de programacién Python (https://github.com/
geaaespoch).

Se importé la biblioteca sklearn, una herramienta que facilita el andlisis de datos,
desarrollo e implementacion de algoritmos Machine Learning. En este caso se trabajé con
sklearn.cluster.MeanShift, donde el pardmetro de mayor relevancia es el ancho de banda

(bandwidth), especificada a continuacién.
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4.2.2.1. Eleccion del ancho de banda (bandwidth)

El ancho de banda posee un rol que influye en la estimacién de la funciéon de densidad de
probabilidad determinando la forma en que los datos se acoplan a una estimacién de la distribucién
real desconocida, se utiliz6 tres técnicas como Regla de Silverman, Validacion cruzada y Distancia

entre pares. Obteniendo los resultados mostrados en la Tabla

Tabla 4-1: Valores del pardmetro bandwidth

Regla de silverman | Validacién cruzada | Distancia entre pares
0.34 0.73 1.83

Realizado por: Basantes, K., 2024.

Blsqueda de Ancho de Banda para MeanShift

1000 4

800

600 -

400 1

Numero de Clisteres

200 -

04 & ®

T T T
0.4 0.6 0.8 1.0 12 14 16 1.8 2.0
Ancho de Banda (Bandwidth)

Ilustracion 4.2: Relacion existente del valor del
bandwidth y el nimero de clusters.
Realizado por: Basantes, K., 2024.

Una vez establecidos los distintos valores de bandwidth, se procede a ver el desempefio de cada
uno de ellos en el algoritmo. Los resultados nos reflejan agrupaciones sumamente numerosas para

el ancho de banda de 0.34 y 0.73, mientras que para 1.83 se obtuvo 4 grupos. Ver Tabla 4-2:

Tabla 4-2: Grupos formados a partir del ancho de banda

Bandwidth utilizado Num. de clusters
Regla Silverman 1441

Validacién Cruzada 123
Distancia pares 4

Realizado por: Basantes, K., 2024.

Existe una relacion directa entre el valor de bandwidth y el nimero de cluster como se evidencia en

los resultados expuestos y en la Figura 4.2
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Método de MeanShift

Componente 2

Componente 1

Hustracion 4.3: Agrupacion resultante con un bandwidth de 1.38.
Realizado por: Basantes, K., 2024.

4.2.3. Anadilisis por clusters

Se realiz¢ la clasificacion de las agrupaciones, es decir, se cuantifico las etiquetas obtenidas en cada

cluster. En la Tabla 4-3: se observa de mayor a menor la ocurrencia de datos en cada agrupacion.

Tabla 4-3: Frecuencia de datos por cada cluster

Cluster Frecuencia
(©] 10277
1 400
=2 273
3 = B

Realizado por: Basantes, K., 2024.

Se grafic6 la estimacion de kernel de los datos por cada cluster para describir la distribucién por
cada componente.

En el cluster O las componentes presenta una curva simétrica con respecto a la media y una
desviacion estdndar baja. En el componente 1 se refleja una mayor dispersiéon de los datos con

respecto a los componentes 2 y 3 como se observa en la Figura 4.4.
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[ componente 2
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0.2

01

0.0

Hustracion 4.4: Distribucion del clustering 0.
Realizado por: Basantes, K., 2024.

En el cluster 1 se presentd una asimetria en los componentes 1 y 2 alejados de la media como se
visualiza en la Figura 4.5. El componente 3 refleja una curva cercana a la media pero no simétrica.
En el cluster 2, los valores estan dispersos en los 3 componentes siendo el componente 1 el que
presenta una mayor dispersion respecto a los componentes 2 y 3, estas componentes se encuentran

alejadas de la media y experimentan mayor desviacion estdndar, como se observa en la Figura 4.6.

0.40 .
!l Componente 1
00 Componente 2

0.35 =8 componente 3

0.30

0.10
0.05 ~'7
0.00

Ilustracion 4.5: Distribucion cluster 1.
Realizado por: Basantes, K., 2024.

En el cluster 3, ninguno de los componentes se encuentra en la media. El componente 3 presenta
valores de desviacién estdndar negativo mientras que las componentes 1 y 2 presentan valores

positivos como lo muestra la Figura 4.7
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Tlustracion 4.6: Distribucion cluster 2.
Realizado por: Basantes, K., 2024.

" Componente 1
&
(¥ — Componente 2
W= componente 3

08 —

0.6

Density

0.4

02

0.0

Tlustracion 4.7: Distribucion cluster 3.
Realizado por: Basantes, K., 2024.

Esto significa que en los préximos 50 ands, (2020-2050), el modelo de cambio climdtico CRNM
esta reproduciendo una realidad en la regién andina del Ecuador, en la que el 93.81 % de los datos
de temperatura minima no experimenta variacion, se encuentran con valores cercanos a la media y
una desviacion estdndar minima. Los eventos extremos y anomalias se presentan en bajo porcentaje

y esta caracterizados en los cluster 1,2 y 3.
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4.2.4. Resultados de la implementacion en una estacion meteorologica

Se realizé una nueva implementacién con la misma metodologia para una estacion meteorolégica en
la Provincia de Chimborazo, especificamente, de la Estacién Meteorolégica ALAO de la parroquia
Pungala en el cantén Riobamba con coordenadas -1.868806 y 78.54166432318941 en longitud e

latitud respectivamente, y a una altura de 3064 metros sobre el nivel del mar.

4.2.5. Implementacion del método

Se calcul6 el ancho de banda (bandwidth) con la Regla de Silverman, la validacién cruzada y la
distancia entre pares, como se ve en la tabla 4-4: . Se escogi6 la distancia entre pares como el mejor

pardmetro debido a que estima un niimero de clusteres coherentes.

Tabla 4-4: Valores del parametro bandwidth

Regla de silverman | Vlidacicn cruzada | Distancia enre pares
061 071 1§

Realizado por: Basantes, K., 2024.

En la figura 4.8, se observa los datos correspondientes a los afios 2015 y 2016 con las etiquetas
ALAO15 y ALAOI16 respectivamente. Estos datos se suavizan a través de una estimacion de
densidad por medio de un kernel normal, la influencia del parametro ancho de banda de las tres
técnicas se visualizan en la suavidad de la curva. El valor de 1.82 presenta un mejor suavizado de

los datos en comparacién con la validacién cruzada y la regla de silverman.

Ancho de banda: 0.6095501396926041

ALAO15
0.21 I ALAOLG

Ancho de banda: 1.8189631131730395

ALAO15
0.15 4 [ ALAO16

Ancho de banda: 0.7142857142857143

ALAO15
0.2+ m ALAOLE

Tlustracion 4.8: Estimaciéon mediante un kernel normal.
Realizado por: Basantes, K., 2024.

La relacion entre el ancho de banda y los nimeros de cluster se presentan en la Figura 4.9,
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evidenciado la relacién inversamente proporcional entre el nimero de cldsteres y el valor del

bandwidth.

Relacién del Ancho de banda con el nimero de clisteres

100 A

80 4

60 +

Numero de Clasteres

40 +

204

T T T
0.4 0.6 0.8 1.0 1.2 1.4
Ancho de Banda (Bandwidth)

Ilustracion 4.9: Relacion Bandwidth-Cluster.
Realizado por: Basantes, K., 2024.

El método Mean Shift busca iterativamente mover cada punto hacia una regién de mayor
densidad, es decir, hacia la moda mds cercana en el conjunto de datos. El proceso que
realiza el algoritmo de scikitlearn (https://scikit—-learn.org/stable/modules/
generated/sklearn.cluster.MeanShift.html) se trata de una implementacioén de

una version simplificada y eficiente del algoritmo Mean Shift.

Tabla 4-5: Grupos formados a partir del ancho de banda

Bandwidth utilizado Num. de clusters
Regla Silverman 54

Validaciéon Cruzada 42
Distancia pares 5

Realizado por: Basantes, K., 2024.

Mediante las tres técnicas del pardmetro de bandwidth se estableci6 el nimeros de clusteres como se
observa en la Tabla 4.9. Los resultados marcan agrupaciones muy altas con la regla de silverman y
la validacién cruzada, con valores de 54 y 42 agrupaciones respectivamente. El método de distancia
entre pares (badnwidthestimate) establecié un nimero coherente e interpretable de 5 agrupaciones

utilizando todos los datos y el quantil de 0.15. Este resultado se visualiza en la Figura 4.10.
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Método Mean Shift Estacién ALAO
¢ Centros de cluster

o

Cluster 2

o ° ®
] ° L ® CIus»
4 [ 3PS ®

Cluster 3.

Temperatura 2016 (°C)

Cluster 4

0 2 3 6
Temperatura 2015 (°C)

Ilustracién 4.10: Temperatura minima.
Realizado por: Basantes, K., 2024.

4.2.6. Anadilisis por cluster

Se cuantifico las etiquetas obtenidas en cada cluster. En la tabla 4-6: se observa la ocurrencia de

datos en cada agrupacion.

Tabla 4-6: Frecuencia en datos de cada cluster

Cluster Frecuencia
[&) 265
1 52
=2 29
3 7
<1 1=

Realizado por: Basantes, K., 2024.

Tabla 4-7: Andlisis por cada cluster

Cluster 0 1 2 3 4
Afos | 2015 2016 | 2015 2016 | 2015 2016 | 2015 2016 | 2015 2016
Promedio | 7.67  7.62 | 589 441 | 261 686 | 455 180 | 817 135
Desviacion | 1.34 154 | 118 1.07 | 141 1.48 139 032 | 058 165
Minimo | 377  3.62 | 251 260 | 087 449 | 296 142 | 697 -157
Miximo | 10.04 1091 | 803 655 | 435 1015 | 642 229 | 898 3.20

Realizado por: Basantes, K., 2024.

En la Tabla ?? se observa en detalle los valores estadisticos por cada cluster en los afios 2015 y
2016. Se dispuso de esta forma para la interpretacion y anélisis de la temperatura minima en la
regién. El andlisis se lo realizé debido a su importancia como un factor de causa y riesgo en una
variedad de sectores, desde la salud publica hasta la agricultura y la gestién de recursos naturales.
Ademas del efecto en la distribucién espacio temporal de la precipitacion.

En el cluster 0 las temperaturas para ALAO 2015 y 2016 son similares con una diferencia de 0.05 C
en la media anual, este cluster es el de mayor ocurrencia con 72 % que corresponde a 264 dias. Para

los dos afios de estudio en el mes de marzo no experimento cambios en el valor de la temperatura,
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mientras que el patrén en los meses de agosto, septiembre y noviembre solo ocurrieron de 12 a 15

dias, como se visualiza en la Figura 4.11

Serie Temporal de ALAO15 y ALAO16

114 — ALAO15
— ALAOL6

10 1

Y WM’

T T T T T T T
2015-01 2015-03 2015-05 2015-07 2015-09 2015-11 201601
Tiempo

Temperatura (*C)

Tlustracién 4.11: Serie temporal cluster 0.
Realizado por: Basantes, K., 2024.

En el cluster 1 las temperaturas promedio anual para cada afio varian en dos unidades, este cluster
presenta un 15 % de ocurrencia diaria que corresponde a 53 dias. En los meses de agosto, septiembre
y noviembre este patrén se presenté de 7 y 8 dias, mientras que en el mes de abril se presenta un
solo dia. Existen regiones pequeias donde los datos de temperatura son similares como se observa

en la Figura 4.12 en los meses de febrero, mayo, octubre y noviembre.

Serie Temporal de ALAO15 y ALAO16

— ALAO15
| — aALao1s

Temperatura (°C)

T T T T T T T
2015-01 2015-03 2015-05 2015-07 2015-09 2015-11 2016-01
Tiempo

Iustracion 4.12: Serie temporal cluster 1.
Realizado por: Basantes, K., 2024.

En el cluster 2, la frecuencia de ocurrencia es de 8 % que corresponde a 30 dias. Se present6 una
diferencia de 4C en la temperatura media anual, es decir, el afio 2015 experimenté temperaturas de

-0.87C hasta 4.35C, mientras que en el afio 2016 experiment6 superiores de 3.85 a 10.15C. Los

18



meses de febrero, marzo y abril poseen un solo dia de ocurrencia.

Serie Temporal de ALAO15 y ALAO16

104 — ALAO1S
—— ALAO16

Temperatura (°C)
£ (=] L]

T T T T T T T T T T
2015-03 2015-04 2015-05 2015-06 2015-07 2015-08 2015-09 2015-10 2015-11 2015-12
Tiempo

Iustracién 4.13: Serie temporal cluster 2.
Realizado por: Basantes, K., 2024.

Serie Temporal de ALAO15 y ALAO16

— ALAO15
— ALAOQ16

Temperatura (°C)
w £ w (=]
) " ) L

T T T T T T
2015-09-01 2015-09-15 2015-10-01 2015-10-15 2015-11-01 2015-11-15
Tiempo

Tlustracion 4.14: Serie temporal cluster 3.
Realizado por: Basantes, K., 2024.

En el cluster 3, con frecuencia de ocurrencia del 1.92 % que corresponde a 7 dias. En el afio 2015
existié una variacién de temperatura con picos de 6.00 a 2.93C, mientras que el afio 2015 se
mantuvo una tendencia constante desde 2.29 hasta 1.41C como se observa en la Figura 4.14

Finalmente, se observa que en el cluster 4 con ocurrencia del 3.01 % que corresponde a 11 diés,
existe una variacion significativa entre el afio 2015 y 2016, la temperatura para el primer afio entre

6.96 y 8.52C mientras que en el segundo presentd temperaturas de -1.56 a 3.20C, como se indica

en la Figura 4.15
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Ilustracion 4.15: Serie temporal cluster 4.
Realizado por: Basantes, K., 2024.
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CAPITULO V

5. CONCLUSIONES Y RECOMENDACIONES

5.1. Conclusiones

Con la finalizacién del proceso investigativo, se presentan las siguientes conclusiones basadas en

los objetivos planteados al inicio de este trabajo de investigacion.

Al realizar una revision bibliografica del tema en estudio se logr6 obtener evidencia sélida y
pertinente sobre la estructura y funcionamiento del Mean Shift, identificando el uso de la Teorfa
de la Probabilidad y el Andlisis Numérico permitiendo mejorar la comprension de este método

para su respectiva descripcion en detalle.

La inmersion en la teoria existente, permitié adquirir una visién mds profunda y precisa de los
fundamentos tedricos que estructuran el método Mean Shift. Estableciendo que los kernel son
importantes para el funcionamiento del método siendo las funciénes que estiman la densidad de

la distribucion de los datos, facilitando asi, el entendimiento hacia la aplicacién del mismo.

La implementacién del método Mean Shift mediante el lenguaje de programacién Python,
permitio una comprension inicial de los patrones climdticos en la regién Sierra del Ecuador.

Ademds de establecer una base para futuras investigaciones dentro del grupo de investigacion.

La monografia sobre los fundamentos teéricos del método Mean Shift se planteé como una
herramienta educativa que no solo consolida el entendimiento del método, sino que también

fomenta la implementacién practica de los conceptos aprendidos.

5.2. Recomendaciones

Luego de la exposicion de los resultados de este trabajo de investigacion, se presentan las siguientes

recomendaciones con el fin de proporcionar una orientacién a los problemas encontrados.

e Se destaca la importancia de poner a disposicién este documento para docentes y estudiantes con
la finalidad de que tanto estudiantes como investigadores tengan acceso al material, facilitando la

exploracion y la expansion de conocimientos en el tema.

e Basiandonos en este trabajo, se pueden explorar nuevas investigaciones enfocadas en mejorar y

optimizar el método Mean Shift.
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ANEXOS

ANEXO A: MONOGRAFIA “DESCRIPCION DEL METODO MEAN SHIFT PARA ANALISIS
DE DATOS ESPACIALES”
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Introduccion

El clustering es un término con el cual se conoce al agrupamiento que se realiza
a un conjunto de datos a través de métodos de aprendizaje no supervisado con
la idea de reorganizarlas en grupos a los que se denomina clusters, identificando
similitudes entre los datos y agruparlos en funcién de su proximidad compartiendo
caracteristicas entre si. La existencia de varios métodos para este propdsito permite
una facilidad al momento de realizar dicha tarea en un conjunto de datos. Métodos
como: K-means, Agglomerative clustering, jerdrquicos, entre otros son los més
utilizados en distintas &reas.

Otro por destacar y en desarrollo es el método Mean Shift, presentado
inicialmente en la década de 1970 por Fukunaga y Hostetler, hasta su posterior
perfeccionamiento y creciente adopcién en las tltimas décadas, mostrandose como
un método eficaz para la segmentacién y agrupacién de datos. Su aplicacion es
especialmente relevante en el &mbito de la visién por computadora, y en poca
medida, también para el uso de clustering. Resultando caracterisito su manejo de
datos en n—dimensiones y sobre todo la no anticipacién de un niamero de grupos
previos.

En el campo de la meteorologia , la agrupacién de datos espaciales, en casos
especificos como lo es la temperatura, son de utilidad para la comprensién del
comportamiento de los patrones climdticos en una zona determinada.

Este escrito presenta un camino hacia la comprension del procedimiento del
método Mean Shift, explorando sus fundamentos tedricos desde sus bases
matemadticas hasta su implementaciéon préctica enfatizando su utilidad en
aplicaciones reales como la meteorologia que facilitan la implementacién y la
seleccion del pardmetro 6ptimo del método.

La monografia consta de tres capitulos, en los que se abarca los tépicos y ejemplos

de manera anlitica. En el primer capitulo se describe herramientas del Andlisis
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Funcional y Teoria de Probabilidad como la técnica de Windows Parzen y el
estimador de la funcién de densidad. En el segundo capitulo se estable los
fundamentos en los que se basa el método como lo es la estimacién de la funcién
de densidad multivariante y la localizacién de méximos a través del gradiente
de densidad. Ademds de enunciar los criterios de convergencia mediante sus
teoremas y demostraciones. Por tltimo, en el tercer capitulo se implementa el
método Mean shift a la variable temperatura minima del modelo de Circulacién
atmosférica CNRM en un periodo 2020-2050 mediante la biblioteca Sklearn en
Python.
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Preliminares

1.1 Bases teoricas de Probabilidad

En esta seccion se abordardn temas preliminares para la comprensién de la
teoria del método Mean Shift. Se exponen tépicos en relaciéon con la Teoria de
Probabilidad y del Andlisis Funcional mediante definiciones y ejemplos afines y

por contradiccion para abordarlos de mejor forma.

1.1.1 Variables aleatorias

Definicién 1.1
Sea () un espacio muestral y F una o-édlgebra sobre (). Se denomina variable

aleatoria real sobre (Q), F) a toda funcién

X:0—=+R
w— X(w),

tal que para todo t € R, el conjunto X 1(] — o0, #]) = {w € Q|X(w) < t} €
f

Una variable aleatoria puede tomar valores contables o no, dado que es una
caracterizacion cuantitativa de los resultados de un espacio muestral su naturaleza

puede ser de dos tipos; discreta o continua.
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Definicion 1.2 Variable aleatoria discreta
Si el conjunto X () de los valores de X es un subconjunto numerable de R,

se puede escribir
X(Q) ={ti,to, - b, tys1, .- 1,

se dice que X es discreta.

Ejemplo. EL ejemplo cldsico de lanzar una moneda. Se posee un espacio de
posibilidades Q) = {0, 1}. Existen dos resultados: 0 (cara) y 1(cruz), o viceseversa

dependiendo el criterio usado.

La probabilidad asignada a los resultados en () determina las probabilidades
asociadas a los valores de la variable aleatoria X. La distribucién de probabilidad
de X estalece la forma en la que se distribuye la probabilidad de 1 entre los valores
del espacio Q).

Definicién 1.3
La distribucién de probabiliad o funcién masa de probabilidad de una

variable aleatoria discreta se define para cada ntimero x como

Ejemplo. Uno muy empleado en el caso continuo de distribucién de probabilidad
es la distribucién de Poisson.
Definicién 1.4
Se dice que una variable aleatoria X tiene una distribucién de Poission con
parametro A(A > 0) si la funcién masa de probabilidad de X es

e~ MY
x!

p(x) =

El valor de A es con frecuencia un valor por unidad o por unidad de 4rea. El

hecho de que
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es una consecuencia de la expansién de la serie infinita de Maclaurin de e*

Como se puede observar, en el caso de las variables aleatorias discretas se
hace uso de aspectos matematicos como las sumas y diferencias, mientras que
en el andlisis de una variable aleatoria continua se implica el uso del Calculo,

especificamente de integrales y derivadas.

Definicién 1.5 Variable aleatoria continua
Si el conjunto X () de los valores de X es un intervalo I = [«, B] entonces

Fy(e) = 0y Fy(B) = 1 donde F; es la funcién de reparticion de la variable

aleatoria, se dice que X es continua.

Ejemplo. En el estudio ecolégico de un lago, se mide la profundidad en lugares
determinados, luego la profundidad en ese lugar resulta ser X, y los extremos
del intervalo de () resultan ser sus valores maximos, es decir, a es la profundidad

minima en la regién muestreada y  es la profundidad maxima.

Tomando este ejemplo, si se discretiza la varibale X midiendo la profundidad,
de forma grafica, se ilustra un histograma de probabilidad. A medida que se mide
la variable X con mayor precisién los rectangulos resultantes son méas angostos,
siguiendo esta idea la secuencia de histogramas se aproxima a una curva. La
probabilidad de que la profundidad en un punto entre a y 8 es el drea bajo la curva

entre el intervalo.

1.1.2 Funcion de densidad

Definicién 1.6

Si existe una funcién f : (O — R tal que:

1. VxeR, f(x) >0,

2. Ljof(x)dle,y
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3. Pa< X <b)= /ﬂbf(x)dx.

para cualquier 4, b. Entonces f es la funcion de densidad de probabilidad de

la variable aleatoria continua X.

La funcién de densidad de probabilidad (pdf) por sus siglas en ingés, es una
funcién que describe la probabilidad que una variable aleatoria continua toma en

un valor determinado.

La nocién de funcién densidad proviene cuando se introducen las variables
aleatorias en un espacio de Probabilidad, si X es una variable aleatoria, entonces

X induce una medida de probabilidad en IR que se establece como su distribucion.

La distribucién de una variable aleatoria X suele describirse mediante su funcién
de distribucién acumulativa F(x) = P(X < x). Cuando la funcién de distribucién
tiene la forma:

Fo = [ fway,
se dice que X tiene una funcién de densidad f.

Ejemplo. Distribucién uniforme en (0,1)

f(x) =1 para cada x € (0,1) y 0 en otro caso. La funcién de distribucion viene

dado por:
(0 x <0,
Fix)=qx 0<x<1,
1 x>1

\
Definicién 1.7
Valor Esperado (Esperanza matemadica)

Si X > 0 es una variable aleatoria en ((}, F, P) la esperanza matematica se

define como E[X] = /XdP

Por lo general, [E[X] se denomina media y su notacién es u. Si E[X]? < o, la

varianza de X se define como var(X) = IE(X — u)?. Para calcular la varianza

6
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resulta util la siguiente expresion:

Ejemplo. Si X tiene una distirbucién de Bernoulli con pardmetro p, entonces

P(X=1)=p y P(X=0) =1- p.Claramente

EX]=p-1+(1-p)-0=p.

Dado que X? = X, se tiene E[X?] = E[X] = p

var(X) = B[X?] — (E[X])* = p—p* = p(1—p)

La esperanza matemadtica es una medida central que proporciona una idea del
valor promediado esperado de una variable aleatoria, mientras que la varianza
mide la disperién que existe entre esos valores alrededor de su esperanza. Estos
conceptos toman importancia al momento de realizar la estimacién de una funcién
de densidad de una variable aleatoria, habitualmente, en las estimaciones que

implican el uso de funciones kernel.

Una funcién de densidad describe la distribucién de probabilidad de una
variable aleatoria continua a través de 1.1.2. Si f(x) no es una distribucién que
se conoce, surge la importancia de poder estimar f(x) a partir de una muestra
de observaciones X1, X, ... X, que se suponen son resultados independientes
y tienen la distribucién de probabilidad igual (i.i.d). Para este propésito, las
estimaciones en base a las funciones kernel emplean un conjunto de datos continuos
cuya forma exacta de distribucién es desconocida, con la finalidad de estimar la

forma en la que los datos se distribuyen en un espacio.
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1.1.3 Funciones kernel

Definicién 1.8
Una funcién K : R — R que cumple con las siguientes propiedades:

a) V x € [-1,1] K(x) € [0,00), d) /1 K(x)dx = 1,
-1
b) Vx € [-1,1] K(x) =0, e) f_ll xK(x)dx =0,
c) K(x) = K(—x), f) [1, x2K(x)dx € RY,

se denomina funcién kernel

Ejemplo. Funcién kernel Gaussiana o también conocida como kernel de campana
es un ejemplo comun, utilizado en méquinas de vectores de soporte (SVM por sus

siglas en inglés). Se define como

x — x'||?
ko) = exp (12231,

donde x y x’ son puntos del espacio y ¢ es un pardmetro que determina el ancho

de campana.

Un contraejemplo, para este caso, puede ser cualquier funcién que no cumpla las

propiedades requeridas en 1.1.3

Ejemplo.
flry) =x* =y,

en este caso, no cumple la simetria, es decir, f(x,y) # f(y, x)

Retomando el ejemplo de la funciéon kernel Gaussiana, una parametrizacion
permite un ajuste de la funcién a los datos especificos, esto dado el pardmetro ¢ lo
cual controla el ancho de la campana, afectando directamente la suavidad de la

estimacion de la densidad de probabilidad.
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Parametrizacion de kernels

Sea h € R, el kernel parametrizado en & es

K;, = %K (%) x € [~h, .

Se mantiene las propiedades anteriores en un intervalo [/, 4], donde h es
el ancho de banda o bandwidth de K. Si h incrementa, i > 1, la amplitud de K
aumenta, caso contrario en el factor %, que reduce el rango de K para mantener el
area igual a 1. Por otro lado, si h se reduce, i < 1, y la amplitud de K se reduce,
caso contrario con el factor %, el cual incrementa el rango de K para mantener el

dreaigual a 1.

Traslacién de ejes
La funcion kernel se puede centrar en cualquier punto x; € R, i € {1,2,...,n}. El
kernel parametrizado en I y con centro en x; viene dado por:

Kh(x)le (x;xi)’ x € [x; —h,x; + hj.

h

La traslacién que se realiza mantiene las propiedades anteriores en el intervalo

[xi —h,x; +h]

Algunos de los kernels més utilizados y conocidos se describen a continuacion.

Tipos de kernels

o Kernel Rectangular o Uniforme
Alhablar del kernel rectangular o uniforme se referencia a un rectdngulo ubicado
que se coloca sobre cada punto. Si este interacttia con el kernel de otros puntos

se refleja un cambio notable en cuanto a su suma.

K(x) =05, xe[-1,1].

o Kernel Triangular

En este caso, se considera un tridngulo que se coloca sobre cada punto. Este

9
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al interactuar con los otros kernels resulta ser més liso que los rectdngulos y su

combinacidn tiene un efecto lineal.

Kx)=1—|x], xe[-1,1].

e Kernel de Epanechnikov
En este caso se trata de un segmento del perfil de un arco proveniente de una
pardbola que se coloca sobre cada punto.

K(x)=>(1-x%), xe[-1,1].

=~ W

e Kernel Normal o Gaussiano
En este caso se define como intervalo el conjunto R. Por esto se considera que

este kernel es uno de los més habituales a usar.

N

1«
K(x) = _27T67, x € R

e Kernel Biweight o Cudrtico
Este kernel asigna peso a los valores dentro de una cierta distancia del punto de

interés, y ese peso dsiminuye a medida que el valor se aleja del punto central.

15

K(x) = 16

(1-x2)?2, xe[-1,1].

e Kernel Arco coseno
Un kernel poco conocido debido a su sensibilidad a la normalizacién de los

datos y a la eleccién de pardmetros.

K(x) = %cos (gx> , xe[-L1].

10
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Available Kernels
gaussian tophat epanechnikov
exponential linear cosine
2h -h 0 h 2h 2h -h 0 h 2h 2h h 0 h 2h

Figura 1.1: Tipos de Kernel

Fuente: Pedregosa et al., 2011.

1.1.4 Funciones test

Funciones soporte compacto

Definicion 1.9
Dado u : (3 C— R. El conjunto

sopu={xeQ:u(x)#0},

se denomina conjunto soporte de u.

De la definicién se deduce de forma clara que el conjunto de sop u es un cerrado
contenido en Q). Ademés, si x ¢ sop u, entonces, u(x) = 0.
Al espacio de funciones infinitamente derivables en () y de soporte compacto

contenido en (), se le denomina espacio de funciones tests

La definicién dada se opta en casos donde f es continua, sin embargo, en casos
donde f solo es medible el soporte de la funcién puede ser vacio. Por ejemplo una

funcién definida en los racionales.

11
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Ejemplo. Considerando la funcién f : R — R:

1—|x| silx] <1
flx) =

0 si|x| >1

Esta funcién tiene soporte compacto en el intervalo [—1, 1]. Ahora, analizamos
los detalles: Para |x| < 1, la funcién toma el valor 1 — |x|. Esto forma una especie
de triangulo con vértices (1,0), (—1,0) y (0,1).

El soporte de la funcién es el conjunto de valores de x para los cuales la funcién
no es nula. En este caso, el soporte es [—1, 1], ya que la funcién es cero fuera de
este intervalo.

Para |x| > 1, la funcién se define como cero. Esto asegura que la funcién es nula

fuera del intervalo [—1, 1].

En el siguiente grafico se puede visualizar la funcién dibujando el tridngulo

mencionado anteriormente en el plano cartesiano.

f(x)

La funcién es 1 en el vértice superior del tridngulo y disminuye linealmente hasta
0 en los extremos del intervalo [—1,1]. En resumen, la funcién f(x) = 1 — |x| es
un ejemplo de una funcién con soporte compacto, ya que solo no es nula en un

conjunto cerrado [—1, 1] y es cero fuera de ese conjunto.

12
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1.2 Técnicas no parametricas

Al considerar una muestra de datos, existen diversos métodos para su andlisis y
procesamiento estadistico con el fin de transformar la muestra dada en informacién
significativa para usar en un estudio especifico. Para extraer las caracteristicas
esenciales de la muestra, se aplican dos técnicas conocidas que se dividen en dos
categorias: métodos paramétricos y no paramétricos.

Los métodos no pararhetricos se centran en el reconocimiento de patrones,
donde no se supone nada referente a la distribucién de los valores en el espacio
de caracteristicas. A diferencia de los métodos paramétricos, los enfoques no
paramétricos no requieren informacién previa, resultando en métodos ttiles y
aplicables en diversas situaciones con estas caracteristicas.

Estos métodos pueden ser empleados para la clasificacion de datos de una muestra
bajo un criterio de estimacién de distribucién. Es decir, dado un conjunto de valores
X1,X2,..., Xy en un espacio de carateristicas se infiere una funcién de densidad de
probabilidad estimada.

Para la estimacién no paramétrica, existen numerosas técnicas disponibles. Dos
de las mas destacadas en la literatura son: Ventana de Parzen o Windows Parzen
conocida en inglés y el método de los K-vecinos mds cercanos. En este apartado,
sOlo se tratard de la Ventana de Parzen debido a su relacién directa con la

estimacion de densidad kernel.

1.2.1 Estimador de densidad

La idea fundamental en la que se basa un estimador de densidad P en un punto x
viene dada por la probabilidad de que un vector en IR” caiga dentro de una regién

(), 1a cual viene dado por:

P :/ p(x')dx'. (1.1)
(@)
Se nota que P es un suavizado de la funcién de densidad p(x), y se puede estimar

el valor de p estimando la probabilidad P. Bajo la hipé6tesis de que las muestras

13
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x1,...,Xp sean independientes e identicamente distribuidos (i.i.d) y el principio de
que un vector caiga dentro de una region, se sigue una ley de probabilidad dada

por la ley binomial

n
P = Pk(1 — p)rF, (1.2)

k
con la esperanzada para k dada por E[k] = nP. Ademdas cuando n es lo

suficientemente grande y P no estd muy cerca de 0 o 1, la distribucién binomial se
asemeja a una distribucién normal, de acuerdo al teorema del limite central. Ahora,
cuando 7 es grande, la distribuciéon es simétrica alrededor de la media, y la mayor
densidad de probabilidad se concentra cerca de la esperanza, resultando cerca de
nP. Por tanto, dado que esperamos que la mayoria de los valores de k estdn cerca

de nP, la razén % tiende a ser cercana a P cuando 7 es lo suficientemente grande.

Asumiendo que P(x) es continua y que p no varia demasiado dentro de la region

() se puede aproximar

xNdx' ~ v(x / dx' = p(x)V, 1.3
[P~ p(x) [ ax' = p(x) (1.9
donde V es el volumen de la regién y x es un punto dentro de (). Se puede obtener

una estimacion de p(x) a través de las ecuaciones 1.1, 1.3 y E[k]

E[[k] = nP

k= n/Qp(x’)dx’ =~ np(x)V,

despejando p(x)

p(x) ~

<[zl

Ciertas consideraciones aparecen a tomar en cuenta con respecto a la eleccién de
los pardmetros a utilizar para estimar p(x). Por ejemplo, Si se fija V' y se hace crecer
n hacia el infinito, % converge con resultado al drea promediada de p(x) en Q). Sin
embargo se desea obtener p(x) en lugar de una version promediada, es decir, se

busca la estimacion de la densidad en un punto. Si V se aproxima a cero y n se

14



1.2. Técnicas no parametricas
mantiene constante, la regiéon no contendrd ninguna muestra puesto que resultara

siendo muy pequefia y la estimacion resultaria inatil.
Desde una vista tedrica la solucién al planteamiento con muestras ilimitadas se
da a través de un conjunto de regiones ()4, ..., (), que contengan a x donde, V,
n-ésima estimacion para p(x). Asi, p, viene dado por:

el volumen de (), k;, el nimero de muestras que caen dentro de (), y p; es la

pn(x) =

S{l

condiciones:

(1.4)

n—o00

Para establecer que p,(x) converge a p(x), se debe cumplir las siguientes
1.

n—o00

lim V,, =0, V}, disminuird a medida en que el tamafio de la muestra aumente

n—oo 1

2. lim k, = oo, asegura la convergencia (en probabilidad) a P
K

z n . . , . .
3. lim — = 0, resulta necesario para que p(x) converja. Ademds, indica que a
pesar de que un gran nimero de puntos caigan dentro de V;;, formaran una

fraccién insignificantemente pequefia del nimero total de muestras.

1.2.2 Parzen Windows

por:

Suponiendo que (), es una regién con la forma de un hipercubo d-dimensional,

definimos h;, como la longitud de uno de sus lados y V; como su volumen dado

Vn — h;il.

Se puede obtener una expresién para k, que es el niimero de muestras que caen
w(u) =

(1.5)
dentro de ), mediante una funcién de ventana (window function) d — dimesional:
0 otherwise

i=1,...,d

(1.6)

15
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De esta forma, w(u) determina los valores que caen dentro del hipercubo centrado
. . P . 2 X—X; z
en el origen y de longitud uno. Asi, se puede deducir que la funcién w (=) dard

el valor de uno en el caso de que x; se encuentre dentro de ().
El ntimero de muestras que caen dentro del hipercubo viene dado por:

kn = iw (x }:nxi) : (17)

i=1

y mediante la ecuacién 1.4 se tiene

) = 1 Lo (5. 18)

Se evidencia que la estimacion de p(x) se expresa como un promedio de funciones

de x con las muestras x;, de esta forma la funcién ventana cumple el papel de

interpolador.

11 ¢ X — X 11 & 1&.

n

V,, = h¥ es el normalizador del interpolador ya que es igual a su integral.

Un ejemplo es la funcién ventana Gaussiana con valores centrados en x; y con
un ancho o, su expresién viene dado por

no (x-x)?
e 202
=1

(x) = =
P n\/2mo ;

7

_(=x)?
dondee 22 esla funcidn ventana.

16
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1.2.3 Convergencia de la media y la covarianza

Convergencia de la media

Consideramos p,(x) la media de p, (x)

al considerar x; valores i.i.d, podemos reemplazarlas por una constante s

ﬂ..
_ =

|
[—= S|
1=
=]~
el
.

&
VR
=

=
S|
195
~_
_ 1

S
es

=

I
7N
) =
Sl
=
wn
N——
_

S
N
/\'—|
=
SN
N
N——
I~
—~
wn
N—"
P
wn

I
—_— — =

Donde 6, (x) = Vinw (%)

La expresion se puede observar como una convolucién entre la densidad
desconocida y la funcién de ventana. A medida que V;, se aproxima a cero,
dn(x — v) se aproxima a una funcion delta centrada en x. Asi, si p es continua

en x y el lim,_ V,; = 0, se asegura que p,(x) se aproximard a p(x)
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Convergencia de la covarianza

o2 (x) = lélE -(n%/nw (x;nxi) - %ﬁn(x))zl
- L8 e ()| B e (55) 7o) B [
E e ()]s (52
B I:il n21V,31E :wz (x ;jl) a 7’122Vn Pulx)Pu()Va + %ﬁ%(ﬂ
=S [ (5.7)] -t oo
- Zé n21V,3E :wz (x};s)] — %ﬁ%(ﬂ
—n nzlvr%]E [wz (x};sﬂ - %ﬁ%(ﬂ)
) e
se puede acotar la expresion eliminando el segundo término
on(x) < —/ 7w (x_ns> p(s)ds
= [ () () o
< [ (57 ) swplwnptos
_ n%/nsup(w(.)) /w (x};s) p(s)ds
— sup(@()pun(x)

nVy

sup(w(.))pa(x)
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1.3. Estimacion de la densidad de kernel univariable

1.3 Estimacion de la densidad de kernel univariable

El estimador de densidad kernel univariable

La funcién viene dada por:

fla) = (nhl)iK(@).

i=1

Donde K es una funcién kernel que satsiface [ K(x)dx = 1y h es un ntamero
positivo denominado bandwidth. Utilizando la siguiente parametrizacion del kernel:

(Ky(s) = h™1K(%)), la estimacion se puede reescribir

f(x) = n1 ZKh(x —X;). (1.9)

1.3.1 Los criterios MSE y MISE

Se tiene la estimacion de la funcion de densidad p(x) y resulta necesario el
andlisis del rendimiento del estimador de densidad. Para esto se utiliza los erréres

asociados a los estimacion.
Error cuadritico medio (MSE)

El Error Cuadrético Medio (MSE siglas en inglés) viene dado por

MSE(§) = E(¢ — ¢)*. (1.10)

Donde ¢ es la estimacién y ¢ la funcion a estimar. Esta expresion se le puede

relacionar con la varianza y el sesgo, es decir

MSE(§) = var(¢) + (E[§] — ¢)*. (1.11)

Definimos ¢ = f(x), asf

19



Capitulo 1. Fundamentos teéricos

(x B S)] (1.12)

al ser variables aleatorias (i.i.d) se puede colocar una solo variable como s,
ademas, por definicién de E e introduciendo la notacién de convolucién se obtiene

la expresion final.

Esto permite escribir el sesgo de la forma

sesgo(p) = E[¢] —
= IE[f(X)] —f(x)
= (Kn(x) * f(x)) = f ().
La convolucién es una operacion de suavizado, asi, el sesgo es la diferencia entre

un suavizado de f y la propia f. En cuanto a la varianza se tiene

n

Var(f(x)) = Var(n™' Y Kj,(x — x;))

i=1
= n~WVar(K,(x —s)),
con la definicién de Var(X) = E[X?] — (E[X])?
=nTE[K?(x — s)] (IE[Kh(x —s)])?
U [ K2 =) f)dy — ([ u(x = ) f)dy)?) (1.13)
=171 (kj = f) (x) — (K * )2 (x).
Reemplazando en la Ecuacién 1.11
MSE(f(x)) = n = ((Kj * £) (x) = (K % £)2(x)) + ((Ky * f) (x) = f(x))?.
El anélisis dado se establece para un punto fijo, sin embargo, para un enfoque

general se debe realizar estimando sobre toda la linea real. Asi, se considera un

criterio que mida de forma general la distancia entre f(x) y f(x)

ISE(7(x) = [ (F(x) = f(x))%dx.
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1.3. Estimacion de la densidad de kernel univariable

Este se lo conoce como el Error Cuadrétco integrado y se lo define para un

estimador de la densidad de f € L,.
Error cuadratico medio integrado (MISE)

Suprime la aleatoriedad procedente de cada muestra individual promediando

los resultados obtenidos

MISE(f) = E[ISE(f)]

se da un intercambio de la esperanza matématica con la integral mediante el

teorema de Fubini-Tonelli.

Recordando;

MSE(f) = 3 [(k; * ) (x) = (Kp * f)*(0)] + [(kn = ) (x) = f(x)]*

Ademas:
i) [ (G £)(x) = £ = [((y = £)() =200 F)(x) + F(x))dx

—/kh*f z/kh*f dx+/f2

i) [ Var(fax = 5 [ (05 £)(x) = (e fP ()
_ %/(kﬁ *f)(x)dx—/(kh*f)z(x)dx
— % /kZ(x)dx ~ % /(kh « F)2(x)dx
Se obtiene
MISEF (x /[ K25 F)(x) — (Ky * F)3( dx+/ (Ky ) (x) — F(x)]2dx,
y con ayuda de las expresiones i) y ii) se tiene
MISE (x) / K2(x)dx + (1 — 1) [ Ko R x)ax

(1.14)
—2/Kh>|<fx xdx+/f(x)2dx.
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Capitulo 1. Fundamentos teéricos

1.3.2 Orden y Notacién Asintética

La notacién de orden O y o se define para funciones generales de valor real
(Sertiing, 1980, pag. 1), y se trata de una herramienta matematica ttil para un

andlisis simple de estimador de nticleo de densidad.

Definicién 1.10
Sea a, y b, suseciones de ntimeros reales. Decimos que a, es de orden b, o

a, es tan grande que b, cuando n — oo, y se denota como:

ay = O(by) cuando n — oo, si 'y s6lo silim sup,, ., |a,/by| < oo.

Se dice que a, es de orden pequefio b, y se escribe como:

ap = 0(by) cuando n — oo siy solo si li_r>n lan/by| =0
n [ee]

n+4

.51, Podemos escribir ¢, = O(n=?)

Ejemplo. Seac, =

1.3.3 Ampliacién de Taylor

Una herramienta 1til para abarcar la obtencion de la aproximacion asintética es la

ampliaciéon de Taylor, teniendo en cuenta el siguiente teorema:

Teorema 1.1
Supongamos que f es una funcién real definida en R y sea x € R. Ademas,

asumimos que f tiene p derivadas continuas en un intervalo (x — J,x + ¢)

para un ¢ > 0. Luego para cualquier sucesion &, convergente a cero,

p

Flx+an) =Y (h/j)f(x) +o(ab).

j=0

El teorema de Taylor nos permite aproximar los valores de una funcién cerca
de un punto dado en términos de derivadas de orden superior en ese punto,
siempre que la funcién sea lo suficientemente suave como para que existan dichas

derivadas.
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1.3. Estimacion de la densidad de kernel univariable

Ejemplo. Sea a; una sucesién que converge a cero. Mediante el teorema de Taylor

tenemos:

1 3
(x4 a,) V2= x"1/2 sznx_:"/z + gt)é%x_S/z +0(a2),

para todo x > 0.

1.3.4 Aproximaciones asintéticas de MSE y MISE

El desafio con las expresiones MSE y MISE radica en su dependencia complicada
del ancho de banda. Esto dificulta la comprensién de como afecta el ancho de banda
al rendimiento del estimador de densidad del nticleo. En esta seccién, exploramos
una forma de abordar este problema mediante la derivaciéon de aproximaciones
para muestras grandes de los términos principales de varianza y sesgo. Estas
aproximaciones son mucho mas simples y nos brindan una comprensién maés
profunda del impacto del ancho de banda. También nos permiten determinar la
tasa de convergencia del estimador de densidad del nticleo y encontrar el ancho
de banda 6ptimo para MISE.

Se establece las siguientes suposiciones:

1. Se establece la hipotesis de que la funcién de densidad f satisface las siguientes

condiciones:

e La segunda derivada de f, denotada como f”, es una funcién continua.

e La funcién f es integrable al cuadrado, lo cual implica que [ |f(x)|?dx es

finita..

¢ f esuna funcién monétona, lo que implica que su valor crece o decrece de

manera constante a medida que x aumenta.

2. El ancho de banda h = h;, es una sucesién no aleatoria de ntimeros positivos.
Para simplificar la notacién en nuestros célculos, omitiremos la dependencia de

h respecto a n. También asumiremos que h satisface

lim h =0y lim nh = oo,
n— 00 n—oo
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cuando 7 tiende a infinito. Esto implica que & tiende a cero, pero a un ritmo

més lento que n~".

3. Se define el niicleo K como una funcién de densidad de probabilidad acotada,
denotada como K(x), que satisface las siguientes propiedades:
e Existe una constante M > 0 tal que |K(x)| < M para todo x en su dominio.
e El cuarto momento de K(x), denotado como [ x*K(x)dx, es finito.

e Simetria respecto al origen, es decir, K(x) = K(—x) para todo x en su

dominio.

En esencia, una funcién monétona se caracteriza por ser monétona tanto en el
intervalo (—oco, —M) como en (M, o) para algtn valor M > 0. Introducimos,
ademds una notacién para simplificar los procedimientos; y2(K) = [ z2K(z)dz.
Vamos a considerar primeramente la estimacion f(x) en x € R. A partir de la

expresion 1.12 y mediante un cambio de variable:

Desarrollando la serie de Taylor de f(x — hz) en torno a x, obtenemos:

ZO v4 Z
Floe— ) = "2 F0 ) 4 22 1) 4 P2 ) o0

= Fx) + haf'(x) + 2 (x) + o).
Asi se tiene
E = / K(z)f(x — hz)dz
_ /K ~hzf! (x) + %hzzzf”(x) +o(h?)]dz
_ / K(2)f(x)dz + 5 / K(2)W222 " (x)dz + / K(z)o(h?)dz
— f(x) + %hz £'(x) [ K(2)2dz+ 0(2),
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1.3. Estimacion de la densidad de kernel univariable

utilizando:

/K(z)dz =

/zK(z)dz y /ZZK(Z)CIZ < oo,
Con uso de la notacion pp (k) = / z*K(z)dz, 1a expresion del sesgo viene dado por

BIF ()] - f(x) = 3#F"(x) [ K(2)7dz +0(i?)

. (1.15)
= S (s (x)? + (1)

Notamos que el sesgo es de orden /2 lo cual implica que f(x) es asintticamente

insesgada.

El sesgo tiende a ser significativo cuando la magnitud de la segunda derivada
de f es elevada, lo cual sucede en dreas con una curvatura densa. En muchas
distribuciones, esto se manifiesta en los picos con sesgo negativo y los valles
con sesgo positivo, indicando que f(x) tiende a atenuar estas caracteristicas en

términos generales. (Wand., Jones, 1995, pags. 20-21 ).

Para la varianza, notamos la expresion 1.13
Var(f(x;h)) = n=" [(Kj = £) (x) — (Ky # £)*(x)]

. (J xete- hz)d2>2]
2

— [ K3(2)f(x — hz)dz — ™ (/K (x — hz)dz )
:nhl/K2<z>f<x—hz>dz—n E[f(0)])?

— ! / K2(z)(f(x) + 0(1))dz — n~ (f(x) +0(1))?
" / K2(2) f(x)dz + o((nh) 1)

— ! / K2(2)dzf (x) — o((nh) ).
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Capitulo 1. Fundamentos teéricos

Una notacién conveniente es R(g) = [ ¢(x)?dx para cualquier funcién g que sea

cuadrado integrable. Esto nos facilita expresar la varianza como:

Var(f(x)) = (nh) 1R(K) f(x) + o((nh) ™. (1.16)

Dado que la varianza tiene un orden de (nh)~!, la condicién 2 garantiza que

Var(f(x)) tienda a cero. Con 1.16 y elevando al cuadrado la expresién dada por

1.15 se obtiene:

(ELf(0)] = f(x))* = GI*pa(K) f" (x) + 0(h?))*

— i (K)f (x)2 + 2 a(K) £ (x)o (W) + o (),

y de acuerdo a 1.10:
MSE(f) = Var(f) + (E[f(x)] - f(x))
= (nh)™" [ Kz (x) + of(nh) ™) + hua(K)F (62 + Bpa(K) £ (x)o(IR) + o(1?)

= (nh) RK)F () + ghbpa(K)* 4 o((nh) 4 ).

Sillevamos a cabo la integracién de esta expresion, en virtud de nuestra suposicién

de que f es integrable, se obtiene:

MISE(f(x)) = AMISE(f(x)) + o () + 1),

donde,

AMISE(f(x)) = (nh) "R(K) + 312 (K)2R(f") (117)

Consiguiendo el denominado MISE asintético, siendo una expresién mucho mas

sencilla de comprender que la expresiéon dada para el MISE en 1.14.

El cuadrado del sesgo integrado estd relacionado asintéticamente con h#, lo

que implica que para reducir esta cantidad es necesario que h sea pequena. Sin
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1.4. El estimador de densidad de kernel multivariable

embargo, al reducir &, aumenta el término principal de la varianza integrada,
ya que estd proporcionalmente relacionado con (n#)~1. Por lo tanto, a medida
que n aumenta, h debe ajustarse de manera que todos los componentes del MISE
se reduzcan. Este equilibrio entre la varianza y el sesgo es una representacion

matematica de la importancia critica del ancho de banda [11].

Se establece que cuando & es muy pequeng, la funcién Kj, tiene numerosos picos
(nodos), lo que resulta en una alta variabilidad, ya que en multiples muestras
de f los picos podrian aparecer en lugares distintos. Sin embargo, este enfoque
tiene poco sesgo. Por otro lado, al suavizar mds la funcién, es decir, aumentar ,
la variabilidad disminuye a expensas de introducir sesgo: a medida que / crece,
aumenta el sesgo ya que todas las caracteristicas se suavizan, pero la varianza
disminuye significativamente ya que no se toman en cuenta algunos de los datos.
La ventaja del AMISE es que el ancho de banda 6ptimo, denotado como h gp1sg,
tiene una expresiéon matematica cerrada.

1

7 RE) )
hamise = [m(K)sz")n}

Para mas detalle ver [11].
1.4 El estimador de densidad de kernel multivariable
El estimador de densidad kernel en d—dimensiones se define como

flx) =n"1 Y Kn(x —xi), (1.18)

donde
Ky = |H|"Y2K(H™2x). (1.19)

Existen dos técnicas comunes para generar kernels multivariantes a partir de un
kernel univariante simetrico K(x). El primero es a partir del producto de los kernels

univariante y el segundo a partir de la rotacién K(x) € R (K°(x) es radialmente
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Capitulo 1. Fundamentos teéricos

simétrico:

KP(x) = ﬁK(xi) K5(x) = spaK((xTx)1/?),
=1

donde sk_,; = [ra K1((xTx)1/2)dx, que asegura que K°(x) se integre a uno.

Una simplificacion de 1.18 se puede obtener restringiendo la forma de H. Sea F
la clase de matrices d x d simétricas definidas positivamente y H € D, donde
D C Fy es la subclase de matrices d x d definidas diagonales positivas. Luego,
Sea He D, H= diag(h%, .. ,hﬁ). Para H € D el estimador del kernel se puede

escribir como

Una forma mads simplificada se obtiene a través de la restriccion H € S, donde
S = {h?I: h > 0}, y I es la matriz identidad. Con esto, se resulta en el estimador
kernel con un tinico ancho de banda.

flx)=n"tn" in <@) . (1.20)

i=1

Al igual que en el caso univariante, se necesita de un enfoque metodolégico para
la evaluacién matematica del rendimiento de un estimador de densidad kernel

multivariado.

1.4.1 Aproximaciones asintoticas MISE

Es posible, como en el caso univariante, obtener una aproximacién asintética
simple al error cuadrético medio integrado (MISE) de un estimador de densidad
kernel multivariado bajo ciertas suposiciones de suavidad en la densidad f. Estas
suposiciones son necesarias para utilizar una versién multivariada del teorema de

Taylor.
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1.4. El estimador de densidad de kernel multivariable

Teorema 1.2
(Teorema de Taylor multivariante) Sea g una funcién d-variante y «,, una

sucesion de vectores d X 1 con todos sus componentes tendiendo a cero.

Sea, ademads, Dy (x) sea el vector de derivadas parciales de primer orden
. . 2 o\ o 2

de ¢ y Hq(x) la matriz Hessiana de g con entradas (i, ]) igual a #axjg(x).

Asumiendo que todas las entradas de H(x) son continuas en un vecindario

de x, luego

1
8+ &) = g(x) +af Dy(x) + sl Hy(x)an + ().

Para las proximaciones asintéticas del error cuadrético medio integrado (MISE),

se realiza las siguientes suposiciones sobre f, H y K:

1. Cada entrada de #H(x) es denotada como una funcién f () que es continua a

trozos y su integral al cuadrado, [ |f(t)|*dt, es finita.

2. H=H,, es una sucesién de matrices de bandwidth donde n~'|H|~1/2? y todas las
entradas de H tienden a cero cuando n se acerca a infinito. Ademas, se asume
que la relacion entre los valores propios mds grandes y mas pequefios de H est4

acotada para todos los valores de n.

3. Kes una funcién kernel d—variable que esta acotada y tiene soporte compacto,

y cumple con las siguientes condiciones

/K(z)dz =1 /zK(z)dz =0,

/zzTK(z)dz = uy(K)1I,

donde > (K) = [ z2K(z)dz es independiente de i.

Se puede notar que todas las densidades de probabilidad esféricamente simétricas
con soporte compacto y los kernel de productos basados en densidades univariantes
simétricas con soporte compacto cumplen la condicién 3 . Ademas, se puede
observar que el supuesto de soporte compacto de K puede ser eliminado al

imponer condiciones mds complejas sobre f.
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Para introducirse en las aprocimaciones de MISE, al igual que en la seccién 1.3.4,

se establece la esperanza de f(x), utilizando la versién multivariada del teorema

de Taylor.
/ Ku(x — )dy
— / K(z H1/22)dz
= [KE) () — (72 )T Dy (x) + 5 (H'22) My (x) (H!2) )= + o{tr(H))

— /() [ = JHUZDf(x)K(z)dH% [T () 22K ()2 + ot (H))
= f(x) + = tr(Hl/ZHf(x)Hl/Z / 22K (zdz) + o(tr(H))

= f(x) + Eyz(K)tr(HHf(x)) +o(tr(H)).

La expresion del sesgo viene dado por

EF(x) — f(x) ~ gua(K)tr (HM, (x)). (1.21)

Y la varianza de f(x) por

Varf(x) =n"! <|H|_1/2/I<(z)2f(x—Hl/2 (/K {2, ))2)

=n"'[H|Y2R(K) + o(n"|H|/?),
(1.22)

donde R(K) = [ K(z?)dz

De acuerdo a las suposiciones de integrabilidad en las condiciones 1y 3, se puede
obtener el AMISE (Error Cuadratico Medio Integrado Asintético) del estimador

de densidad kernel multivariante de la siguiente manera:
AMISE(f(x)) = n Y H|"Y2R(K) + jIyz(K)z/trZ(H’Hf(x)dx). (1.23)

Se puede expandir el término de sesgo al cuadrado integrado utilizando los

resultados

e Si A es una matriz cuadrada, la traza de A, representada como trA, se define
como la suma de las entradas diagonales de A. La traza tiene la propiedad de
que

tr(AB) = tr(BA).
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Para una matriz A de tamafio d x d, el vector de A, llamado vec A, es el resultado
de apilar las columnas de A una debajo de otra en un vector de tamafio d> x 1, en
orden de izquierda a derecha. Por otro lado, el vector-half de A, conocido como
vech A, se obtiene a partir de vec A eliminando las entradas diagonales superiores

de A, resultando en un vector de tamafio 3d(d + 1) x 1.

e De acuerdo a la notacién anterior, otro resultado necesario es:

tr(ATB) = (vec” A)(vecB)

Retomando el término del sesgo al cuadrado

/trZ(HHf(x))dx = / (vecT H) (vecH s (x)) (vec” Hs(x))(vecH)dx
— / (vech” H)DJ (vec H /(x)) (vech” s (x)) Dy (H)dx
— (vech” H)¥ r(vech H),
donde ¥ r es una matriz de tamafio 3d(d + 1) x 1d(d + 1) dado por

Yr= /Vech(ZHf(x) —dgHs(x)) x vechT(ZHf(x) —dgHs(x))dx,

donde dgA es igual a A. Asi, una forma alternativa de 1.23 es

AMISE(f(x)) = n™'[H|2R(K) + gpa(K)*(verch” H)¥ r(vech H)  (1.24)

La informacién a detalle se encuentra en [11]
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Mean Shift

Un espacio de caracteristicas, se refiere a la representaciéonn de los datos en un
espacio multidimensional donde cada dimensién representa una caracteristica
particular de los datos. En el contexto de la estimacién de densidad no
paramétrica mediante enfoque de agrupamiento, esta representacién del espacio
de caracteristicas se interpreta como la funcién de densidad de probabilidad
empirica del pardmetro que se representa. Las regiones densas en este espacio de
caracteristicas corresponden a los maximos locales de la funcién de densidad, es
decir, a los modos de la densidad desconocida que son puntos donde la densidad
de probabilidad es relativamente alta en comparacién con los puntos alrededores
del espacio. Las dreas que albergan una considerable concentracién de datos en el
espacio de caracteristicas coinciden con los picos locales presentes en la funcién de
densidad. En esta seccion se aborda todo los t6picos anteriores vistas en el capitulo

1y su funcionamiento en relacién al procedimiento del método Mean Shift.

2.1 Descripcion de Mean Shift

El Mean Shift es un proceso iterativo que busca converger hacia un méaximo local
al estimar el gradiente normalizado de la funcién de densidad en cada punto.
Mediante multiples iteraciones desde distintos puntos de partida, se pueden
identificar las modas de la densidad, es decir, las regiones donde se concentra una

mayor densidad de datos.



2.1. Descripcion de Mean Shift

2.1.1 Estimacién de la funcién de densidad de probabilidad

La obtencién de la funciéon de densidad se da mediante el uso de un método de
estimacién basado en funciones kernel conocida como Windows Parzen y de la idea

de la seccién multivariante de un estimador en 1.4.

Sea x1,- - -, x, valores en una regién d-dimensional, la estimacién de densidad en
este caso multivariado con kernel K(x) y una matriz bandwidth dxd simétricamente
positiva, viene dado por:

i (x — x;) (2.1)

i=1

I\JIP—\

donde
Ki(x) = |H|V2K(H /2%

y K es un funcién kernel y H viene definida de la forma de la estimacion de

densidad en 1.20

f i x’ 2.2)

Funcién kernel y sus propiedades

Definicién 2.1
En el espacio euclidiano de n dimensiones, R”, podemos representar la
i — ésima componente de x en X como x;. La norma de x € X es no
negativo ||x|| tal que ||x||?> = %, |x;|%. El producto interno de x y y € X es
(x,y) = ¥I" 1 x;y;. Una funcién K : X — R se dice que es una funcién kernel

si existe un perfil k : [0, oo], tal que
K(x) = k(||x1?)
y cumplen
e k es no negativo.
e kesno creciente, k(a) < k(b) sia < b.

e kes continua a trozos y [ k(r)dr < co.
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Capitulo 2. Mean Shift

Los kernels multivariados que se utilizan en el estimador de densidad son

simétricos en todas las direcciones y se pueden describir por su forma o perfil, y

satisfacen las siguientes propiedades

o f]g K(x)dx =1 o f]g xxTK(x)dx = cxl
o [xxK(x)dx =0 o limy, s [|%[|“K(x) = 0
Tipos de kernels

Resulta ttil mencionar dos tipos de kernels, como los siguientes:

kernel Gaussiano
—d/2 L2
Ky (x) = (27) " Fexp(—5[|x[]%)
donde su perfil perfil veine dado por

by = exp(— 3 x|P)
kernel de Epanechnikov

Tt d+2)(1—|x]?) si [x]] <1
Kg(x) =

0 caso contrario.

donde c; es el volumen de la esfera unitaria, cuyo perfil es

1—x si0<x<1
ke(x) =
0 six > 1.

(2.3)

(2.4)

Algo importante a destacar es cuan fiable resulta ser el estimador como en 1.3.4,y

resulta seguir el mismo enfoque, la calidad del estimador del kernel de densidad

viene dado por MISE entre la densidad y su estimacién integrado sobre todo. Sin

embargo, en la practica, solo se puede calcular una aproximacién asintética de esta

medida (AMISE)1.4.1. Bajo la suposicién de que el nimero de puntos de datos

tiende a infinito (n — c0) y que el ancho de banda disminuye a una velocidad

menor que 7!, tanto para los datos univariados como para los multivariados, el
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2.1. Descripcion de Mean Shift

nucleo de Epanechnikov minimiza la medida AMISE y tiene el perfil 2.4 lo que

produce el nicleo radialmente simétrico 2.3.

Haciendo un cambio de notacién de la expresién en 2.1.1 y de acuerdo a 2.2 se

12
) . (2.5)

Para analizar un espacio de caracteristicas con una densidad subyacente f(x), el

tiene

fh,K(x) = ;kT'd ik (

primer paso es identificar las modas de esta densidad. Estas modas se encuentran
en los puntos donde el gradiente es igual a cero, es decir, donde Vf(x) = 0. El
procedimiento de cambio medio es una manera elegante de localizar estos puntos

sin necesidad de estimar la densidad.

2.1.2 Estimacién del gradiente de densidad

Se necesita localizar las modas de la estimacion de densidad. Para esto tomamos

el gradiente de la ecuacién 2.5

Vi (x) = %;k ( x;x" 2)
2004 & I x—x; 2 (20)
= — ;(x x;)k < 7 )
Se define la funcién
g(x) = —K'(x), (2.7)

suponiendo que k es diferenciable en [0, 0) excepto en un conjunto finito de
puntos. La cual se puede apreciar que cumple con las condiciones suficientes de
un kernel

Con un cambio de notaciéon mediante el nuevo perfil definido se tiene:

G(x) = cgag(l|x]?), (2.8)

donde ¢ ¢ es el término de normalizacion.
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Capitulo 2. Mean Shift

Ahora, introduciendo 2.7 en la ecuacién anterior se obtiene:

2000 1k
Vfic = 2 Z(xi_x)g( )

)

B 2
lle)_ () |
2c
2 P
i zlg( )

-t ) llfx)

es asumido como un namero positivo. De 2.9 se tiene

)

2.9)
Donde Y1, g( .

que la estiamcién de densidad de x calculada con el kernel G viene por

n 2
fnc = % Z ( ) , (2.10)

y el vector Mean Shift con kernel G por:
n X 2
Li=1%i§ h
- (2.11)

myG = 5 X,
n
i=18 ( )

el procedimeinto del mean shift se obtiene con la diferencia calculando el promedio

X — X;

X—X;

de los pesos de los datos utilizando el kernel G que se encuentran dentro de una

vecindad definida por una regién centrada en x.

De 2.9,2.10 y 2.11 se obtiene:

my, G = chk,d 12 v_fn,K(x) . (2.12)

frc(x)

Notese que el vector de Mean Shift se define como una estimacién normalizada del

gradiente de densidad de la muestra. La normalizacién, que se realiza utilizando
la funcién de densidad con el kernel G, permite dar pasos mds largos en regiones
donde la densidad es baja y pasos mds pequefios cerca de los picos de la funcién

de densidad.
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2.2. Criterio de convergencia de Mean Shift

2.2 Criterio de convergencia de Mean Shift

2.21 Convergencia mediante el Kernel Epanechnikov

Supongamos que {y]-} j=1,2... es la secuencia de puntos obtenidos a través de las

iteraciones de Mean Shift, es decir,

1
yj-l—l = n_ Z Xi,
] x;€8,(y;)

done n; representa el ntimero de puntos x; que se encuentran dentro del espacio

definido por la hiperesfera S, (y;), la cual estd centrada en y; y tiene un ancho h.

Teorema 2.1
Sea fr = {fE(j)}j=12,.. la sucesion de densidades resultantes del uso del

kernel de Epanechnikov en los puntos {y]-} j=1,2,... definido como la sucesion
de puntos del procedimiento Mean Shift con un kernel Uniforme. Entonces la

sucesion de densidades es convergente.

Demostracion. Se tiene un cantidad 7 de de valores x; de la muestra, por tanto la
sucesion de densidad fg estd acotada superiormente.
Si se demuestra que fg es estrictamente creciente, la sucesién converge.

Entonces,

/./
]
dentro de la ventana d-dimensional denominada como Sy (y;). Se define como el

: ol " o .
Se define nj,nj y nj como n; = nj+n el nimero de puntos que caen

origen a y; con lo que se puede notar [|y; — x;||? = ||x;]?

Su(yj) = Suy;) — Sy ()
Su(yj) = Su(yj) N Su(yjs1),

como se muestra en la gréfica 2.1.
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Capitulo 2. Mean Shift

Su(y;) Si(yj+1)

Figura 2.1: Ventanas d-dimesionales

utilizadas en dos iteraciones sucesivas

de Mean Shift
De la hipotesis,

o _ 1 Vi — X;

fEG) =fevp) = =3 ). Ke L
nht , h

xZESh(y])
d+2 ( ||xi||2)
L 1—

2n(hicy) . egw h2

Dado que Kg es no negativo y 5/ (y;) N S (yj4+1) se tiene

. i d+42 lyjr — il
feli+1) = felyp) = 555 L <l o
Zn(thd) €8, (Y1) "
d+2 lyjen = il
> o )
Zn(hdcd) xieg’(yj) < "

= " F=mn;—n"
de nj = n; + nj se sabe que n; = n; — 1;

E(j+1) — fe(j)
d+2

_ lyj+1 — xil|?
S |5, ()8,

x,-eS,Z(

X €S, (y;

d+2

||yj+1 - xiHZ ||xi||2 1"
e | L T e e T

| xi€5;(y)) xXi€Sy(y))

d+2 ) ) -
:m[ Z il = Z lyj+1 — xill — njh

%€y (y;) X €5y (y;)

i
h2

4
] ,

2

)
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2.2. Criterio de convergencia de Mean Shift

por definicién ||yj41 — x| > h* para todo x; € S)(y;), por tanto

inES;l(yj) ||yj+1 - xiHZ > n}hz, entonces

d+2
> W Z ||xi||2 - Z ||yj+1 - xi||2 - Z ||yj+1 - xi”2
IETCd) | xiesu(yy) €8] () €S (¥))
d+2 2 2
= oA Z [ xi|* — Z [yj41 — x|
2n(h®*2eq) | xi€5(y)) €5 (yj)
d+2
= 2n(htiic,) Yo wlP= Y (P ”}/j+1||2—23/§+1xi
" Cd | xi€Sh(y;) €5 (y;)
d—+2 t 2
= A2 Y e ¥ el
a2 Z Yj+1Xi Z Yi+1
2n(h**2cq) | xi€53(y)) ] €S, (y))
d+2 t 2
= s | Wi xi = njllyjall|
2n(hi+2cy) _ i+ xiesg(:yd) AL

1 ; —
deyj1 = n Yxes, (y;) Xis 5€ obtiene njy; 11 =Y, cs, () Xi Y reemplanzando en la

expresion anterior

d+2 ) ,
= sagey (215 =il P

=42 vl
 2n(hdt2cy) ) Yirtlt

la expresién obtenida es estrictamente positiva, con lo cual fr es acotada y
mondétonamente estricta creciente y se prueba que y; converge. [
2.2.2 Criterio suficiente de convergencia de Mean Shift

Una condicién suficiente de convergencia del método para cualquier tipo de kernels

viene dado por el siguiente teorema.

Teorema 2.2
Para todo kernel K convexo con perfil monétonamnete decreciente. Las

sucesiones {yj}i=12,.. ¥ {fuk(j)}j=12,.. convergen y {fyk(j)}j=12,. es

monodtonamente creciente.
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Capitulo 2. Mean Shift

Demostracion. La sucesion de densidades estimadas es acotada superiormente. Se

mostrard que fj g es monétona creciente

Yi+1 — Xi X;

h

. R - ? 2

1) = Fuac) = g 3 [k (| (2]
i=1

dado que el kernel es convexo, se cumple la desigualdad

k(xp) > k(x1) + K'(x1)(x2 — x1) para cualquier x1,x, € [0,00]. Si

definimos —k’ = g, entonces podemos reescribir la desigualdad como

k(xz) —k(x1) > g(x1)(x1 — x2). Al reemplazar los valores, obtenemos:

_ . _ . 1 n 2 -
i+ 1) = ) 2 ez Lo (| 52]) (1931 = o = 1P
i=1 B

1 n 2 -
— e L (1) [t = 112 = Iy a2+ 231
i=1 B

1 & X112\ T
— o Ls ([2) v = ]
i=1 N
2 n
) = vl L (|
i=1
2 n
) = vl s (|
i=1

3

Dado que k es mon6tonamente decreciente, podemos afirmar que —k' = ¢

1 i n
= —— |2y ) xig (
nhi+2 | it & ‘

Xi

h

Yi
h

)
)

L VS [E
- nhd+2 i y]+1y]+1 i:1g h

1 n
TN g(
n hd+2 ] 1_21 ‘

Yi
h

Xi

h

serd positiva. Por lo tanto, la expresiéon )\ ; g <||%H ) también serd positiva.
Esta expresion se vuelve positiva siempre que y; # y;;1, lo cual demuestra la

convergencia de la secuencia de densidades hacia la moda.

Para demostrar la convergencia en la secuencia Yjje1.n 5€ puede reescribir la

)

ecuacion anterior sin asumir que y; = 0.

= . = . 1 21’1 ]/j_xi
fmo+n—mﬂnzﬁﬁﬂmﬂ—m|§gQ\h
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2.2. Criterio de convergencia de Mean Shift

Luego:

FurG+1) = fux() = lyjs1 — yjlI*M
Fur(G+2) = fux(G+1) = lyjs142 — yjal*M
FuiG+3) = fux(G+2) > [lyjs143 — yjs2l*M

FreG+1) = fux(G+1=1) = Yjs14n — Yirnall*M,

Sabemos que esta desigualdad se cumple para términos consecutivos

v
h

M. Afadiendo los término a la izquierda y derecha, se obtiene:

j v j+1,ydonde el valor minimo de # Y18

) se representa como

Fu (G 1) = fu () = NYjem — yill*M.

Dado que hemos demostrado la convergencia de la sucesién { f; x(j) }, podemos
concluir que la sucesién y; con j = 1,2,... es una sucesion de Cauchy y, por

consiguiente, converge. [

2.2.3 Propiedad de una trayectoria suave

Una trayectoria suave del método se establece de acuerdo al d&ngulo entre dos
vectores Mean shift, el cual debe ser menor a 90 grados. Esto viene enunciado por

el siguiente lema.

Lema 2.1
la suma ponderada de las proyecciones de (y;1 — x;) en la direccién (0, ;1)

es negativa cuando los pesos estan dados por un kernel normal centrado en

2
) <o

Yj+1 es decir que

Yji+1 — Xi
h

1

(lyjall? = yhyqxi)exp (— ’
=1
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Capitulo 2. Mean Shift

Demostracion. De la demostraciéon encontrada en el apéndice del trabajo de

Comaniciu, se tiene la desigualdad

2
n o xexp (_ ‘ ]/]+1h x; )

2 ot _ )t
1yj+1ll” < yin i |12 =Yj1Yj+2
n i+ i

Yi=1eXp (_ ‘ h )

Teniendo en cuenta que v y w son dos vectores, se sabe que HUH ||XI| = cos(0) y por
lo tanto 6 < 90 — cos(0) > 0, es decir que la distancia entre los vectores es menor

a 90A° sivw > 0.

Vi1 (Yjr2 —yj1) 20
Yisjr2 = Yipaljr1 = 0
Va2 > Yy

2
Yirjs2 2> lyjell™

2.2.4 Eleccion del Bandwidth

El bandwidth como tinico parametro del método Mean Shift resulta determinante
a la hora del funcionamiento correcto del agrupamiento o clustering. Comaniciu
en su trabajo menciona cuatro diferentes técnicas para la seleccion del pardmetro

bandwidth & utilizando la funcién kernel en el desarrollo del Mean Shift:

e Eleccion estadistica: se refiere al bandwidth que logra el mejor equilibrio entre
el sesgo y la varianza del estimador para todos los valores de x en el espacio R%.
Este ancho de banda minimiza la medida AMISE, que es la diferencia cuadratica

entre la estimacion y el valor real.

e Estabilidad de descomposicién: el ancho de banda es el promedio del rango en el

cual se obtuvo el mismo ntimero de grupos (clusters) en diferentes experimentos.

e Bandwidth méximo: es el mejor ancho de banda que maximiza una

funcién objetivo que evalta la calidad de la descomposicion. Esta funciéon
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2.2. Criterio de convergencia de Mean Shift

objetivo generalmente analiza la variabilidad entre grupos (inter-cluster) o la

conectividad aislada entre ellos.

e Informacion de nivel superior: la descomposicién en varios casos depende de la
tarea a realizar, resulta 1til el bandwidth de la informacién proporcionada por

el usuario o de niveles superiores de la tarea.

En las técnicas no paramétricas, una inadecuada elecciéon del pardmetro
bandwidth puede ocasionar problemas en la detecciéon de las modas significaticas,
causando que las agrupaciones se unan entre si o se generen otras no

representativas.

En el trabajo realizado por Chacon se establece que “el problema de la seleccion
del ancho de banda para la agrupacién por Mean shift, aunque relacionado, es
diferente del de la seleccién del bandwidth para la estimacién del gradiente de
densidad y presenta sus propias peculiaridades que sin duda se merecen ser

estudiadas con mdés detalle"
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3

Implementacion y Resultados

En esta seccidn, se detalla la implementacién del método, abarcando tanto el
manejo de los datos empleados como el software utilizado. Ademas, se presenta
y discute el agrupamiento obtenido para mejorar la comprensién del proceso.
Cabe mencionar que la implementacién se realiza en dos instancias, el primero
con un enfoque en datos de temperatura en la Regién Andina del Ecuador, y el
segundo con uso de datos de una estacién meteorolégica del Cantén Riobamba de

la Provincia de Chimborazo, Ecuador.
3.1 Implementacion Regién Andina del Ecuador

3.1.1 Base de datos

Se utiliz6 una base de datos de los modelos de Circulacién atmosférica CNRM
Centre National de Recherches Meteorolégicas (CNRM) y Cerfacs de la sexta fase
del Proyecto de Intercomparacién de Modelos Acoplados 6 (CMIP6) para la region
Sierra del Ecuador. Los datos fueron proporcionados por el Grupo de Investigacion
de Energias Alternativas y Ambiente GEAA, para un periodo 2020-2050, con una

resolucion de 25km x 25km.

Los datos fueron estructurados en una matriz de 10954 x 10, debido a que
se trata de un arreglo de malla en diferentes ubicaciones, cada una de las
columnas se considera como una componente como se observa en la Figura 3.2, los
valores siguen una distribucién normal. Ademads tienen una distribucién normal

estandarizada, es decir, poseen una media de cero y una desviacién estandar de



3.1. Implementacion Region Andina del Ecuador

5 EAA
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Figura 3.1: Proyeccion climatica CNRM para la regién Andina del
Ecuador en el periodo 2020-2050.

uno.

El Analisis de Componente Principales (PCA) permite convertir un conjunto
de muestras de variables correlacionadas en un conjunto de variables no
correlacionadas linealmente. Este método crea nuevos ejes ordenados, el primer eje
contiene la informacién més importante, el segundo la informacién que ocupa el
segundo de puesto en forma de importancia y asi sucesivamente. Habitualmente
se incorpora el niimero de ejes necesarios para mantener la proporcién de
informacién en un 90 % y descartar el resto de los ejes. Mediante este proceso
se redujo la dimensionalidad de la matriz inicial a 3 componentes principales
con una variablidad del 89.5 % como se visualiza en la Figura 3.3. Ademds, los
algoritmos Machine Learning consiguen mejores niveles de calidad con las salidas

producidas por el PCA.
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Figura 3.2: Distribucién de los datos de temperatura minima

3.1.2 Implementacién del método

La implementacion del método Mean shift se realiz6 para el caso unidimensional
de la variable temperatura minima mediante el lenguaje de programacién Python
(https://github.com/geaaespoch).

Se import6 la biblioteca sklearn, una herramienta que facilita el andlisis de datos,
desarrollo e implementacién de algoritmos Machine Learning. En este caso se
trabajo con sklearn.cluster.MeanShift, donde el pardmetro de mayor relevancia es

el ancho de banda (bandwidth), especificada a continuacién.

Eleccion del ancho de banda (bandwidth)

El ancho de banda posee un rol que influye en la estimacion de la funcién de
densidad de probabilidad determinando la forma en que los datos se acoplan a
una estimacioén de la distribucién real desconocida como se muestra en la figura

3.4.
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Figura 3.3: Andlisis de componentes principales (PCA)

Ancho de banda: 0.34025209080586166
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Figura 3.4: Suavidad de la distribucion de los datos para cadaa

valor de bandwidth

En este caso, el valor que toma el pardmetro de ancho de banda se maneja en
un rango de 0.3 a 2 debido a la inestabilidad de los clusteres resultantes una

vez implementado el método. Este valor se escogi6 a través de tres técnicas de
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estimacion del bandwidth. La primera, la regla de Silverman, que se desprende
del calculo AMISE y ve la relacién directa entre el valor del rango intercuartil y la
desviacién estandar de los datos. El segundo, la funcién empleada en el algoritmo
de la biblioteca sklearn, la cual se establece a partir de la distancia de los puntos
pares en los cuartiles definidos como entrada y por tltimo la validacién cruzada,
en la cual se estima un valor 6ptimo dentro de un rango de cifras pertencientes al
bandwidth. Los resultados de este pardmetro establecen que la regla de Silverman
varia en décimas por el valor de la validacién cruzada, mientras que por la

distancia entre pares de puntos, varia en unidades. Ver Tabla 3.1.

Regla de silverman | Validacioén cruzada | Distancia entre pares

0.34 0.73 1.83

Tabla 3.1: Valores del pardmetro bandwidth

Busqueda de Ancho de Banda para MeanShift

1000 ~

800 A

600

400 A

Namero de Clisteres

200 4

0 4 —& 9

T T T
0.4 0.6 0.8 1.0 1.2 1.4 1.6 1.8 2.0
Ancho de Banda (Bandwidth)

Figura 3.5: Relacion existente del valor del bandwidth y el

numero de clusters
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3.1. Implementacién Regién Andina del Ecuador

Una vez establecidos los distintos valores de bandwidth, se procede a ver el
desemperio de cada uno de ellos en el algoritmo. Los resultados nos reflejan
agrupaciones sumamente numerosas para el ancho de banda de 0.34 y 0.73,

mientras que para 1.83 se obtuvo 4 grupos. Ver Tabla 3.2

Bandwidth utilizado | # de clusters
Regla Silverman 1441

Validacién Cruzada 123
Distancia pares 4

Tabla 3.2: Grupos formados a partir
del ancho de banda

Existe una relacion directa entre el valor de bandwidth y el namero de cluster

como se evidencia en los resultados expuestos y en la Figura 3.5

Método de MeanShift

. . °
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< . ° o . ';.
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i o te e, :
2 . . “' g. \.0 °
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Componente 1

Figura 3.6: Agrupacion resultante con un bandwidth de 1.38
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La visualizacién proyectado en un espacio tridimensional resulta de la siguiente

forma

Método de Clasificacién MeanShif. GEAA ESPOCH

%,
07%

J 7%
b T,
TS

2 asuodwod

Componente 1

Figura 3.7: Proyeccién de los cluster en un plano tridimensional

3.1.3 Analisis por clusters

Se realiz6 la clasificacion de las agrupaciones, es decir, se cuantificé las etiquetas
obtenidas en cada cluster. En la Tabla 3.3 se observa de mayor a menor la ocurrencia

de datos en cada agrupacion.

Cluster | Frecuencia
0 10277
1 400
2 273
3 4

Tabla 3.3: Frecuencia
de datos en cada

cluster

Se graficé la estimacion de kernel de los datos por cada cluster para describir la

distribucién por cada componente.
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3.1. Implementacién Regién Andina del Ecuador

En el cluster 0 las componentes presenta una curva simétrica con respecto a la
media y una desviacion estdndar baja. En el componente 1 se refleja una mayor

dispersion de los datos con respecto a los componentes 2 y 3 como se observa en

la Figura 3.8.
0.5
Componente 1
7 Componente 2
I componente 3
0.4
0.3
=
@
&
0.2
01
0.0
-G -6 5]

Figura 3.8: Distribucién Cluster 0

En el cluster 1 se presenté una asimetria en los componentes 1y 2 alejados de
la media como se visualiza en la Figura 3.9. El componente 3 refleja una curva
cercana a la media pero no simétrica.

En el cluster 2, los valores estdn dispersos en los 3 componentes siendo el
componente 1 el que presenta una mayor dispersién respecto a los componentes 2
y 3, estas componentes se encuentran alejadas de la media y experimentan mayor

desviacién estandar, como se observa en la Figura 3.10.
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040 | T 1

Componente 1

0.35

0.30

0.10

005

0.00 °

Figura 3.9: Distribucién Cluster 1

En el cluster 3, ninguno de los componentes se encuentra en la media. El
componente 3 presenta valores de desviacién estdndar negativo mientras que
las componentes 1 y 2 presentan valores positivos como lo muestra la Figura 3.11

05

Density

Figura 3.10: Distribucién Cluster 2
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Figura 3.11: Distribucién Cluster 3

Esto significa que en los préximos 50 ands, (2020-2050), el modelo de cambio
climatico CRNM esta reproduciendo una realidad en la regién andina del Ecuador,
en la que el 93.81% de los datos de temperatura minima no experimenta
variacion, se encuentran con valores cercanos a la media y una desviacién estdndar
minima. Los eventos extremos y anomalias se presentan en bajo porcentaje y esta

caracterizados en los cluster 1,2 y 3.
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3.2 Implementacion en una estacién meteorolégica

Se realiz6 una nueva implementacién con la misma metodologia para una
estacion meteorolégica en la Provincia de Chimborazo, especificamente, de la
Estacion Meteoroldgica ALAO de la parroquia Pungald en el cantén Riobamba con
coordenadas -1.868806 y 78.54166432318941 en longitud e latitud respectivamente,

y a una altura de 3064 metros sobre el nivel del mar.

3.2.1 Base de datos

Los datos diarios de temperatura minima fueron proporcionados por el Grupo de
Investigacion de Energias Alternativas y Ambiente GEAA. Estos datos pasaron
por un procesamiento previo de imputacién, relleno y homogenizacion. Se analiz6
la variabilidad atmosférica en dos afios utilizando la estacién meteorolégica de

ALAOQO debido a que no se encuentran datos faltantes para el afio 2015-2016.

3.2.2 Implementacién del método

Se calcul6 el ancho de banda (bandwidth) con la Regla de Silverman, la validacién
cruzada y la distancia entre pares, como se ve en la tabla 3.4. Se escogi6 la distancia
entre pares como el mejor pardmetro debido a que estima un ntiimero de clusteres

coherentes.

Regla de silverman | Validacion cruzada | Distancia entre pares

0.61 0.71 1.82

Tabla 3.4: Valores del pardmetro bandwidth
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En la figura 3.12, se observa los datos correspondientes a los afios 2015 y 2016
con las etiquetas ALAO15 y ALAO16 respectivamente. Estos datos se suavizan a
través de una estimacién de densidad por medio de un kernel normal, la influencia
del pardmetro ancho de banda de las tres técnicas se visualizan en la suavidad de

la curva. El valor de 1.82 presenta un mejor suavizado de los datos en comparacion

con la validacién cruzada y la regla de silverman.

Ancho de banda: 0.6095501396926041
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Figura 3.12: Estimaciéon mediante un kernel normal

La relacion entre el ancho de banda y los ntimeros de cluster se presentan en la

Figura 3.13, evidenciado la relacién inversamente proporcional entre el nimero de

cltsteres y el valor del bandwidth.
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Relacion del Ancho de banda con el nimero de clisteres
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Ancho de Banda (Bandwidth)

Figura 3.13: Relacién Bandwidth-Clusters

El método Mean Shift busca iterativamente mover cada punto hacia una regiéon
de mayor densidad, es decir, hacia la moda mds cercana en el conjunto de datos.
El proceso que realiza el algoritmo de scikitlearn (https://scikit-learn.org/
stable/modules/generated/sklearn.cluster.MeanShift.html) se trata de una

implementacién de una version simplificada y eficiente del algoritmo Mean Shift.

Bandwidth utilizado | Num. de clusters
Regla Silverman 54

Validacién Cruzada 42
Distancia pares 5

Tabla 3.5: Grupos formados a partir del

ancho de banda

Mediante las tres técnicas del pardmetro de bandwidth se estableci6 el
numeros de clusteres como se observa en la Tabla 3.13. Los resultados marcan
agrupaciones muy altas con la regla de silverman y la validacién cruzada, con

valores de 54 y 42 agrupaciones respectivamente. El método de distancia entre
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3.2. Implementacién en una estacién meteorolégica

pares (badnwidthestimate) estableci6 un niimero coherente e interpretable de 5
agrupaciones utilizando todos los datos y el quantil de 0.15. Este resultado se

visualiza en la Figura 3.14.

Método Mean Shift Estacion ALAO
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Figura 3.14: Temperatura minima

3.2.3 Analisis por cluster

Se cuantifico las etiquetas obtenidas en cada cluster. En la tabla 3.6 se observa la

ocurrencia de datos en cada agrupacion.
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Cluster | Frecuencia
0 265
1 52
2 29
3 7
4 12

Tabla 3.6: Frecuencia
de datos en cada

cluster

Cluster 0 1 2 3 4
Anos | 2015 2016 | 2015 2016 | 2015 2016 | 2015 2016 | 2015 2016
Promedio | 7.67 7.62 | 589 441 | 261 686 | 455 1.80 | 817 1.35
Desviacion | 1.34 154 | 1.18 1.07 | 141 148 | 1.39 032 | 0.58 1.65
Minimo | 3.77 3.62 | 251 2.60 | -0.87 449 | 296 142 | 697 -1.57
Méximo | 10.04 1091 | 8.03 6.55 | 435 10.15| 642 229 | 898 3.20

Tabla 3.7: Analisis por cada cluster

En la Tabla 3.7 se observa en detalle los valores estadisticos por cada cluster en
los afios 2015 y 2016. Se dispuso de esta forma para la interpretacién y andlisis de la
temperatura minima en la regién. El andlisis se lo realizé debido a su importancia
como un factor de causa y riesgo en una variedad de sectores, desde la salud
publica hasta la agricultura y la gestién de recursos naturales. Ademaés del efecto

en la distribucién espacio temporal de la precipitacion.
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En el cluster 0 las temperaturas para ALAO 2015 y 2016 son similares con una
diferencia de 0.05 °C en la media anual, este cluster es el de mayor ocurrencia con
72 % que corresponde a 264 dias. Para los dos afios de estudio en el mes de marzo
no experimento cambios en el valor de la temperatura, mientras que el patrén en
los meses de agosto, septiembre y noviembre solo ocurrieron de 12 a 15 dias, como

se visualiza en la Figura 3.15

Serie Temporal de ALAO15 y ALAO16
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2015-01 2015-03 2015-05 2015-07 2015-09 2015-11 2016-01
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Figura 3.15: Serie temporal cluster 0

En el cluster 1 las temperaturas promedio anual para cada afio varian en dos
unidades, este cluster presenta un 15 % de ocurrencia diaria que corresponde a 53
dias. En los meses de agosto, septiembre y noviembre este patrén se present6 de 7
y 8 dias, mientras que en el mes de abril se presenta un solo dia. Existen regiones
pequeiias donde los datos de temperatura son similares como se observa en la

Figura 3.16 en los meses de febrero, mayo, octubre y noviembre.
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Serie Temporal de ALAO15 y ALAOL16
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Figura 3.16: Serie temporal cluster 1

En el cluster 2, la frecuencia de ocurrencia es de 8 % que corresponde a 30 dias.
Se present6 una diferencia de 4°C en la temperatura media anual, es decir, el afio
2015 experiment6 temperaturas de -0.87°C hasta 4.35°C, mientras que en el afio

2016 experiment6 superiores de 3.85 a 10.15°C. Los meses de febrero, marzo y abril

poseen un solo dia de ocurrencia.
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Serie Temporal de ALAO15 y ALAO16
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Figura 3.17: Serie temporal cluster 2
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Figura 3.18: Serie temporal cluster 3

En el cluster 3, con frecuencia de ocurrencia del 1.92 % que corresponde a 7 dias.

En el afio 2015 existi6 una variacién de temperatura con picos de 6.00 a 2.93°C,
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mientras que el afio 2015 se mantuvo una tendencia constante desde 2.29 hasta

1.41°C como se observa en la Figura 3.18

Finalmente, se observa que en el cluster 4 con ocurrencia del 3.01% que
corresponde a 11 dids, existe una variacién significativa entre el afio 2015 y 2016,
la temperatura para el primer afio entre 6.96 y 8.52°C mientras que en el segundo

present6 temperaturas de -1.56 a 3.20°C, como se indica en la Figura 3.19
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Figura 3.19: Serie temporal cluster 4
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Conclusiones y Recomendaciones

Conclusiones

e A partir del estudio y comprensiéon del método Mean Shift, se proporcioné una
descripcion en detalle de los conceptos tedricos y bases matematicas, destacando
las estimaciones de densidad a través de las funciones kernel y la capacidad
para identificar modas en un conjunto de datos espaciales y asignar puntos a las

modas para establecer un cluster.

e Se implement6 el método utilizando la bilbioteca scikitlearn en el lenguaje
de programacién Python. El algoritmo encontré puntos con mayor densidad

(modas) estableciendo los centroides y agrupando los datos.

e El Mean Shift present6 una limitacién asociado al ancho de banda o bandwidth,
debido a que result6 sensible a la elecciéon de este pardmetro, ya que es

inversamente porporcional al niimero de clusteres.

e Se implement6 el método con un ancho de banda de 1.38 para el analisis de
temperatura minima en la regién andina, utilizando datos del modelo CNRM
2020-2050, obteniendo 4 clusteres, donde el 93.87 % de los datos se encuentran
en un solo cluster lo que indic6 que existe baja variabilidad con datos centrados
en la media y una desviacién estdindar minima mientras que los extremos y
las anomalias se presentaron en un 6.13 % presentando una mayor desviacién

estdndar caracaterizados en el cluster 1,2 y 3.

e Laimplementacién del método en la estacion meteorolégica de Alao establecié 5
clusteres con un ancho de banda de 1.82. Se analiz6 la temperatura minima para
el afio 2015 y 2016. En el cluster 0 que corresponde al 72 % de dias se mantuvo

en una media de 7.65°C. En el cluster 1 exisitié una diferencia de 1.17 °C . En
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el cluster 2 el afio 2016 experimenta un incremento de temperatura de 4.25°C
mientras que en el cluster 3 que ocurre 7 dias al and existié un decremento de
2.75°C. Ademaés, se encontré una anomalia en el cluster 4 de un decremento de

temperatura de 8.17°C a 1.25°C que ocurre 11 dias al afio.

Recomendaciones

Se recomienda realizar la implementaciéon enfocandose en la parte espacial
del algoritmo, estableciendo la estimacién de densidad a través de un kernel
multivariado, dado que la aplicacién realizada fue un caso particular de forma

unidimensional.

Realizar un estudio exhaustivo y pertinente de la elecccién del pardmetro
del ancho de banda (bandwidth), dado que este tema sigue en un campo de

investigaciones activa.

La implementacién realizada fue mediante el lenguaje de programacién Python,
sin embargo se puede incursionar la implementacién en otros lenguajes como

Matlab y C++

64



Bibliografia

[1]

3]

[6]

CARREIRA, Miguel. “A review of mean-shift algorithms for clustering”.[en
linea],2015,(USA)[Consulta: 20 de octubre 2023]. Disponible en:
https://arxiv.org/abs/1503.00687

COMANICIU, Dorin & MEER; Peter. “Mean Shift: A Robust approach
Toward Feature Space Analysis”. IEEE Transactions on Pattern Analysis and
Machine Intelligence [en linea], 2002, (USA), vol. 24(5), pags. 603-619 [Consulta:
01 junio 2023]. Disponible en:

http://dx.doi.org/10.1109/34.1000236

CHACON, José & MONFORT, Pablo. “A comparison of bandwidth selectors
for mean shift clustering”. [en linea], 2013, (Espafia)[Consulta: 20 noviembre
2023]. Disponible en:

https://arxiv.org/abs/1310.7855

CHENG, Yizong. “Mean shift, mode seeking, and clustering”. IEEE
Transactions on Pattern Analysis and Machine Intelligence [en linea],1995, (USA),
vol. 17(8), 790-799. [Consulta: 10 junio 2023]. Disponible en:
http://dx.doi.org/10.1109/34.400568

COMANICIU, D; et al. “The variable bandwidth mean shift and data-driven
scale selection”. Proceedings Eighth IEEE International Conference on Computer
Vision[en linea],2001,(Canada), vol. 1, pags. 438-445.[Consulta: 30 octubre
2023]. Disponible en:

https://dx.doi.org/10.1109/ICCV.2001.937550.

DUDA, Richard; et al. Pattern Classificaton. 2da ed. Jhon Wiley & Sons inc,
2001, pags. 161-172.


https://arxiv.org/abs/1503.00687
http://dx.doi.org/10.1109/34.1000236
https://arxiv.org/abs/1310.7855
http://dx.doi.org/10.1109/34.400568
https://dx.doi.org/10.1109/ICCV.2001.937550.

Bibliografia

[7]

8]

[9]

[10]

[11]

[12]

[13]

EVERITT, Brian; et al. Cluster Analysis. 5ta ed. Jhon Wiley & Sons inc, 2011,
pags. 01-13.

FASHING, Mark & TOMASI, Carlo. “Mean Shift Is a Bound Optimization”.
[en linea], 2005, vol. 27, péags. 471-474.[Consultado en: 18 junio 2023].
Disponible:

https://doi.org/10.1109/TPAMI.2005.59

FUKUNAGA, K & HOSTETLER. “The estimation of the gradient of a density
function, with applications in pattern recognition”. IEEE Transactions on
Information Theory[en linea], 1975,vol. 21, pags. 32-40.[COnsulta:18 junio
2023]. Disponible en:

https://dx.doi.org/10.1109/TIT.1975.1055330.

MEER, Peter & COMANICIU, Dorin. “Mean Shift Analysis and
Applications”. Computer Vision, IEEE International Conference on [en
linea],1999,(USA), vol. 2, 1197. [Consulta: 30 octubre 2023]. Disponible en:
http://dx.doi.org/10.1109/ICCV.1999.790416

WAND, M.P & JONES, M.C Kernel Smoothinglen linea].New
York-USA:Springer-science and business media, B.V. ,1995.[Consulta:
06 noviembre 2023]. Disponible en:
https://doi.org/10.1201/014876

STORK, David; et al.. Patern classification [en linea].2da ed.USA:
Wiley editorial, 2000.[Consulta: 06 noviembre 2023]. Disponible en:
https://books.google.com/books/about/Pattern_Classification.html?
1d=Br33IRC3PkQC

WU, K.L & YANG, M.S “Mean shift based clustering”. Pattern Recognition[en
linea],2007,(Taiwan),vol. 40, pags 3035-3052.[Consulta: 8 noviembre 2023].
ISSN 0031-3203. Disponible en:
https://doi.org/10.1016/j.patcog.2007.02.006.

66


https://doi.org/10.1109/TPAMI.2005.59
https://dx.doi.org/10.1109/TIT.1975.1055330.
http://dx.doi.org/10.1109/ICCV.1999.790416
https://doi.org/10.1201/b14876
https://books.google.com/books/about/Pattern_Classification.html?id=Br33IRC3PkQC
https://books.google.com/books/about/Pattern_Classification.html?id=Br33IRC3PkQC
https://doi.org/10.1016/j.patcog.2007.02.006.

Indice alfabético

Ampliacién Taylor, 22
Distribucién de probabilidad, 4

Error cuadratico medio, 19
Error cuadratico medio integrado, 21

Esperanza matematica, 6

Funciéon de densidad, 6

Funcion kernel, 8
Kernel, 33

Orden o, 22

Soporte compacto, 11

Variable aleatoria, 3
Variable aleatoria continua, 5

Variable aleatoria discreta, 4



