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RESUMEN

El objetivo del presente Trabajo de Integracién Curricular fue generar una monografia referente
a la convergencia de series en espacios normados, apoyado en bibliografia existente y mds
destacada. La metodologia usada en el desarrollo de este trabajo de investigacidn se basé es un
enfoque cualitativo, con un alcance descriptivo y de tipo documental, ya que se buscd, recopild,
analiz6 y redacté la informacién sobre el tépico antes mencionado, detallando las distintas
definiciones de convergencia de series en espacios normados, asi mismo hallando equivalencias
entre las definiciones. Se dedic6 especial atencidn al estudio de la convergencia de series en
espacios de Banach y de Hilbert, considerando sus particularidades y propiedades distintivas. Al
concluir esta investigacion, se extraen resultados fundamentales que respaldan la relevancia y
utilidad de la monografia titulada “Convergencia de series en espacios normados”. Se anticipa
que dicho trabajo contribuird significativamente a la formacién de nuevos y actuales estudiantes
de la carrera de Matematica en la ESPOCH, proporciondndoles un entendimiento sélido de las
condiciones de convergencia de series y las diversas propiedades que estas pueden exhibir. En
ultima instancia, se espera que esta monografia sirva como una herramienta educativa valiosa,
facilitando la comprensioén y aplicacién de conceptos matemdticos avanzados en el &mbito de los

espacios normados.

Palabras clave: <CONVERGENCIA DE SERIES>, <ESPACIOS NORMADOS>, <ESPACIOS
DE BANACH>, <ESPACIOS DE HILBERT>, <CONVERGENCIA DE SERIES>.
0615-DBRA-UPT-2024
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ABSTRACT

The objective of this research project was to produce a monograph on the convergence of series
in normed spaces, supported by existing and most outstanding bibliography. The methodology
used in the development of this research work was based on a qualitative approach, with a
descriptive scope and documentary in nature. This involved the search, collection, analysis,
and compilation of information on the aforementioned topic, detailing various definitions of
convergence of series in normed spaces, as well as identifying equivalences between these
definitions. Special attention was given to the study of series convergence in Banach and Hilbert
spaces, considering their particularities and distinctive properties. At the conclusion of this
research, fundamental results were obtained that support the relevance and usefulness of the
monograph named “Convergence of series in normed spaces”. It is expected that this work will
significantly contribute to the education of new and current students of Mathematics at ESPOCH
(Escuela Superior Politecnica de Chimborazo), providing them with a solid understanding of the
conditions for series convergence and the various properties that these may exhibit. Ultimately,
this monograph should serve as a valuable educational tool, facilitating the comprehension and

application of advanced mathematical concepts in the field of normed spaces.

Keywords: <CONVERGENCE OF SERIES>, <NORMED SPACES>, <BANACH SPACES>,
<HILBERT SPACES>, <CONVERGENCE OF SERIES>.
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INTRODUCCION

El andlisis funcional es una parte importante y amplia en el drea del andlisis matematico, mas
atn en los espacios normados. La relevancia de los espacios normados radica en proporcionar un
marco estructurado para entender y estudiar conceptos fundamentales como la convergencia, la
continuidad y la topologia en espacios vectoriales.

La teoria de espacios normados surge entre los afios 1910 y 1935 con los aportes de Riesz, Helly,
Hahn y Banach, donde combinan las nociones del dlgebra lineal y la idea de distancia, gracias a
esto se pudo comprender de mejor manera los problemas del andlisis funcional lineal con mayor
generalidad y eficacia (Gamboa de Buen, 1999, pag. 34).

En 1932 Banach present6 el famoso libro “Thérie des Opérations Linéares” en donde expuso la
teoria de operadores lineales en espacios normados, se desarrolld después de los trabajos de F.
Riesz y de S. Banach. A partir del libro de Banach comenz¢ el estudio sistemdtico de los espacios
normados. Y desde 1960 la investigacion en el drea de espacios normados y de Banach creci6
considerablemente. Por lo que la teorfa de espacios de Banach gan6 mucha profundidad y alcance.
La teorfa de espacios normados tiene gran relevancia en otras teorfas como: andlisis armdnico,
teoria de aproximacion, teoria ergddica, ecuaciones diferenciales, ecuaciones integrales. Por sus
muchas aplicaciones el andlisis funcional se ha posicionado en una disciplina matemdtica muy
popular (Bruzual y Dominguez, 2005, pags. 3-4).

El andlisis funcional estd estrechamente relacionado con el andlisis matemético es por ello que
la convergencia toma gran relevancia. Este es el caso de los espacios de Banach, donde gracias
a la convergencia podremos ver si este espacio es de Banach o no. Hay varias formas de ver la
completitud de los espacios normados, ya sea por sucesiones, por series, etc.

La carrera de Matemética de la Escuela Superior Politécnica de Chimborazo (ESPOCH) cuenta
con material acerca del tépico de convergencia de sucesiones en espacios normados, pero esto
no ocurre para convergencia de series en espacios normados, por lo que es necesario realizar una
monografia referente a este tema. En este trabajo nos dedicamos a estudiar acerca de la completitud
del espacio normado mediante la convergencia de series, donde la idea de una serie se origina en
el estudio de la convergencia de sucesiones, pero se generaliza para el caso de espacios normados,
donde las series son sumas infinitas de elementos del espacio, en lugar de simplemente sumas
finitas.

Asi la finalidad de este documento es investigar, documentar y destacar caracteristicas importantes

de las series en espacios normados, asi como los criterios de convergencia de series en espacios



normados, asi el proyecto de investigacion se estructurd de la siguiente manera:

e En el primer capitulo se habla sobre el problema de investigacidn, el planteamiento del

problema, los objetivos de la investigacién y la justificacién del mismo.

e En el segundo capitulo discutimos acerca del marco teérico de la investigacion y las referencias

tedricas que usamos al realizar el proyecto de investigacion.

e En el tercer capitulo se describe el enfoque, el alcance, el disefio, el tipo y las técnicas que se

empled en el proyecto de investigacion.
e En el cuarto capitulo tratamos sobre los resultados que obtuvimos, y el andlisis del mismo.

e Finalmente, en el quinto capitulo se menciona las conclusiones y las recomendaciones del

proyecto de investigacion.



CAPITULO I

1. PROBLEMA DE INVESTIGACION

1.1. Planteamiento del problema

La convergencia de series en espacios normados es un tema fundamental en el andlsis funcional.
Sin embargo, la falta de informacion acerca de este topico genera una ausencia de conocimiento,
lo cual se convierte en uno de los principales desafios en la carrera de Matemética de la ESPOCH.
La falta de una monografia clara para resolver dudas puede generar inconvenientes, especialmente

en aquellos que deseen estudiar el tema en estudios de posgrado.

1.2. Objetivos

1.2.1. Objetivo General

Desarrollar una monografia acerca de la teoria de convergencia de series en espacios normados,
mediante el estudio de propiedades y resultados fundamentales de la convergencia, para contribuir

a la carrera de Matematica con material bibliogréfico apropiado acerca del tema.

1.2.2. Objetivos especificos

e Investigar acerca de la convergencia de series en espacios normados mediante la recoleccion de

bibliografias para la comprensioén del mismo.

e Recopilar informacidn sobre condiciones de convergencia de series en espacios normados para

el desarrollo de la teoria, en particular en los espacios de Hilbert y Banach.

e Determinar los contenidos més relevantes sobre la convergencia de series en espacios normados,
a través de un andlisis riguroso del contenido, con la finalidad de sintetizar la informacién de

manera mas efectiva.

e Plantear y redactar una monografia (en 4 capitulos l6gicamente estructurados) de estudios con
definiciones y resultados importantes, sobre la convergencia de series en espacios normados
en base a la informacion encontrada, para que sea de ayuda a los estudiantes de la carrera de

matemadtica de la ESPOCH, aplicando un enfoque cualitativo con una metodologia y estructura



sustentada en (OBI, 2018).

1.3. Justificacion

La carrera de Matematica de la ESPOCH cuenta con material acerca del tépico de convergencia
de sucesiones en espacios normados, pero esto no ocurre para convergencia de series en espacios
normados, por lo que es necesario realizar una monografia que sirva de apoyo a los estudiantes. Se
pretende contribuir al conocimiento y comprensién acerca de la convergencia de series en espacios
normados, ya que es un tema central en el andlisis funcional y una herramienta valiosa para abordar

problemas en matematicas aplicadas y ciencias fisicas.



CAPITULO 11

2. MARCO TEORICO

Al buscar informacién acerca de la convergencia de series en espacios normados nos encontramos
con (Alvarez, 2020; Clark, 2022; Parra, 2006), en donde cada autor habla acerca del tema de interés y
propiedades interesantes de las series. Para poder comprender mejor la informacién encontrada,
es necesario tener conocimientos fundamentales acerca del anélisis funcional, es por ello que a
continuacion enunciaremos definiciones importantes, y el lector interesado que desee profundizar
dichas definiciones puede revisar en (5. Kreyszig, 1978).

Un espacio vectorial es una estructura matematica que consiste en un conjunto de elementos,
Ilamados vectores, junto con dos operaciones, la suma vectorial y la multiplicacién por un escalar,
que cumplen ciertas propiedades. En un espacio vectorial, los vectores pueden sumarse entre si y
multiplicarse por nimeros reales o complejos, y estas operaciones satisfacen propiedades como la
asociatividad, la conmutatividad y la distributividad.

Una norma es una funcidn que asigna un valor no negativo a un elemento de un espacio vectorial,
y que satisface ciertas propiedades. En particular, una norma mide la magnitud o tamafio de un
vector. Formalmente, una norma es una funcién || - || que asigna a cada vector x de un espacio
vectorial un nimero real no negativo ||x||, de acuerdo con las siguientes propiedades: la norma
no es negativa, la norma es homogénea en cuanto a la multiplicacién por escalares, desigualdad
triangular.

Formalmente, un espacio normado se define como un par (V, ||-||), donde V es un espacio vectorial
y || ]| es una normaen V.

Para el estudio de series en espacios normados se necesitan conocimientos previos acerca
del algebra lineal, ya que se debe tener una comprensién sélida sobre espacios vectoriales,
subespacios, bases, independencia lineal y operaciones entre vectores. De igual forma sobre
sucesiones y limites, los tipos de convergencia; andlisis matemdtico por los conceptos de
continuidad, derivabilidad e integrabilidad; sobre topologia puesto que la nocién de convergencia
estd estrechamente relacionada con la topologia del espacio, y por ultimo célculo integral y

diferencial porque hay técnicas que son aplicadas en el estudio de series en espacios normados.



2.1. Referencias teoricas

En este proyecto de investigacion, se hizo una busqueda, recopilacién, y comprensién del material
bibliografico encontrado acerca de convergencia de series en espacios normados, y posteriormente
se redacté una monografia. Por otro lado, cabe resaltar la bibliografia especialmente en matematica
empleada al momento de desarrollar este proyecto de investigacién de tipo documental, para ello,

se ha considerado las siguientes referencias bibliogréficas:

e La convergencia de series en un espacios de Banach, (Alvarez, 2020).
e Series en espacios lineales normados, (Clark, 2022).

e Convergencia y espacios de Banach, (Parra, 2006).



CAPITULO 111

3. MARCO METODOLOGICO

3.1. Descripcién de enfoque, alcance, disefio, tipo, técnicas e instrumentos de investigacion

empleadas

Dada la finalidad del proyecto de investigacion, este trabajo tiene un enfoque cualitativo, ya que se
realiz6 un estudio de investigacion con base a la bibliografia seleccionada, de alcance descriptivo
porque el objetivo principal es detallar la informacién que se encuentre, y finalmente de tipo
documental, ya que se buscd, recopild y redacté informacion de diferentes fuentes bibliograficas
certificadas.

Se realiz6 varios métodos para la recoleccion y redaccion de la informacién acerca del tépico, que

detallaremos a continuacion:

Se busco de forma rigurosa la mayor cantidad de recursos bibliogréificos acerca del tépico de

convergencia de series en espacios normados de caracter formal.

e Se organizo el material obtenido, con la finalidad de obtener las mejores fuentes bibliograficas
y filtrar fuentes relevantes para la investigacion haciendo énfasis en la convergencia de series en

espacios normados.

e [eer y comprender la informacién que se organizé para el entendimiento de cada seccién de la

convergencia de series en espacios normados.

e Al momento de la comprension y organizacién de la informacién recolectada, se procedié a

redactar en capitulos l6gicamente estructurados del tema de investigacion.

Por tltimo, los instrumentos utilizados durante el proyecto de investigacién fueron libros virtuales,
bibliograffa virtual, dispositivo electrénico (computadora), y el documento fue escrito utilizando

el edito de texto IATEX.



CAPITULO IV

4. MARCO DE ANALISIS E INTERPRETACION DE RESULTADOS

4.1. Procesamiento, analisis e interpretacion de los resultados

Este proyecto de investigacion generd una monografia, el cual consta con 4 capitulos, los cuales
fueron organizados de la mejor manera para que el lector logré una buena compresion del
contenido.

Por lo que la monografia estd hecha de la siguiente forma: el primer capitulo se habla acerca de
los preliminares, los conocimientos necesarios para estudiar contenidos posteriores, se menciona
acerca de espacios vectoriales, espacios métricos, espacios normados, espacios pre Hilbert, de
igual forma acerca de la convergencia de sucesiones en cada espacio y ejemplos de los mismos,
y por ultimo de cuando se logra la completitud en los espacios. En el segundo capitulo se
introduce las series en espacios normados, su definiciéon y lo mds importante la convergencia
de series, asi mismo se menciona varias formas de convergencia de series, como por subseries,
de forma incondicional y la sumabilidad, se exponen ejemplos de la convergencia de series. En
el tercer capitulo nos centramos en el espacios de los reales R, y resaltando las equivalencias
de convergencia de series entre la convergencia absoluta, incondicional, por subseries y la
sumabilidad. Finalmente, en el cuarto capitulo mencionamos las series en espacios de Banach
y de Hilbert, y como la convergencia absoluta nos puede ayudar a identificar si el espacios es

completo o no. Este proyecto de investigacion propone el siguiente esquema de contenido:

Capitulo 1. Preliminares

1.1 Espacios vectoriales.
1.2 Espacios métricos.
1.3 Espacios normados.

1.4 Espacio de Hilbert.

Capitulo 2. Series



2.1 Convergencia.

2.2 Convergencia absoluta.

2.3 Convergencia incondicional.
2.4 Convergencia por subseries.

2.5 Sumabilidad.

Capitulo 3. Convergencia en R

Capitulo 4. Convergencia de series en espacios completos

4.1 Series en espacios de Banach.

4.2 Series en espacios de Hilbert.



CAPITULO V

5. CONCLUSIONES Y RECOMENDACIONES

5.1. Conclusiones

Una vez terminado el proyecto de investigacion, podemos concluir que:

e Lainvestigacion acerca de la convergencia de series en espacios normados nos permitié conocer
la bibliografia adecuada del tema, posteriormente recolectar la bibliografia del tépico. Este
enfoque nos ayudd a centrarnos en la informacién de la convergencia de series en espacios

normados.

e La recopilacion detallada de las condiciones de convergencia de series en espacios normados
nos ayudo a filtrar el contenido especifico que se requeria y mds atin en los espacios de Banach

y Hilbert. Este proceso favoreci6 a la calidad del contenido.

e El determinar los contenido mads relevantes del tema, nos condujo a evualar criticamente, a una
seleccion cuidadosa y a la correcta sintesis de la informacidn relacionada a la convergencia de

series en espacios normados.

e Laredaccién de la monografia de la convergencia de series en espacios normados es un recurso
importante para los estudiantes de la carrera de matemdtica de la ESPOCH, utilizando la
metodologia de (OBI, 2018), que establecié un fundamento sélido. Esta propuesta buscé dar un
documento de alta calidad que sirva de guia para comprender el tema de convergencia de series

en espacios normados.

5.2. Recomendaciones

Debido a que la monografia “Convergencia de series en espacios normados”, va dirigida a los
estudiantes de la carrera de Matemdtica de la ESPOCH, se recomienda que el documento sea
de facil acceso para ellos, con la finalidad de que puedan expandir sus conocimientos en dicho
tema. De igual forma, se sugiere un estudié mas profundo acerca de la convergencia de series en
espacios normados en distinto espacios, en especial el espacio de los complejos. De igual forma

para complementar este trabajo se puede proponer més ejemplos didacticos para comprender el

10



comportamiento de las series, y buscar situaciones en la vida cotidiana en donde se pueda aplicar

este tema.

11
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ANEXO A: CONVERGENCIA DE SERIES EN ESPACIOS NORMADOS.
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Raul Nufiez

Infroduccion

El andlisis funcional es una parte importante y amplia en el area del anélisis
matemdtico, més atn en los espacios normados. La relevancia de los espacios
normados radica en proporcionar un marco estructurado para entender y estudiar
conceptos fundamentales como la convergencia, la continuidad y la topologia en
espacios vectoriales.

La teoria de espacios normados surge entre los afios 1910 y 1935 con los aportes
de Riesz, Helly, Hahn y Banach, donde combinan las nociones del dlgebra lineal
y la idea de distancia, gracias a esto se pudo comprender de mejor manera los
problemas del anélisis funcional lineal con mayor generalidad y eficacia [8].

En 1932 Banach present6 el famoso libro “Thérie des Opérations Linéares” en
donde expuso la teoria de operadores lineales en espacios normados, se desarrollo
después de los trabajos de F. Riesz y de S. Banach. A partir del libro de Banach
comenz6 el estudio sistemético de los espacios normados. Y desde 1960 la investi-
gacion en el drea de espacios normados y de Banach creci6 considerablemente. Por
lo que la teoria de espacios de Banach gané mucha profundidad y alcance. La teoria
de espacios normados tiene gran relevancia en otras teorias como: andlisis armoni-
co, teoria de aproximacion, teoria ergddica, ecuaciones diferenciales, ecuaciones
integrales. Por sus muchas aplicaciones el analisis funcional se ha posicionado en
una disciplina matemadtica muy popular [3].

El andlisis funcional estd intimamente relacionado con el andlisis matematico es
por ello que la convergencia toma gran relevancia. Este es el caso de los espacios
de Banach, donde gracias a la convergencia podremos ver si este espacio es de
Banach o no. Hay varias formas de ver la completitud de los espacios normados,
ya sea por sucesiones, por series, etc.

La carrera de Matematica de la Escuela Superior Politécnica de Chimborazo (ES-

POCH) cuenta con material acerca del tépico de convergencia de sucesiones en
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espacios normados, pero esto no ocurre para convergencia de series en espacios
normados, es por ello que es necesario realizar una monografia referente a este
tema. En este trabajo nos dedicamos a estudiar acerca de la completitud del espacio
normado mediante la convergencia de series, donde la idea de una serie se origina
en el estudio de la convergencia de sucesiones, pero se generaliza para el caso de
espacios normados, donde las series son sumas infinitas de elementos del espacio,
en lugar de simplemente sumas finitas.

Por lo que la finalidad de este documento es investigar, documentar y destacar ca-
racteristicas importantes de las series en espacios normados, asi como los criterios
de convergencia de series en espacios normados, asi el proyecto de investigacion

se estructurd de la siguiente manera:

= En el primer capitulo se habla sobre los conocimientos previos que necesi-
taremos para capitulos posteriores, acerca de espacios vectoriales, espacios
métricos, espacios normados, y espacios de Banach y Hilbert.

= En el segundo capitulo discutimos acerca de las distintas definiciones de
convergencia de series.

= En el tercer capitulo se describe la convergencia de series en R y cuales son
las equivalencias entre las distintas definiciones de convergencia.

= Finalmente, en el quinto capitulo se menciona resultados importantes, siem-

pre teniendo cuenta que los espacios sobre los que trabajamos son completos.
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La finalidad de este capitulo es recordar las definiciones bésicas y los resultados

fundamentales sobre los espacios vectoriales, los espacios métricos, los espacios
normados y los espacios de Banach y de Hilbert; que serdn utilizados implicita-
mente en el desarrollo de los capitulos posteriores, con el propodsito de hacer el
tratamiento del presente trabajo razonablemente autocontenido. La mayoria de
estos resultados fundamentales se dan sin demostracion, pero en compensacion se
daran ejemplos, formalmente desarrollados y demostrados, que complementaran
su facil comprension. Aun asi, se dardn las demostraciones de algunos de los resul-
tados, que el autor considera serdn de gran importancia para el pleno desarrollo del
tema del presente trabajo. En la seccién 1.1 se dan las definiciones bésicas de los
espacios vectoriales. En la seccion 1.2 se trataran los espacios métricos. Se daran
ejemplos clésicos de tales espacios, entre ellos los espacios euclidianos. Se tratard
principalmente en concepto de convergencia y los resultados fundamentales sobre
este se demostrardn formalmente, con miras a establecer la idea de los espacios

métricos completos. En la seccion 1.3 se tratardn los espacios normados. Se daran
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1.1 Espacios vectoriales Raul Nuifiez

los ejemplos clésicos de espacios normados, como los espacios euclidianos y los
espacios (1 < p < ), co y co- Se vera a los espacios normados como espacios
métricos, via la métrica inducida por su norma, y asi se estableceran formalmente
los resultados de convergencia en los espacios normados. Esto con el objetivo de

introducir los espacios de Banach y en la seccion 1.4 a los espacios de Hilbert.

El lector interesado en ampliar los conocimientos de los temas tratados, puede
referirse a [19] para espacios vectoriales, a [18] para espacios métricos y espacios

de normados, a [7] para espacios de Banach y de Hilbert.

Espacios vectoriales

Definicion 1.1.1 Un espacio vectorial sobre un campo F, es un conjunto V,

con operaciones de suma y producto escalar definidas como:

+: VXV =V
(x,y) = x+y.
G FXV =V

(a,x) = a-x,

y que satisfacen:

Al. Para cada par x,y de elementos en V, existe un Unico elemento en V
denotado por x +y. Es decir, V es cerrado para la suma.

A2. Conmutatividad para la suma.
Para cada par x,y de elementosen V : x+y=y+x

A3. Asociatividad de la suma.
Dados x,y,z elementosen V : (x+y) +z=x+ (y+2)

A4. Existencia del elemento neutro para la sumaen V.
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Existe un elemento en V, denotado por 0, talque x+0=0+x=x,Vx €V
AS. Existencia en V del opuesto aditivo.
Para cada x en V, existe un elemento y en V tal que x+y =y+x = 0. Este
elemento y se denota como —x, es deciry = —x
A6. Para cada elemento x en V, y cada elemento o en el campo F, existe un
unico elemento en V denotado por o - x
A7. Paracadax €V :1.-x=x,siendo 1 la unidad del campo F'.
A8. Ley asociativa de la multiplicacion escalar.
para cada par @, 8 de elementos del campo F y cada elemento x en V:
(aB)-x=a- (B -x)
A9. Distributiva de la multiplicacién escalar respecto a la suma.
Para cada elemento « en el campo F, y para cada par de elementos x,y
enV:
o-(x+y)=a-x+a-y
A10. Distributividad de la multiplicacidn escalar respecto a la suma de escala-
res:
(a+B)x=a-x+p-x
= Ejemplo 1.1.1 R” es un espacio vectorial donde R" = {(x1,...,x,); x; € R, i =

1,2,...,n} con la adicién definida como:

(xla"'axn)+ (yla"'ayn) = ()C] +V1,- "7-xn+yi’l)
y el producto por un escalar como:

Alxp,eooxn) = (Axy, ..., Axy).

= Ejemplo 1.1.2 El espacio K" es un espacio vectorial de todas las sucesiones

escalares, con las siguientes operaciones, donde (x;), (y;) € KNy A € K
g
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= () + (i) = (xi + i)
u 7L(x,~) = (lxi).

Definicion 1.1.2 Sea V un espacio vectorial y {vy, vz, ..., v,} un conjunto de
vectores de V. Se llama combinacion lineal de los vectores vy ,vs, ..., v, al
vector

v=aivitaxva+---+ayvy

cualquiera que sea la eleccion de los escalares ay, ap, ..., an.

Definicion 1.1.3 Un conjunto de vectores {vi, vz, ..., v,} de un espacio
vectorial V, se llama un conjunto generador de V, si todo v € V se puede

expresar como combinacion lineal de los vectores vy, vo, ..., V.

tiene un conjunto generador con una cantidad finita de elementos. Es decir, V es
de dimension finita si existe una familia finita de vectores (v, va, v3,..., v,) €

V tal que todos los vectores en V se puede expresar como combinacion lineal.

Definicion 1.1.5 Una base de Hamel B de un espacio vectorial V sobre un
cuerpo K es un subconjunto linealmente independiente de V que genera V. Esto

quiere decir que B debe cumplir dos condiciones:

| Definicion 1.1.4 Se dice que V es un espacio vectorial de dimension finita si
¢ Independencia lineal: Para cada subconjunto finito {vy, ..., vy} de B,
sicivy + -+ cmvm = 0 para ciertos escalares, ¢y, ..., ¢, € K, entonces
ci=-=c¢,,=0.
e Propiedad generadora: Para cada vector v de V, se pueden elegir es-
calares ay, ..., a, € Ky vectores de la base v, ..., v, € B tales que

u=avy+---+ayvy.
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1.2 Espacios métricos

Definicion 1.2.1 Una métrica o distancia sobre un conjunto X es una funcién

d: XxX —R

(x,y) —> d(x,y)

que satisface las siguientes propiedades para cualesquiera x, y, z € X

1. d(x,y) > 0;

2. dx,y) =0 x=y;

3. d(x,y) =d(y,x);

4. d(x,y) <d(x,2) +d(z,y);

Si d es una métrica sobre X, entonces la dupla (X, d) es llamado espacio

métrico.

= Ejemplo 1.2.1 — La rectareal R. Es el conjunto de todos los numeros reales,

con la métrica usual definida como,

d(x,y) =[x =yl.

= Ejemplo 1.2.2 — Plano euclideano R?. El espacio métrico R2, llamado el
plano Euclideano, es obtenido si tomamos el conjunto de pares ordenados de
nimero reales, escritos x = (x1, x2) y y = (1, y2), etc., y la métrica Euclideana

definida como,

d(x.y) = /(1 =) + (2 = )2

Otra espacio métrico es obtenido si escogemos el mismo conjunto que antes, pero

otra métrica d; definida por:
di(x,y) = |x1 = y1]+ x2 — y2l.

11
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Figura 1.1: R? con d(x,y)

Figura 1.2: R? con d (x,y)

= Ejemplo 1.2.3 — El espacio euclideano R". El ejemplo anterior es un caso
particular de el espacio Euclideano de n-dimensiones R”. Este espacio se obtiene si

tomamos el conjunto de todas las n—tuplas ordenadas de numeros reales, escritas

X:(Xl,-..,xn>, y:(yla"‘7yn)7

y la métrica euclidiana definida como,

d(x.y) = /(=32 ().

12
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= Ejemplo 1.2.4 — El espacio métrico discreto. Tomamos cualquier conjunto

X y sobre este conjunto la llamada métrica discreta, definida como

I si x#y,

0si x=y.

d(xay) =

Este espacio (X, d) es llamado espacio métrico discreto.

Definicion 1.2.2 Sea (X,d) un espacio métrico. Toda funcién de N en X, se

llama sucesion en X, es decir, una funcion

x:N—X

n— x(n) =x,

Notaremos como x = (X )eN-

Cuando no haya motivo de confusién, escribiremos la sucesion (x,),cn simple-
mento como ().
Definicion 1.2.3 Sea (X,d) un espacio métrico, la sucesion (x,) es convergente

ax € X, siparatodo € > 0, existe ng € N tal que
d(xn,x) <€, Vn>ng
En este caso x € X es llamado limite de la sucesion y es denotado como

Iimx,=x 6 x, —x
n—yoo

Si (x,,) no converge, se dice que es una sucesién divergente.
= Ejemplo 1.2.5 Seax = (x,) en R con x, = % Veamos que es convergente hacia

0. Considerando la métrica usual.

En efecto, aplicando la definicién tenemos que, para todo € > 0, por la propiedad

13
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arquimediana existe ng € N tal que % < & . Por lo tanto,

A x) = d (%,0) _

Se tiene que para todo n > ng se cumple que d (%,O) < €. Asi % — 0.

1 .
=—-<E, stn > ng.
n

1
n

= Ejemplo 1.2.6 La sucesién x = (x;) con x,, = n es divergente. Considerando la
métrica usual.

Veamos por reduccién al absurdo. Supongamos que existe L € R, tal que x,, — L.
Por lo tanto, para todo € > 0, existe ng € N tal que d(x,, x) < € para todo n > ny.
Asi,

d(xp, x)=|n—L| <€

ahora por propiedades del valor absoluto,
—e<n—L<e (Vn>ny)

—e+L<n<e+L (VYn>np)
y vemos que estamos acotando a n € N, lo que es una contradiccion ya que no
podemos acotar los nimeros naturales, asi x,, diverge.

Definicion 1.2.4 Sea (X, d) un espacio métrico, una subsucesién de una suce-

sién dada (x,) es otra sucesion (X, ), eN-
; . .. —1)"
= Ejemplo 1.2.7 Consideremos la sucesion x;,, = %, con n € N, podemos obtener

las siguientes subsucesiones

_]2k
Loy =5 keNw=(3, 4 g )

—1)*+] : 11 1
2 3 =5k keNsye= (-4, -1, -4, )

14
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k
3. Xy, = %, con k primo; y; = (

N —

>3 5 D 11> -

Proposicion 1.2.8 Six, — x, entonces x,, — x para toda subsucesion (x,, ) de

(Xn)-

Demostracion:

Ya que (x,) converge hacia x entonces para todo € > 0, existe ny € N tal que para
todo n > ng, d(x,, x) < €. Ya que ny > k para todo k, si k > ng, entonces ny > ng y
por lo tanto, d(x,,, x) < €. O
Podemos concluir que una sucesion no converge si los términos de la sucesion no
se acercan entre si. Esto es, si x, — x entonces dado € > 0, existe ng € N tal que
d(xy, xm) < € sin, m > ng. Esta condicién es necesaria para la convergencia, y es
llamada la condicién de Cauchy.
Pero, solo en cierto espacios esta condicion es suficiente, y estos espacios son los
llamados espacios métricos completos.
Definicion 1.2.5 Sea (X,d) un espacio métrico. Decimos que una sucesion
(xn) C X es una sucesion de Cauchy si para todo € > 0 existe un ny € N tal
que,

d(xpm,xn) < €, Vn,m>ng
s Ejemplo 1.2.9 La sucesion {rh’i—l} es de Cauchy, considerando la métrica usual.

Sea € > 0. Consideremos k € N tal que k > %, y por tanto % < £. Ademds, si
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n,m > k, entonces se sigue que

n m nm—+n—nm—m
n+1_m—|—1‘ (n+1)(m+1) ‘
n—m
(n+1)(m+1)‘
n—m

1 1
- ',pues (n+1)(m+1) > nm

n m

nm nm
I 1

m n

Por tanto, {n”?} es de Cauchy.

Definicion 1.2.6 Sea (M, d) un espacio métrico y A C M. A es acotado si

existe un nimero b > 0 tal que d(x,y) < b, para todo x, y € A.

Hay distintas relaciones entre la convergencia, sucesiones de Cauchy y sucesiones
acotadas, la siguiente proposicién nos proporcionara estas relaciones.

Proposicion 1.2.10 Sea (X,d) un espacio métrico y (x,) una sucesién en X.

1. Si (x,) converge, entonces (x,) es una sucesién de Cauchy.
2. Si (x,) es una sucesién de Cauchy, entonces es acotada.
3. Si (x,) es una sucesion de Cauchy y alguna subsucesion de (x;) converge

a x, entonces (x,) converge a x.
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Demostracion:

1. Supongamos que x,, — x por lo que, para todo € > 0, existe ng € N tal que si

n > ng entonces d(x,, x) < % Entonces, si m, n > ny,

E €
(i, ) < (o, ) +d(x2) < 545 =€

2. Ya que (x,) es una sucesion de Cauchy, entonces existe ng € N tal que si

m, n > ng entonces d(x,,, x,) < 1. Tomemos
M= méx{d(xb xn())’ d(x27 xno)a sy d(xm xn071>7 1}

por lo que, para todo n, d(x,, xn,) < M.Asi (x,) es acotada.

3. Supongamos que x,, — x. Entonces, dado € > 0, existe K tal que para todo
k > K, se tiene que d(x,,, x) < 5. Ya que (x,) es de Cauchy, existe ng
tal que para todo m, n > ng, se tiene que d(x,, x,) < 5. Ahora tomemos

N = méx{ng, no} por lo que n > N implica
d<xn> X) S d<xn> -an) +d(an,x) S

Asi (x,) converge a x. O
Definicion 1.2.7 Sea (X,d) un espacio métrico, se dice que (X,d) es completo

si toda sucesion de Cauchy en X es convergente en X.

s Ejemplo 1.2.11 R y R" son completos con las métricas usuales. Mdas adelante

en el ejemplo (1.3.9) demostramos que R es completo con la métrica usual.

Espacios normados

Definicion 1.3.1 Sea V un espacio vectorial sobre K, donde K serd siempre R

17
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o C. Una norma es una funcion,

I|-]]:V—K
x— |[lxll,
que satisface las siguientes propiedades, para cualesquiera x, y, z € X y para
cualquier A € K

Ni. |Ix][ = 0;
Ny. ||x||=0<x=0;

N |[Ax]| = [A][[«];
Ny |[lx+yll < [l + Iyl
Aladupla (V,||-]]) le llamaremos espacio normado.

= Ejemplo 1.3.1 El espacio V = RR" es un espacio normado, donde la norma esta

definida como:

Donde x = (x1, x2, ..., x;) € R™.

Demostremos que ||x||, es una norma. Para esto debe cumplir las cuatro condicio-
nes.

1) Sea x € R". Por definicién de valor absoluto |x| > 0, por lo que |x|*> > 0, asi

n
Y |x;|? > 0y por dltimo
i=1

; 1/2
[Ix[l, = (lez'lz) > 0.
i=1

Por lo tanto se cumple Nj.
2) Seax € R™.

=) Supongamos que
; 1/2
[Ix[l, = (Z Ixz'|2> =0,
i=1

18
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por lo tanto
n
Z |xi|2 =0,
i=1

para que esto ocurra
lxi|>=0 paratodo i=1, ..., n
|xj| =0 paratodo i=1, ..., n.
Ahora, por una propiedad del valor absoluto
xi =0 paratodo i=1, ..., n.

Ya que es paratodoi =1, ..., n, se tiene que x = 0.

<) Supongamos que x = 0. Se tiene que

; 1/2
X[l = (Z |0|2>
i=1

=)'

=0

Por lo tanto ||x||, = 0. Asi N, se cumple.

3) Seax € R" y A € K. Debemos ver que ||Ax||, = |A]]x],
i 1/2
[ Ax]], = ZWC:‘V)
i=1

1/2
n
= Z A2 |xi|2> por propiedades del valor absoluto,
i=1

1/2
= ])L|2i]x,-|2> / yaque A no depende de i,
- 1/2
—(Ap)"” (2 w)
. 1211/2
=[] (;Zi |xz'|2) = Al -
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Asi N3 se cumple.

4) Sea x, y € R". Para ver la desigualdad triangular usaremos la desigualdad de

Cauchy-Schwarz.

n
Ix+y03 =Y xi+yil?
i=1

n
= Z il ® - 2y + [vil*

I
M:

x,|2+22 i |yi] + Z |y1|2
1 i=1 i=1

i

N

i=1 i=1

i=1

. 1/2 . 12\ 2
~((Ewr) +(£0r)
i=1 i=1

2
= ([lxll2 +1¥ll2)

Por lo tanto

2 2
[e+ll2 < (el + 11yl

de donde,
e+ ylly < llxlly + 1l

Asi N4 se cumple.

Ya que ||x||, cumple las cuatro propiedades, entonces es una norma.

= Ejemplo 1.3.2 El espacio /7, con 1 < p < oo, [” es el espacio vectorial de las
sucesiones reales (x;) donde la serie Y ;< |x;|? converge. En otras palabras,

1P = {(x;)ien € KN : ¥jen [xi]P < o0}, y cuenta con la siguiente norma:

- I/p
[Ix[[p = (Z Ixnl”> :
n=1

Demostremos que ||x||, es una norma.

Para ver que Ny, N,, N3 se cumple, el procedimiento es similar a la demostracion del
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1.3 Espacios normados Raul Nuifiez

ejercicio anterior, y ademads tengamos en cuenta que la serie Y ;o |x;|” converge.
Ahora para N; se necesita de la desigualdad de Minkowski, como veremos a
continuacion.

4) Seax, yell.

n 1/p " 1/p . 1/p
(Z |x; +)’i|p> < (Z |x,~|p> + (Z |y,~|p> , por la desigualdad de Minkowski,
i=1 ] i=1

Por lo tanto

n
1=

- 1/p - 1/p\ P
i +yil? < (Z!xz'l”) +<Z\yi!”>
i=1 i=1

Ya que es cierto para todo n € N, entonces

X Fickyil? = lim ) i il < (Z \ml") + <Z lyi\”>
i=1 i=1 i=1 i=1

Asi

1

o oo 1/p o 1/p\ ?
Y xityilP < <Z|xi|p) + (Z |yz'|p>
i=1 i=1 i=1

n 1/p oo 1/p oo 1/p
<Z |Xi+yz'\p> < (Z |Xi|p> + <Z|yi|p)
i=1 i=1 i=1

Concluyendo que [|x;+yill, < [lxill , + [yl
Ya que [x||, cumple las 4 propiedades, entonces es una norma.

Ahora si p = oo, [ consiste de las sucesiones reales acotadas. En otras palabras,

1° = {(x;)ien € KN : sup |x,| < e}, y cuenta con la siguiente norma:
neN

]| = sup [xa]-
neN

La demostracién de que es una norma es similar a las anteriores demostraciones.
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= Ejemplo 1.3.3 Consideremos los espacios cg y coo. Donde c¢g es el espacio

vectorial de las sucesiones reales que tienden a cero, es decir
co = {(xn)nEN e k" S Xp = O}
y coo de las sucesiones reales casi nulas, es decir
00 = {(Xn)pen €KY :IN=N(x) e Ntal que x, =0sin >N},
los dos espacios cuentan con la norma:

[ Pnlfeo = sup |xal.
neN
Al espacio normado (V,||-||) lo podemos dotar de una métrica d(x,y) = ||x—y||,
V x,y € V y asi, las definiciones que mencionamos anteriormente para espacios

métricos lo podemos utilizar en espacios normados.

Si (V,||-||) es un espacio normado y consideramos la métrica
d(x,y) = |[x—y]|| y (x,) es una sucesion en V. Entonces x,, — x si y s6lo si, dado

€ > 0, existe N € N tal que ||x, —x|| < € para todon > N.

Demostracion:

=) Supongamos que x, — x, ahora por definicién, dado € > 0 existe N € N tal
que d(x,, x) < € para todo n > N. Ya que d(x,y) = ||x — y|| tenemos que, dado
€ > 0 existe N € N tal que ||x, —x|| < € paratodon > N.

<) Consideremos una sucesion (x;) en V, por hipétesis, dado € > 0, existe N € N
tal que ||x, —x|| < € para todo n > N. Ya que d(x,, x) = ||x, —x||, tenemos que,
dado € > 0, existe N € N tal que d(x,, x) < € para todo n > N, por lo tanto (x,)

converge ax € V. 0
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1.3 Espacios normados Raul Nuifiez

En este caso x € V es llamado limite de la sucesion y es denotado como

limx,=x 6 x,—x
n—oo

Si (x,) no cumple la proposicion (1.3.4), se dice que es una sucesion divergente.

Teorema 1.3.5 Sea (x,) y () dos sucesiones convergentes a x e y respectiva-

mente, y & € K, entonces

1. lim ox, = ax,
n—oo

2. r}l’_r&xn—i—yn:x+y.

Demostracion:

1. Por hipdtesis (x,) es una sucesion que converge a x. Ahora consideremos el

caso de que o = 0, por lo tanto

IimO-x,=0-x=0.
n—oo

Si o # 0, dado € > 0, existe ng € N tal que ||x, —x|| < ﬁ para todo n > ny.
Por lo tanto,
8 J—

2] €, para todo n > ny.

[[oex, — x| = [ ][l — x| <]

Asi lim ox,, = ox.
n—yoo

2. Por hipétesis (x,), (y,) son sucesiones convergente a x e y, por lo tanto, dado

€ > 0, se tiene que

& ) . E
3 > 0, existe ng tal que para todo n > ng se tiene que ||x, —x|| < ok
& . . E
3 > 0, existe n; tal que para todo n > nj se tiene que ||y, —y|| < 5

Ahora tomemos ny = max{ng, n, }, entonces si n > n; se tiene que
E

=€
2

£
G +3n) = 2+ ) < v =l +llya =yl < 5 +
Asi, lim x, +y, =x+y.
n—soo
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Que es lo que queriamos probar. 0

A partir del teorema (1.3.5) se sigue que

lim ax, + By, = ox+ By.
n—soo

Teorema 1.3.6 Sea (X, ||-]|) un espacio normado sobre K. Entonces

(@) | llxll = Iyl | < llx = yll para todo x, y € X;

(b) Si (x,) en una sucesién en X y x,, — x. Entonces lim ||x,|| = ||x||.
n—oo

Demostracion:

Para (a): |[x[| = |lx—y+y|| ahora por Ny se tiene que, [x —y+y[| < [lx—y[+ly]

x| < [l =yl +[lyll, ast
@) [l =iyl < le =1l

por otro lado ||y|| = ||y —x+x]|| y por N4 tenemos que ||y —x+x|| < ||y —x]|| + ||x]|,

por lo tanto,

pero

[y =xl = I(=D =) == 1lx=y] = [lx =yl
Reemplazando, ||y —x+x|| < ||x—y|| + ||x|| entonces, [|y|| < ||x—y|| + ||x||, multi-
plicando por (—1) se tiene que,

(i) =[x =yl < el = vl
ahora por (i) y por (ii) se conluye que —|lx —y[| < [lx]| = [ly[| < [lx = || y por

propiedad del valor absoluto, | ||x|| —[ly[| | < lx—y|.

Para (b): Por hipdtesis x, — x, es decir para cada € > 0, existe ny € N tal que

%, —x|| < € sin > ng. Por (a) sabemos que | ||x,]| — ||x|| | < [}, — ]|, por lo tanto
| [xall =[xl | < &, sin > no, ast [lxal| — [lx].
Lo que queriamos probar. 0
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Si (V,||-||) es un espacio normado y consideramos la métrica
d(x,y) = ||x—y|| y (xn) es una sucesién en V. Entonces (x,) es una sucesién de
Cauchy si y sélo si, dado € > 0, existe N € N tal que ||x,, — x,|| < € para todo

n, m>N.

Demostracion:

=) Supongamos que (x,) es una sucesiéon de Cauchy, ahora por definicidn,
dado € > 0 existe N € N tal que d(x,, x,) < € para todo n, m > N. Ya que
d(x,y) = ||[x—y|| tenemos que, dado € > 0 existe N € N tal que ||x, —x,,|| < € para
todon, m > N.

<) Consideremos una sucesion (x,) en V, por hipétesis, dado € > 0, existe N € N
tal que ||x, — X, || < € paratodo n, m > N. Ya que d(x,, X»,) = ||Xy — Xm||, tenemos
que, dado € > 0, existe N € N tal que d(x,, x,,) < € para todo n > N, por lo tanto

(xn) es una sucesion de Cauchy. O

Definicion 1.3.2 Sea (V|| -||) un espacio normado se dice que es un espacio

de Banach si (V,d) es un espacio métrico completo.

De ahora en adelante, a menos que se indique lo contrario nos referiremos a la

métrica d en el espacios normado, como la métrica d(x,y) = ||x—y||.

= Ejemplo 1.3.8 Veamos un ejemplo de espacio lineal normado no completo,

consideremos el espacio Q con la siguiente norma
x| = |x|, VxeQ

Sea la sucesion (x,) = (1 + %)n una sucesién de Cauchy en QQ, en donde se tiene

1 n
lim (1 + —) =e,
n—soo n
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pero e no pertenece a , por lo tanto (Q no es completo y asi no es de Banach.

= Ejemplo 1.3.9 El espacio vectorial R, es un espacio de Banach, si definimos la

siguiente norma:

Il = ¥, VxeR

En efecto, sea (x,) una sucesion de Cauchy en R, por lo tanto (x,) es acotada. Asi
existe una subsucesién (x,, ) de (x,) que converge a x € R.

Ya que (x,) es de Cauchy, para todo € > 0, existe ng € N tal que

E
[0 = Xim || = |xn — x| < 2 para todo m, n > ng
Por otro lado ya que (x,, ) converge a x, existe n; > ng tal que

€
2

[y = X[} = |y — x| <

Ya que n; > ng, si hacemos m = n; en ||x, — x,,|| obtenemos que

€
|10 — xn, || < X Vn>ng

Sin > ng se tiene que

&

=€
2

€
120 = xl| = (0 — Xy ) 4 (e =) < ot — oy [+ o0y —x] < B +
Por lo tanto (x,) converge a x. Concluyendo que R es un espacio de Banach.

Hemos dicho que al espacio normado lo podemos dotar de una métrica. Pero hay
que tener cuidado, no siempre una métrica d proviene de una norma, para podernos
asegurar de esto, se tiene la siguiente proposicion.

Proposicion 1.3.10 Sea d una métrica sobre el espacio vectorial X. Si d es

inducida por una norma. Entonces,
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1. d(x+z, y+z) =d(x,y) paratodo x, y, z€ X
2. d(ax, ay) = |a|d(x,y) paratodox, y € X y todo @ € R

Demostracion:
1. Veamos que d(x+z, y+z) =d(x,y) paratodo x, y, z € X
dx+z, y+2)=|lx+z—(y+2)||
=|lx+z-y—z]|

= |x =yl = d(x,y)
2. Ahora para d(ox, ay) = |ot|d(x,y) paratodox, y € X y todo & € R

d(ox, ay) =|lox— ayl|

=[la(x=y)ll
=laf[x=yll = |ed(x,y)

Que es lo que queriamos probar. 0
Definicion 1.3.3 Sea X un espacio vectorial, y ||-|| una norma sobre X, se dice
que ||-|| es equivalente a otra norma |||, sobre X, si existe nimeros positivos a

y b tal que para todo x € X se tiene que

all-flo < Il < &1l-flo

Tenemos un resultado interesante, a partir de esta definicion.

Teorema 1.3.11 Sobre un espacio vectorial de dimension finita X, cualquier

norma ||-|| es equivalente a cualquier otra norma ||-||,.

Demostracion:

La demostracion puede verse en ( [7], pag. 75). 0
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1.4 Espacio de Hilbert

Definicion 1.4.1 Sea V un espacio vectorial. Un producto interior en V es una

funcion.
(-, ):VxV—K
(x, ) — (x, ¥)

que satisface las siguientes propiedades, para cualesquiera x, y, z € V' y para

cualquier A € K,

L (x+y, 2) = {x, 2) +{y, 2);
2. (ox, y) = o{x, y);

3. (6 3= x)3

4. (x,x) >0

5. (x,x)=0 = x=0

Notemos que a través del producto escalar se puede definir una norma como:

||x|| = 1/ {x, x), y asu vez podemos definir una métrica: d(x,y) = v/(x—y, x—y)

Definicion 1.4.2 — Espacio de Hilbert. Un espacio de prehilbertiano (V, (-,-))

se dice un espacio de Hilbert si el espacio (V, || - ||) es completo.

Definicion 1.4.3 Un elemento x de un espacio pre-Hilbert V, se dice que es

ortogonal a un elemento y € V si

<X, y> =0.

También decimos que x y y son ortogonales, y escribimos x L y.
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Definicion 1.4.4 Un conjunto ortogonal M en un espacio pre-Hilbert V es un
subconjunto M C V cuyos elementos son ortogonales dos a dos. Un conjunto
ortonormal M C X es un conjunto ortogonal cuyos elementos tienen norma 1,
es decir, paratodo x, y € M

o ={] 57

I si x=y.

Teorema 1.4.1 — Desigualdad de Bessel. Sea E un espacio pre-Hilbert y

{x1, x2, x3,...} C E un sistema ortonormal. Entonces, para todo x € E se verifica

Z x, xe) |2 < ||x])%

Demostracion:

n
Sea n > 0 natural y llamemos y, = x— Y. (x,x;)x;. Entonces, param=1,2...,n
k=1

n n
(Vs Xm) = (X, Xm) Z X, X5) Xk X ) = (X, Xn) Z X, Xx) O = 0.
k=1 k=1

Es decir, {y,, (x,x1)X1,...,{x,x,) X, } €s un sistema ortogonal. Usando el teorema

de Pitdgoras y que ||x¢||> =

n
Yot Y (x,x0) X
k=1

2
[lx[l” =

n n
2 2
= yall® + X 106 P [l > Z X,%¢) |

k=1

Tenemos por tanto Y |(x,xx) 2 < ||x||? y tomando supremos sobre n obtenemos

la desigualdad de Bessel. U
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El primer caso que registra el uso de una suma infinita de términos de una sucesion,

se remonta hasta la antigua Grecia, con Arquimedes, quien probablemente usé
este tipo de ideas para determinar el drea encerrada bajo el arco de una pardbola.
Otras ideas relacionadas con el uso de series y sucesiones para la representacion
de determinadas funciones se concibieron en India durante el siglo XIV, época en
que se destaca el trabajo de Madhava. Madhava también fue de los primeros en
considerar el problema de la convergencia de una serie, es decir, determinar si la
suma infinita de los términos de una sucesion es igual a algiin nimero real. Madhava
desarroll6 algunos métodos y test de convergencia. En Europa, sin embargo, este
tipo de problemas fueron estudiados en profundidad solo a partir del siglo XIX
con los trabajos, entre otros, de Euler, Cauchy y Gauss. Cabe destacar el estudio
de Fourier sobre las sumas infinitas de expresiones con funciones trigonométricas.
Estas se conocen hoy como series de Fourier, y son herramientas muy utiles tanto
en las matematicas puras como en las aplicadas. Ademas, la investigacion de

funciones que pudieran ser iguales a series de Fourier llevo a Cantor al estudio



Raul Nufiez

de los conjuntos infinitos y a una aritmética de nimeros infinitos. En la seccion
2.1 se habla sobre la convergencia habitual de una serie, tomando en cuenta la
sucesion de sumas parciales, asi mismo, se demuestra la unicidad de la suma y la
la unicidad de la suma de dos series por escalares; en la seccion 2.2 se trata acerca
de la convergencia absoluta y se expone ejemplos en donde ya se tiene la nociéon
de la importancia de la completitud del espacio; en la seccion 2.3 se menciona la
convergencia incondicional de las series y como esta convergencia depende del
ordenamiento; en la seccion 2.4 se da la convergencia por subseries, se expone
un ejemplo y se demuestra que la suma de cada subserie es Unica; y por ultimo
en la seccion 2.5 se explica otra forma de convergencia de series, en este caso la

sumabilidad y se demuestra su unicidad.

En la actualidad la convergencia de series es un concepto fundamental en el andlisis
matematico y tiene diversas aplicaciones en la teoria de nimeros, calculo, dlgebra
y otras ramas de las matematicas. El propdsito de este capitulo es presentar los

conceptos y formas de convergencia de series en espacios normados.

Vamos a tener las siguientes consideraciones, el espacio normado X es real, ||-|| es
la norma en X.
Definicion 2.0.1 Sea (X, || -||) un espacio normado. Un par de sucesiones

(xn), (s,) en X se llama una serie en X si sus elementos x,,, s, estan relacionados
de la siguiente forma:
n
Sp =X+ +x,= Zxk, paracada n=0, 1, 2,...
k=1
A x;, se denomina término n—ésimo de la serie y a s, la suma parcial n—ésima

de la serie.
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En vez de referirnos a las series como un par (x,), (s,) es usual hablar de la serie

Y .
n=1

n
s Ejemplo 2.0.1 En R, laserie ) 2",conx,=2"ys,= Y x;.
1

n= i=1

S =

oo n
s Ejemplo 2.0.2 En ¢y, laserie } - ,conux, = % ySp= Y, Xi.
n=1 =1

1

Convergencia

Definicion 2.1.1 Se dice que la serie Y x, converge, si la sucesion de sumas
n=1
parciales (s,) converge a algin s € X. Esto es lim s, = s y denotamos como
n—soeo

s = ixn. 2.1
n=1

Si la serie no es convergente, decimos que es divergente.

Esto también puede abreviarse como
n
lim ) x = lims, =s.
n—oo n—oo
k=1
Pero las expresiones anteriores, significan

n
,}1_{1010 ké“lxk—s :’}grgo]\sn—s]\ =0.

Notemos que (s,,) es una sucesion, por lo que de de forma equivalente la serie

(o)

Y x, converge a s € X, si la sucesidén de sumas parciales converge a s, es decir,
n=1
para cada € > 0, existe ng € N tal que

n
Z X —S|| <& 2.2)
k=1

para todo n > ng. Si no existe s € X que satisfaga (2.2), entonces la serie diverge.

oo
Sin peligro de confusion denotaremos a la serie ), x, como Y. x, 0 ) ,>1X,
n=1 -
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I Lema 2.1.1 Si la serie in converge, la suma de la serie es tnica.

Demostracion:

Por reduccion al absurdo.
Supongamos que su suma suma no es dnica, es decir existen s,s’ € X, donde s # s’
tales que Y. x, = sy Y x, = 5, por (2.2), tenemos que, para todo € > 0 existe ng € N

tal que

n _ e n . - e -
X;— S - X;— S - vn n
izl i 27 y ,'21' i 27 = o

Por desigualdad triangular de la norma tenemos lo siguiente

n n
Is—s'| =[|s+ Y xi— ) xi—s
=1 =l
n n
= in—s’ + S—ZX,'
i=1 i=1
n
in—s' + S—in
i=1 =
n
=1 xi—s|[+||[(-D)| Yxi—s
i=1 ‘
n
=| Y xi—s ||+ —1|| Y xi—s
i=1 ‘

IA

« €
= in—sl + in—s <zt7=¢€
i=1

Por lo tanto

|s—5'||<e, Ve>0

de donde se sigue que

[ls—s'|| =0

Y por propiedades de la norma s = s’, y es una contradiccion ya que antes mencio-

namos que s # s'. Asi la suma de la serie es tnica. 0
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El término “serie convergente” es gracias al matemaético escoc€s James Gregory en
1668. En cuanto al término “ serie divergente” fue dado por Nicolaus Bernoulli en
1713 y la definicién formal de serie convergente aparece en Cours d’Analyse por

Auustin L. Cauchy en 1821, ver en ( [9]).

Sean an y Z yn dos series que convergen a x € y respectiva-
mente. Entonces para cada par de escalares a y f3, la serie Y (ox; + By;) converge

hacia (ax+ By)

Demostracion:

Ya que ) x,, y Yy, convergen entonces,
lims,=xy lims,=y
n—soo n—soo

Donde (s,) y (s),) son sucesiones parciales n-ésimas de Y x, y Y.y, respectivamente.

Por lo tanto lim as, = ax y lim Bs), = By, para cualquier o, B € K. Ademés
n—soo n—yoo

lim ous, + Bs), = lim ous, + lim as), = & lim s, + B 1im s/, = ax+ Py, asi la serie
n—o0 n—o0 n—oo n—oo n—oo

Y (ax, + Byn) converge a ox + By. O

Convergencia absoluta

La convergencia absoluta de series es de gran relevancia, ya que nos va a ayudar a

caracterizar los espacios de Banach.

Definicion 2.2.1 La serie Zx,- converge absolutamente, si la serie de términos
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reales Z ||xi|| converge. Es decir, si la sucesion ()

n
ry = Z [EA| (2.3)
k=1
COHVCI‘ge.

Notemos que cuando hablamos de la sucesion (s,) definimos una sucesion de
vectores, mientras que (2.3) es una sucesion de numeros reales positivos. La
convergencia de cada una de éstas no necesariamente implica la convergencia de la

otra.

» Ejemplo 2.2.1 Consideremos la sucesion en R,

La serie ) x, converge en R, pero no converge absolutamente, ya que la sucesion

de sumas parciales de

1=
| =

T

diverge.

s Ejemplo 2.2.2 Consideremos la serie

[}

)

n=1

(=1)"
2

Pero esto se puede escribir como
(o)
n=1

Y asi forman una serie convergente.

(="
2

n

=1
_’;nz

Es conocido que si una serie en R es absolutamente convergente, entonces converge,
pero el reciproco no se cumple, como se ve en el ejemplo (2.2.1). Esto resulta ser

equivalente a la completitud de los nimero reales, que veremos mads adelante.
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2.3 Convergencia incondicional Raul Nufez

Convergencia incondicional

La serie

=5 27376 s 5 10 277 12 16 ’

1/2 1/6 1/10 1/14
obtenemos

1 1+1 1+1 1 1 1+1 1+1

2 4 6 8 10 2 2 3 4 5 ’

que ahora es la mitad que al principio. Esto demuestra que el valor de una suma

infinita puede depender del orden de la suma.

Definicion 2.3.1

e Sea la serie ) ;> x; y la funcion

c:N—= N

k— o (k)

o es biyectiva. La serie } ;> Xg(x) se llama reordenamiento o arreglo de la serie
original. Tengamos en cuenta que x) son términos de la serie original.

e La serie ). ;> xj converge incondicionalmente a x € X, si la serie } j>1 X5 (x)
converge a x, para cada biyeccion 0 : N — N.

e Si la serie } ;> x; converge a x € X, pero existe al menos una biyeccion o tal
que la serie } ;> X5(x) NO converge a x, entonces se dice que la serie ) ;> x;

converge condicionalmente.

Un dato interesante acerca de las series condicionalmente convergentes fue dado

por Riemann en 1854 (ver en [10], pdg 6), el menciona que para cualquier nimero
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2.4 Convergencia por subseries Raul Nufez

real A es posible reordenar los términos de

| 1 n 1 1 n 1 1 n
2 3 4 5 6
de tal forma que la serie resultante converja a A. La razon es que la suma de los

términos positivos y la suma de los términos negativos,

I 1 1 1 1 1 1 1 1

-4 —fees Yy ...
3t totgt Y ,

son ambas divergentes.

La idea es tomar primero los términos positivos 1 + % + --- hasta que la suma
supere A (esto ocurre ciertamente porque la serie con términos positivos diverge).
Luego, tomamos los términos negativos hasta que estemos por debajo de A (esto
ocurre ciertamente porque —5 — 7 — -+ - diverge). Entonces, seguimos afiadiendo
términos positivos hasta que se vuelva a superar A, y asi sucesivamente. De este

modo, obtenemos una serie reordenada que converge a A. De la siguiente forma

11 1
12=1+-—=+-+

&=

!
9

1
32 5 7

15—1-+1+1 1+1+1+-1+
T35 27 9 11

Convergencia por subseries
Definicion 2.4.1 Sea (x;,) una subsucesién de (x;). A la serie Y4~ x;, se le
llama subserie de }. ;> x;

o) o)

» Ejemplo 2.4.1 ¥ L esuna subserie de ¥ %, ya que <

1
k2
(}l)'

k2> es una subsucesion

k=1 n=1
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Definicion 2.4.2 La serie ), j>1%; converge por subseries, si para cada subsuce-

sién (x;,) de (x;), la serie } ;1 x;, converge.

Recordemos que (x;, ) es una subsucesion de (x;) si la funcién k — ji, de Nen N,

es estrictamente creciente.

I Lema 2.4.2 La suma de cada subserie es Unica.

Demostracion:

Por reduccion al absurdo.

Sea la subserie }_ x;, de la serie }_ x;. Supongamos que existen x,y € X tal que, x # y
y la subserie } x;, converge a x e y, pero por el lema 2.1.1 se tiene que converge a
una tnica sum por lo que x =y, lo cual es una contradiccion. Por lo tanto la suma

de la subserie es unica. O]

Sumabilidad

Definicion 2.5.1 La familia (x,) es sumable, con suma x € X, si para cada

€ > 0 existe un subconjunto finito F¢ de N tal que

Y x—x|| <e, (2.4)
nekF

para todo conjunto finito F' tal que Fz C F C N.

I Lema 2.5.1 Si la familia (x,) es sumable, su suma es tnica.

Demostracion:

Por reduccién al absurdo.

Supongamos que su suma suma no es tnica, es decir existen s, s’ € X, donde s # s/,

38



2.5 Sumabilidad Raul Nuiiez

que cumplen (2.4), tenemos que, para todo € > 0 existe existe un subconjunto finito

Fe¢ de N tal que

E E
in—s <=,y in—s' < —.
nek; 2 2
€ nerke
Por desigualdad triangular de la norma tenemos lo siguiente

|ls—s'|| =||s+ Z Xi— Z —s

nEFg nGFg

| (Z o) (-2

< Zx,-—s/ + S—in
nEFg nEFg
— le-—s/ —+ (—1) in—s
nefke nekg
nefke nekg
) £
= Zx,-—s’ + Zx,-—s <F+t5;=€¢
ner; nekr; 2 2
€ €

Por lo tanto

l|[s—s'|| <€, Ve>0

de donde se sigue que

ls—s'l|=0

Y por propiedades de la norma s = s, y es una contradiccion ya que antes mencio-

namos que s # s'. Asi la suma de la serie es tinica. 0

Habitualmente estaremos usando la definicidon 2.5.1, la definiciéon de sumabili-
dad puede definirse para una familia (x;),ca, donde A es un conjunto arbitrario.

Nos limitaremos al caso de familias numerables (x,), es decir al caso A = N.
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Observemos que la definicién de sumabilidad no menciona ninguna ordenacion en
el indice n tomando valores en F. Asi, se puede pensar que la sumabilidad es una
forma “incondicional” de convergencia. Pero la sumabilidad no depende del orden
de los términos, de algin modo se puede decir que no hay un orden. Es lo que Pete

Clark llama suma desordenada (ver [11], pag. 299).
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En ciertos casos, cuando se busca determinar si una serie converge o diverge,

trabajar directamente con la definicion puede resultar bastante complicado. Por
esta razon, se opta por explorar la existencia de algtn tipo de equivalencia, en este
caso en R y asi buscamos dar un contexto a las relaciones que queremos estudiar,
en el caso de un espacio de Banach.

Se comenzard a estudiar las series absolutamente convergentes.

Proposicion 3.0.1 — Criterio de Cauchy. La serie Y x; converge si, y solo si,
k+p

XX

i=k

para todo € > 0 existe N tal que kK > N implica que < g paracada p € N.

Demostracion:

Por hipétesis la serie Y x; converge, es decir la sucesion de sumas parciales (s,)
converge y por la proposicién 1.2.10, s, es de Cauchy, por lo tanto para cada € > 0,
existe N > 0 tal que |s,,, — s,| < € para todo m,n > N. Para cualquier p € N, sea

m=k+pyn=k—1. Yaque m,n > N es equivalente a p € Ny k > N. Entonces,
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la serie converge si y s6lo

k+p
|Sm — Sn| = |Skqp —sk—1| = Z <&
i=k
Paratodo pe Ny k > N. 0J

Proposicion 3.0.2 Si la serie de términos reales ). ;- x; converge absolutamen-
te, cada reordenamiento también converge absolutamente, e incondicionalmente
a un cierto valor x € X. En particular, convergencia absoluta implica convergen-

cia.

Demostracion:

Primero demostraremos que, convergencia absoluta implica convergencia. Consi-

deremos las sumas parciales de ambas series,
n n
sn=Y Xj, a=)Y |xj| (VneN)
j=1 j:]

Sea p,q, sin pérdidad de generalidad g < p,

p p
lsp =84 = Z xj| < Z xj| =1, — 14 = [tp —14] 3.1
J=q+1 J=q+1

Por hipétesis (#,) es convergente, y por la proposicién 1.2.10 es de Cauchy, por
lo tanto, para cada € > 0, existe ng € N tal que |r, —,| < €, para todo p, g > ny,
por (3.1) |s, — 54| < € para todo p, g > ny, por lo que (s,) es de Cauchy, y por el
criterio de Cauchy en R, (s,) converge.

Por otro lado, sea } ;> X () un reordenamiento de la serie ;> x;. Consideremos
B = Y j>1|xj| de donde él IXs(t)| < B para todo n € N. Como la sucesién de
sumas parciales es acotado entonces la serie Y. X (k) converge absolutamente a
algin x € R.

Por lo demostrado anteriormente, existe y =} ;1 x;. Si escribimos

n

n
Sn=Y X, th=Y %ol
=1

k=1
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por la definicién de convergencia, dado € > 0, existe N > 1 tal que
€ > €
y=sal<zy Y kjii<z (Yn>N)
3 4 3
j=n+1
Escojamos una suma parcial #, tal que |x —#,| < £ y de tal forma que xp, ..., xy

todos ocurren en t,. Luego

e =y < [x—te| + [tr — sw | + [sw — ¥
N .
Ya que sy = .):] xjy cadauno de xy, ..., xy estd ent,, el minimo j en ¢, — sy, €s
j:
j=N-+1;entonces [t, —sy| < ¥ |x| < 5. De aqui se sigue que
k>N+1

| |<8+8+8 e
X — — — —_ =
N=37373

Por lo tanto x = y. Lo que concluye la demostracion. 0

El siguiente resultado, nos brinda una definicion alternativa de convergencia abso-

luta en el caso de series términos reales.

Proposicion 3.0.3 Dada una serie } ;> x; de términos reales, los siguientes

enunciados son equivalente:

1. La serie converge absolutamente.

2. Para cada sucesion (g;) tal que €; =1 0 — 1, la serie ) ;> €;x; converge.

Demostracion:

Probemos que 1) = 2). Notemos que |€;x;| = |x;| y por la proposicién (3.0.2) que
nos asegura que toda serie absolutamente convergente es convergente, por lo tanto
) j>1€jX; converge.

2) = 1). Supongamos que 2) se cumple, elegimos la sucesion (&;) de la siguiente

forma,

1si x>0,
€=
—1 si x]~<0.
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por lo tanto Y ;> €;x; = ¥ ;> |x;|, asi la serie converge absolutamente. 0

El matematico Gustav L. Dirichlet (1805-1859), demostr6 en 1837 que si una serie
de términos reales converge absolutamente, todos sus reordenamientos convergen,
a una misma suma ( [10], pag. 192). Aunque no parece haber en la literatura una
mencion especifica de cudndo y quién introdujo las nociones de convergencia
absoluta y convergencia incondicional, el resultado de Dirichlet indica que ambas

ya estaban siendo estudiadas alrededor del afio 1830.

Vimos que si la serie converge absolutamente, también converge incondicional-
mente. A;Pero qué sucede si la serie converge pero no absolutamente? Para esto
tenemos el siguiente resultado.
Si la serie ). ;> x; de términos reales converge, pero no abso-
lutamente, entonces para cada y € R existe un reordenamiento Y ;> Xg(x) que

converge a y. Ademas, existen reordenamientos que divergen

Demostracion:

Para probar el teorema basta ver que si o, B € R de tal manera que
o < o < < oo,

entonces existe un reordenamiento ) ;> Xg(x) con las sumas parciales tal que

n n
minf ) xou =0 limsup Y x5 = B. (3.2)
k=1 =1

n—yoo n—yoo £

En particular si o = 3 se tiene entonces que Y ;> Xg(k) converge a ot = By como
a, B son arbitrarios, se cumple que la serie Y 4~ Xg(k) converge ay paratoday € R,
donde y = o = .

En el caso cuando o # f3, son los reordenamientos que divergen de los que habla

el teorema.
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Definiendo p, y g, de la siguiente manera

— |xn‘+xn _: |xn|_xn

pn- 2 9 (]n VHEN,

entonces P, — qn = Xn, Pn+qn = |Xul, Pn,qn > 0. Observemos que ambas series

Y, >1Pn Y Y.>19n divergen, pues si ambas convergieran entonces

Z x| = Z (Pn+qn) < oo
n=1 n=1

lo cual contradice la hipétesis. Por otro lado

N N N N
an: Z (pn_Qn) = an_ ZQna
n=1 n=1 n=1 n=1
si la serie },,~ pn diverge y la serie )~ g, converge (o viceversa) esto implicaria

la divergencia de } > x,, y de nuevo estariamos contradiciendo la hipotesis.

Ahora, supongamos que Py, P, ... denota los términos no negativos de la sucesion
{xn},>1. en el orden en que aparecen, y sea Q1,Q>,... el valor absoluto de los

términos negativos de la sucesion } - x,, también en su orden original.

Las series Y~ Py, Y,>1 On difierende ), pn, ¥,>1 gx s0lo en términos cero 'y,

por lo tanto, son divergentes.

Construimos sucesiones (m,), (k,), de la siguiente manera a fin de considerar la

serie

P1+...+Pm1—Ql—...—le—|—Pm1+1+...—|—Pm2—Qk1+]—...—ka—f—... 3.3)

Escogemos sucesiones reales {a,}, {B,} tal que o, — @, B, — B, &, < By,
PB1 > 0. Sean my,k; los enteros mas pequefios tal que
P1+---+Pm1 >ﬁ1

P1+...+Pm1—Q1—...—le < o
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Sean my, k; los enteros mas pequefios tal que

Pi+...4Py —Q1—...— O, +Byy1+...+ B, > B
Pl—l—...—l—Pml — 01 —...—le +Pm1+l +...+Pm2_le+1_..._Qk2 < 0,
y continuamos de esta manera. Esto es posible ya que },~; P, y }.,>1 Qn divergen.

Probaremos que (3.3) es un reordenamiento de la serie ), > x,, que satisface (3.2).

Si ay,, b, denotan las sumas parciales de (3.3) cuyos tltimos términos son Py, , — Oy,

entonces
‘an_ﬁn‘ SPmnv |an_bn‘§an-

Pues si no se cumpliera que |a, — | < P,,, entonces |a, — f,| > Py,, y por la
construccién de los B, se tiene que a, > f3, es decir a, — B, > 0. Entonces podemos
escribir la desigualdad |a, — B,| > B, como a, — B, > B, de aqui obtenemos lo

siguiente

Bn<an—Pn,=Pi+...4+Py,—Pn, =P1+...+Pp,_1
contradiciendo la eleccién de m,,. Por lo tanto |a, — fB,| < Py, .
De manera andloga se prueba que |, — by,| < Qg

Como }’ ;> x; converge, P, — 0y On — 0 cuando n — co. Y por las desigualdades

anteriores se tiene que a, — f3,b, — «.

Por tltimo, veremos que ningtin nimero menor que o o mayor que 3 puede ser un

limite subsecuencial de sumas parciales de (3.3).

Supongamos que L < o y que L es limite subsecuencial de la sucesién de sumas
parciales asociadas a (3.3); asi, existe una subsucesion de la sucesion de sumas

parciales asociada a (3.3), llamémosla S tal que S; converge a L.

Sera suficiente suponer que, o bien, Sz, contiene una infinidad de sumas incompletas

de términos Py ’s o bien, §; contiene una infinidad de sumas incompletas de Q; ’s.
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Analicemos el caso en el que S7 contiene una infinidad de sumas incompletas de
9
Q j S

Dado que S; — L, entonces cualquier subsucesion de Sy converge a L, por lo cual,
existe una subsucesion de Sy, que consta solamente de sumas incompletas de Q; ’s

y que converge a L, digamos que la subsucesion se llama oy.

Existe un indice N a partir del cual todos los términos de o7, se encuentran en el

intervalo (L—r,L+r), donde r = 1 (ot — L).

Por otra parte, puesto que o, — «, existe otro indice N, a partir del cual o, se

encuentra en el intervalo (L+r, 0t +r).

Eligiendo N = max {N;, N, } podemos observar que para indices mayores que N

tendremos que

P]+...+Pml_Ql_"‘_Qk]+"‘+Pms+1+"'+Pms+l

_ka+1 e T ka+1_j < L+ r< akerl

lo cual contradice la minimalidad de kg 1.
De modo anélogo se puede analizar el caso en el que L > f3.
Esto concluye la demostracion. 0J

Este resultado se debe a Bernhard Riemann (1826 - 1866), quien lo introdujo en
su tesis, que fue defendida en Gottingen en 1854 (ver [10], pag 192). A partir del
teorema anterior, obtenemos el siguiente corolario.

Corolario 3.0.5 Dada una serie }_ i>1%j de términos reales, si

[}

S=Jx€R:x eslasuma de una reordenacion Z Xo(j)
Jj=1

entonces, S es, o el conjunto vacio, o un ndmero, o R.
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Demostracion:

Esta prueba se realizard en tres casos, si ), ;> X; converge, si }_ ;> x; converge
absolutamente y si }_ ;> x; no converge.
Primero, si }’ ;> x; converge, por el teorema (3.0.4), se tiene que S = R.
Segundo, si } ;> x; converge absolutamente hacia x € R, por la proposicién (3.0.2)
se tiene que S = {x}.
Tercero, si } ;> x; no converge, sus reordenamientos tampoco van a converger,
ya que si existiera un reordenamiento de ) ;~1x; que convergiera, la serie co-
rrespondiente a tal reordenamiento es condicionalmente convergente, ya que la
serie original }_ ;> x; es un reordenamiento del reordenamiento. Y como ningtn
reordenamiento converge, entonces S = (. O
Corolario 3.0.6 La serie ) ;~x; de términos reales converge absolutamente si

y s6lo si converge incondicionalmente.
Demostracion:

=) Supongamos que la serie Y ;> x; converge absolutamente, por la proposicion
(3.0.2) cada reordenamiento de la serie converge absolutamente e incondicional-
mente a un cierto valor x € X, asi la serie }_ ;> x; converge incondicionalmente.

<) Lo realizaremos por reduccion al absurdo. Supongamos que la serie Y- ;> x;
converge incondicionalmente a x € R, pero que no converge absolutamente. Por el
teorema (3.0.4) existe un reordenamiento Y ;> Xg(x) quUe converge a y y que y # x,
pero es una contradiccion porque la serie ) ;~1x; converge incondicionalmente.

Por lo tanto, la serie }_ ;> x; converge absolutamente. 0

Ya que estamos trabajando sobre R, hay equivalencias entre la convergencia por

subseries y convergencia absoluta.
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Proposicion 3.0.7 Dada una serie } ;> x; de términos reales, los siguientes

enunciados son equivalentes.

1. La series es sumable.
2. La serie converge por subseries.

3. La serie converge absolutamente.

Demostracion:

1) = 2) : Supongamos que (x;) ;> es sumable con suma x € X, es decir para todo
€ > 0, existe un subconjunto finito F; de N tal que

Z Xi—x|| < ¢

jeF ! 2’

para todo conjunto finito F' tal que Fz C F C N.

Sea G C N infinito, si M > N > max(F;) y sean F1 = {n € N:n < N},
F,=FU{neN:n<Myne G}, entonces

Zx,,—x <§, Z-xn_-x <§7

nek) nek,
Luego,
M
n=N ner nek]
neG

< an—x + an—x

nek nck

<8—|—8—8
2 2

La subserie generada por G cumple con la condicién de Cauchy, por lo tanto
convergera.

2) = 3) : Supongamos que la serie converge por subseries. Sea k € N, y sean
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P={neN:x, >0}, N={neN:x,<0},porloque ¥ x,y Y x,convergen.
necP neN

k
Z|xj|: an— an, ne{l, 2, ..., k},
j=1

nepP neN

Pero

haciendo k — oo se tiene que la serie ) |x;| converge. 3) = 1) : Supongamos que la
serie converge absolutamente. Sea € > 0y sea x = } x;. Entonces existe M tal que
Z Xp—x| < &
n>M " 2.
Ya que Y |x;| converge, existe un N tal que Y, |x,| < §. Consideremos Fy = {n €

n>N
N:n<max{M, N}}.Si F; CFy G=F\ Fg, entonces

Yo < Xl < X bl <2,

neG neG n>N

Y xo—x|= Y xm—xt Y x| <Y x x|+ ) x| <e

ner nekg neG nekfe neG
O
Del corolario (3.0.6) y de la proposicion (3.0.7), tenemos el siguiente corolario:
Corolario 3.0.8 Dada una serie } ;> x; de términos reales, los siguientes

enunciados son equivalentes:

1. La serie converge absolutamente.
2. La serie converge incondicionalmente.
3. La serie converge por subseries.

4. La serie es sumable.

Demostracion:

La demostracion la haremos utilizando el corolario (3.0.6) y la proposicién (3.0.7).
1) = 2) : Supongamos que la serie converge absolutamente, entonces por el coro-

lario (3.0.6) tenemos que la serie converge incondicionalmente.
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2) = 3) : Supongamos que la serie converge incondicionalmente, por el corolario
(3.0.6) la serie va a converger absolutamente y por la proposicién (3.0.7) por equi-
valencia la serie converge por subseries.

3) = 4) : Supongamos que la serie converge por subseries, por las equivalencias
de la proposicion (3.0.7), la serie es sumable.

4) = 1) : Supongamos que la serie es sumable, por las equivalencias de la proposi-

cion (3.0.7), la serie converge absolutamente. [
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4.1

Comenzaremos dando una caracterizacion de espacios de Banach por la convergen-

cia de series en el espacio. Probaremos que en un espacio de Banach la convergencia
absoluta de una serie, implica la convergencia absoluta e incondicional de cual-
quier reordenamiento de ella. Al tratar de responder a la pregunta de cuando en
el enunciado anterior se cumple el reciproco, obtenemos el famoso resultado de
Dvoretsky-Rogers. Daremos una demostraciéon de una de las implicaciones de
este resultado. Finalizaremos este capitulo dando resultados que caracterizan la
convergencia de series a través del concepto de familias sumables en espacios de

Banach; y a través de familias ortonormales para espacios de Hilbert.

Series en espacios de Banach

Como se menciono antes el concepto de convergencia absoluta es de gran interés
ya que provee una definicion equivalente de la completitud de un espacio normado,

en otras palabras:
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Proposicion 4.1.1 Dado un espacio normado X, los siguientes enunciados son

equivalentes:

1. El espacio X es un espacio de Banach.
2. Toda serie con términos en X que es absolutamente convergente, es tam-

bién convergente.

Demostracion:

n
1) = 2). Supongamos que X es espacio de Banach. Sea } ;> Hx]H < ooy s, = in.
i=1
Sin > k, por la desigualdad del tridngulo

n n
Isn—sell = | X x| < X Il
i=k+1 i=k+1

entonces (s,) es una sucesion de Cauchy y como X es completo, (s,) debe conver-

ger a un punto en X.
2)=1). Sea (x j) una sucesion de Cauchy en X. Eligiendo una subsucesion {x jk}
que satisfaga ||x e — X H < o se cumplird entonces que la serie ) 4~ (x e — X jk)

1
es absolutamente convergente ya que ) ;> Hx e — X H <Y1 o < oo,

Como estamos suponiendo (2) la serie Y1 (xj,,, —x;,) converge a x € X, enton-

CEsS

X = Z (xjk+l _xjk)

es decir la subsucesion (x;,) converge a x+x;,. Ya que (x;) es de Cauchy y
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Xj, — x-+xj,, se sigue que la sucesion original (x j)_iz converge al mismo limite.

1
Por lo tanto X es de Banach. O

Resulta de gran importancia suponer que el espacio sea completo. Para ilustrar este
hecho, se presentara el siguiente ejemplo de un espacio normado en donde una

serie absolutamente convergente no es convergente.

= Ejemplo 4.1.2 Sea c( el espacio de las sucesiones reales (x j)j>1 que tienen un

nudmero finito de términos distintos de cero.

Siparacadak > 1, ek es la sucesion en coo definida como

. 1 paraj=k ‘
/ 0 paraj#k
la serie
y <
2
i1k
converge absolutamente, puesto que
oo kH o oo
e ]l k 1
Y :Z—zsupej‘: 2
-k =1 k% =1 -1k

es convergente. Sin embargo, la serie no converge en cgy con respecto a la norma
k
) oy ko
|| - |7 En efecto, supongamos que existe e = {ej}j21 € cop tal que Y1 & =een
coo. Para esa sucesion en particular, existe M = M, > 1 tal que e; = 0 para j > M.

Es decir, para j > M,

Nl\. =~

Y =0
-1k
lo cual no puede ser, debido a como hemos definido e_’} .

En particular, este ejemplo muestra que cop no es un espacio de Banach y que la

Proposicion (3.0.2) no puede extenderse a cualquier espacio lineal normado.
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Sin embargo, si el espacio X es de Banach, podemos extender a estos espacios la
Proposicion (3.0.2) como se muestra a continuacion.
Sea X un espacio de Banach. Si la serie }’ ;> x; con términos
en X converge absolutamente, entonces cada reordenamiento también converge

absolutamente, e incondicionalmente a un cierto x € X.

Demostracion:
A partir de la proposicion (4.1.1), la serie ). ;> x; converge en X a un cierto x € X.

Si consideramos un reordenamiento k — o (k) de N y si fijamos N,, > 1 tal que

n N,
todos los términos en la suma parcial Z Xo (k) aparecen en la suma parcial Z Xj,
k=1 j=1

tenemos,
n Ny 0
Y xowl = X llxill < X [l
k=1 j=1 j=1

Como toda sucesion de nimeros reales acotada y no decreciente converge (ver [14],
pag. 28, teorema 11), la serie } ;> X5(x) converge absolutamente. Por lo tanto,
volviendo a usar la proposicion (4.1.1), resulta que la serie } ;- x5 () converge en

X, aun cierto y € X. Afirmamos que x = y.

Para verlo, dado § > 0 fijamos N = N, > 1 tal que

N € €
Y xj—x <3 Y 2 il <3
Jj=1 J>N+1

M
Ademads, podemos seleccionar una suma parcial Z Xo (k) tal que todos los términos
X1,X2,...,Xxy aparecen en ella. En efecto, confg 16 es una biyeccion, deben de
existir ny,...,ny tal que o (nJ) = j,para 1 < j < N. Reordenando los valores n;,
si es necesario, podemos suponer que n; < ... < ny. Finalmente, agregamos a

{o(n1),...,0(ny)}, si es necesario, todos los valores intermedios, a fin de obtener

{1,....,N}Cc{o(n),...,o(ny)}
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Eligiendo M > ny se sigue que

< - - - €
Y Yo=Y =|| L Yow||< L lewlls X [xill<3
k=1 k=M+1 k=M+1 J=N+1
Asi,
N N M M
b=yl < b= X x| + | X% = X xo (k)| + || X %o =
j=1 j=1 k=1 k=1
La eleccion de N implica que el
N
€
X— ;xj < 3
j=
N M
. Ahora trabajemos sobre || ¥ x; — ¥ x5 (k)
j=1 k=1
N M oo e
L= Y%w|< L lrewlls X lkli<3
j=1 k=1 ciertos o (k)>N+1 Jj=N+1

Finalmente, por la manera en que hemos elegido M.

i{‘ €
Yo =Y < =
P! o(k) 3

Es decir,

O<|r—y|<Z+E4E_¢
X — — — — =
=ATYIES 3313

para todo € > 0. Concluimos entonces que x = y. Esto prueba la convergencia

incondicional y asi completa la prueba de la proposicion. OJ

Resulta natural preguntarse si la reciproca es valida. Si asi fuera, entonces tenemos
que en cualquier espacio de Banach, si la serie converge incondicionalmente

entonces la misma serie converge absolutamente. Stefan Banach (1892 — 1945)
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propuso este problema en (ver [12], pag. 240). Este problema estuvo sin resolver
por casi 20 afios, hasta que fue resuelto por Aryev Dvoretsky (1916 —2008) y
Ambrose Rogers (1920 — 2005) en un famoso articulo (ver [15]).

La implicacién, (1) = (2) del siguiente teorema, la prueba es muy profunda
y compleja, por lo que no se abordard en este trabajo, ya que usa conceptos y
resultados avanzados del andlisis funcional como el dual topolégico del espacio y
las topologias débil *, que estin lejanos al alcance de este trabajo (ver [21], pag
59). El lector interesado puede consultar (ver [20], pag. 440, Teorema 1) cuya
demostracion es de naturaleza geométrica basada en la teoria de los operadores
que suman absolutamente (ver [20], pag. 431, capitulo IV, seccion 30). A partir
de este resultado, inspir6 nuevos problemas y resultados e, indirectamente origind
una rama del andlisis funcional, denominado anélisis funcional geométrico.
— Dvoretsky y Rogers. Si X es un espacio de Banach, los

siguientes enunciados son equivalentes:

1. Las series incondicionalmente convergentes en X son exactamente aquellas

series que convergen absolutamente en X.

2. El espacio X tiene dimension finita.

Demostracion:
(2) = (1) Sea X un espacio de Banach con dimension algebraica finita.

Sabemos que cuando un espacio normado tiene dimensidn finita, todas las normas
en X son equivalentes, esto es, si ||+ ||o y || - |1 son cualesquiera dos normas en X,

entonces existen constantes Cp y C; tales que
Collxllo < [lxllh < Ciflxflo  (Vx € X)

En particular, esto implica que si una sucesién {x, },”_; en X converge con respecto
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a una norma dada a un elemento x € X, entonces también converge a x con respecto

a cualquier otra norma en X.

Sea || - ||x la norma original considerada en X. Supongamos que dimX = n y sea

{u j}?:l una base de Hamel ordenada en X.

Dado cualquier x € X, existen escalares tnicos ¢, ..., 0, tales que
n
X = Z oju;
j=1

Se puede demostrar ficilmente que la funcién || - || : X — R tal que

1/2

- 2
x = ||x|| = Z ||
=1

define una norma en X. De este modo, cualquier sucesion que converja con respecto
a la norma original de X, convergera al mismo elemento en la norma || - ||, y

viceversa.

Enseguida, consideremos una serie } > x, en X que es incondicionalmente con-

vergente a un elemento x € X con respecto a la norma original || - [|x de X.

(k)

) L . k
Para cada k € N existen escalares tnicos ;... ,oc,(l ) tales que

Si

entonces para cada biyecciéon ¢ : N — N tendremos que

m
Zxc(k)—x —0 sim—oo
k=1 X
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lo que implica que

m
Zxc(k) —x|| =0 sim— oo,
k=1 .
De aqui, tenemos que
m n
Z Z Ot](-c(k))uj — Z ojujl| —0 sim-— oo
k=1 j=1 j=1 .
Pero
Y 00y s o)
(e}
ZZ% wj— Y oyl =) | L Uj— oju;
k=1 j=1 j=1 . j=1 [k=1 .
n [ m
ok
=X [ X o™ O‘J)”J]
j=1 | \k=1 .
N 1/2
n m
k
(£ (3o
j=1 \k=1
Notemos que paracada j=1,...,n
N 1/2
) v (k) :
Zaj(.a( —o <[ Y Y " —q — 0 sim — oo.
k=1 j=1 \k=1
Se sigue de esto que para cada j = 1,...,n, la serie de nimeros reales } ;> a](p(k))

converge al nimero real ; y esta convergencia es independiente de la biyeccion ©.

(m)

. ~ m . .« .
De este modo, la serie de nimeros reales ) ,,~ 0 ;~ converge incondicionalmente

(m)

a oj paracada j=1,...,n. Por el Corolario (3.0.6) se sigue que la serie )~ a;

converge absolutamente para cada j =1,...,n.

Por consiguiente, dado € > 0y dado j=1,...,nexiste N; € Ntal que sis > [ >

N = méxlgjgan
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uniformemente en j=1,...,n.

Usando la desigualdad (a+b)" < a"+ D" para a,b reales no negativos y 0 < r < 1,

se sigue que sis > [ >N

S

Y lkal.= Y [[Y @™

m=I[+1 m=I[+1 || j=1 «

IN
M-
M:

y por consiguiente, la serie Z X, converge absolutamente respecto a la norma

m=1
|| - ||+, y por tanto, converge absolutamente respecto a la norma original || - ||x,
debido a que ambas normas son equivalentes. 0

A continuacion, presentamos el siguiente resultado, cuya prueba omitimos por
encontrarse fuera del alcance de este trabajo. El lector interesado puede consultar
(ver [15]).

Dado un espacio de Banach X y dada una serie }_ ;> x; con

términos en X, los siguientes enunciados son equivalentes:
1. La serie converge incondicionalmente.
2. La serie converge por subseries.

3. La familia {x j}j> | ©s sumable.
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La completitud del espacio X juega un papel importante en la prueba de la impli-
cacion (1) = (2). Veremos en el ejemplo (4.2.4) un espacio normado incompleto

que no cumple con la condicién (1) = (2).

La equivalencia de que la sumabilidad es una forma “incondicional” de convergen-
cia se cumple para espacios que no son necesariamente secuencialmente completos

como se muestra a continuacion.

Dado un espacio lineal normado X y dada una serie }_ ;> x;

con términos en X, los siguientes enunciados son equivalentes:
1. La serie converge incondicionalmente en X .

2. La familia {x j}j>1 es sumable en X.

Demostracion:

1) = 2). Lo haremos por reduccién al absurdo. Para ello supondremos que 2) no

se cumple, es decir que la familia {x j}j21 no es sumable. Si la serie } ;> x; no

converge, podemos concluir que 1) no se cumple. Si la serie converge, digamos que

converge a x € X. Por hipotesis, la familia {x j} .., ho es sumable en x. Entonces
j>1

debe existir & > 0, existe subconjunto finito F' de N, tal que para todo conjunto

finito F C F’ C N tal que

Y xj—x|| > & (4.1)
JEF'

Por otra parte, la convergencia de la serie } ;> x; a x, significa que existe N =

Ng, > 1 tal que

n &
Y xj—x|| <= (4.2)
= 2

para todo n > N. A partir de esto construiremos un reordenamiento de la serie que

no converge a x. Esto mostraré que la serie no converge incondicionalmente debido
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a la unicidad del limite.

De acuerdo con (4.2),

&
Z Xj—X < E
1<j<N

Para F; = {1,...,N}, elegimos F| D F; de modo que satisfaga (4.1). Si F’, = {1,...,

max jeFll }

€
Z Xj—X < E
JER

de acuerdo con (4.2).

Como en el primer paso, seleccionamos F, O F> de modo que satisfaga (4.1). Si-
guiendo inductivamente obtenemos dos familias {F;} ., y {F}},~, de subconjun-
tos finitos de N con Fs’ D F;, paratodo s > 1. Como la serie Y, j>1%j O es sumable,
este proceso no puede terminar. Es decir, que la familia {Fy,F{ — Fi ,Fy — F»,...,}

es una particion de N.

Entonces, podemos definir una biyecciéon ¢ : N — N enumerando sucesivamente

los elementos en los conjuntos Fi,F{ — Fi,Fy — P, ...

Afirmamos que la serie } ;> Xs(r) asi obtenida no converge en X. Para verlo, es
suficiente probar que sus sumas parciales no forman una sucesion de Cauchy en X.

Es decir que existe £ > 0 tal que dado M > 1, se pueden elegirm =mp ¢, > My

[ =lpme > 1 tales que
m+1

Y xowl| =& (4.3)
k=m+1

En efecto, por la manera de construir los conjuntos F; y F,, podemos decir, para
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todos > 1,

Y ¥ -

jeFF,

>

Z xj—x

JEF]

Por otra parte, por la forma en que se definié ¢ y por ser o una biyeccién, dado M >

1, deben de existir m =mp e, > M y | = Iy ¢, > 1 tales que {c(m+1),...,0(m+
&

1)} = F] — F; para algtin s > 1. Es decir, que (4.3) se cumple para & = 30. Esta

contradiccion prueba lo que queriamos.

2) = 1). Supongamos que la familia {x j}j>1 es sumable, por definicion debe de
existir un Unico x € X tal que, para cada € > 0, hay un subconjunto finito F; de N

con

ij—x

jJEF

<E&

para todo conjunto finito N D F D F.

Si fijamos una biyeccion 6 : N — N, debe existir M = M, tal que {c(1),...,0(M)} D

F¢. Entonces, para cada m > M, tendremos

<E€

) o) X
k=1

Esto muestra que la serie }_ ;> x; converge incondicionalmente. Asi, concluimos

la prueba de la proposicion. U

Series en espacios de Hilbert

En esta seccidn estaremos suponiendo siempre que los espacios de Hilbert son

reales.
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Proposicion 4.2.1 Supongamos que H es un espacio de Hilbert en el que hay
una familia ortonormal {x j}j>l que es infinita y numerable. Consideremos
en H una serie de la forma ). ;~; @jx;, donde {O‘i}jzl es una sucesion real.

Entonces

1. Los siguientes enunciados son equivalentes:
a) Laserie ) ;> a;x; converge.
b) Laseriereal } ;> Ocj2 converge.
¢) Laserie } ;> ajx; converge incondicionalmente.
2. La serie } ;> 0x; converge absolutamente si y solo si la serie real

Y i>1 ‘Ocj‘ converge.

Demostracion:

la) = 1b). Supongamos que la serie Y ;~| @;x; converge en H, a un cierto x € H.

Es decir, supongamos que existe

Iim ||x — oixil|l =0
tim x— 3"
J=1 H

Por la continuidad del producto escalar (-, ), se tiene que

(X, %) gy = xkvzajxj Z Xk,x]>H O
Jj=1 H J=1

para todo k > 1. Finalmente,

n n
) o= Z Xj,X) < Ix[17
P =

para todo n > 1, donde la desigualdad (7) es la desigualdad de Bessel. Esto muestra
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ue la serie Y .~ 0% converge ya que la suma parcial Y"_, o% es acotada.
jil j g y p ]_l j

1b) = 1la). Supongamos que la serie ;> OC]Z converge, podemos escribir

n+m 2 n+m n+m n+mn+m
Y o Yooy Y o ) = ) ) 00 (xji k)
j=n H j=n k=n H Jj=n k=n
n+m n+m
2
“L o [lxal* = )y ai = 0,

uniformemente en m > 1. Puesto que H es un espacio de Banach, resulta que la

serie ) ;> Ojx; converge.
Esto prueba que 1a) y 1b) son equivalentes.

1) = 1c). Supongamos que la serie real Y ;> 06]2 converge, el Corolario (3.0.8)
nos dice que esta serie también converge incondicionalmente. Por lo tanto, dada
una biyeccion o : N — N, la serie ) x> Océ(k) converge, lo cual equivale a decir que
la serie } ;> O (k)Xs (k) converge. Solo nos falta probar que converge a ). ;> 0;x;.

Veamos esto.

Dado € > 0 fijamos N = N > 1 tal que

Z Ojx; <

W m

y Y 6<(3)
j=N+1

Ademas, consideramos una suma parcial } | <x<y Qs () Xs(x) tal que todos los

términos Q1 x1, 0hXxa, ..., 0xy aparecen en ella y

M £
Z A5 Xo(k) — V|| < 3
k=1 H
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oo oo N M
Z(ijj'—y < Z ojx;j =+ ZOCij—Z(XG(k)xG(k)
= g =N+ g = k=1 "
(i) (i)
M
+|| X FowXow Y
k=1 "

(ii)
La eleccion de N implica que el término (i) es < £. En cuanto a (if),
2

_ 2 2 &
= Ugy < Y, & <3
H ciertos 6 (k) >N+1 J=N+1

N M
Yo — Y Co(Xo()
=1 k=1

Finalmente, por la manera en que hemos elegido M, (iii) es también < €. Es decir

€ € &
<gztztz=E€

0<
- 3 3 3
H

(Xij—y
=1

J

para todo € > 0, lo cual muestra que 1b) implica 1c).

lc) = la). Supongamos que la serie };~; o;x; converge incondicionalmente,
ahora por el corolario (3.0.8) va a converger absolumante, puesto que H es un

espacios de Banach } ;> ajx; la serie converge. Esto concluye la prueba de (1).
La prueba de (2), es una consecuencia de la desigualdad

ol = o]
Esto completa la prueba de la proposicion. 0

Recordemos que la “convergencia de )’ ;>4 OC]Z ” define [2, un espacio de Hilbert
de sucesiones, que es espacio de Hilbert original, estudiado por David Hilbert

(1862-1943), veren ( [17]).

Y con la condicion de “convergencia de ). ;>4 |Oc j| ” define 1!, que es un espacio de

Banach de sucesiones reales () j>1
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A partir de la proposicién (4.2.1) tenemos el siguiente corolario.

Corolario 4.2.2 Supongamos que H es un espacio de Hilbert en el que hay una
familia ortonormal {x j}j>1 que es infinita y numerable. Consideremos en H
una serie de la forma ¥ ;~1 a;x;, donde { & j}jzl es una sucesion real. Entonces,

los siguientes enunciados son equivalentes:

1. Laserie ). ;> @jx; converge incondicionalmente pero no absolutamente.

2 , 2 1
2. La sucesion {a J}jzl pertenece a [“ pero no pertenece a [ .

Para verlo de mejor manera, veamoslo con un ejemplo.

s Ejemplo 4.2.3 Sea {ek } 1 la familia ortonormal en /2 definida, paracada k > 1,

como

1 paraj=k

ek = : (4.4)
0 paraj#k
Entonces, la serie
ok
y ¢ 4.5)
-k

converge incondicionalmente en /%, pero no converge absolutamente.

Es interesante observar que la misma serie (4.5) da un ejemplo en [” para 1 < p < oo,
En efecto, de la igualdad
1/p

- Z— _(‘1”)””_1
o \ S|k k k

es claro que la serie (4.5) no converge absolutamente en [”, para 1 < p < oo,

ek

Para probar la convergencia incondicional, comenzamos fijando una biyeccion
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0 : N — Narbitraria y un valor de p,1 < p < . Afirmamos que la serie } ;> (2:((13

converge a x = {%} . En efecto,
j>1

(£

Por lo tanto,

ec(k)_) 0 sije{c(l),...,0(n)}
o) "), | -L sijg{o(1),....om)}

n ok P n ok AN
e > e 1
Yoo - E(L s - X5
R PR = <k=1 o (k) ) ; j¢ (oo} I’
Como p > 1, dado € > 0 existe M = M, > 1 tal que
i i < gP 4.6)
ap .

j=M+1J
(nétese que el caso p = 1, no se cumple ya que la estimacion (4.6) no es cierta.

Como en la prueba de la proposicion (4.1.3), existe N = Ny > 1 tal que

{1,....M} C{o(1),...,0(n)}
paran > N. Es decir, para estos valores de n,
N—{o(l),...,o(m)} CN—-A{l,.... M} ={jeN:j>M+1}
de donde resulta que
p oo

- ¥

o jt{o()om)} !

¢0 (k)
—X

Lo

paratodon > N.

A continuacion, veremos en el siguiente ejemplo que no siempre, en un espacio

lineal normado, convergencia incondicional implica convergencia por subseries.
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= Ejemplo 4.2.4 Consideremos el espacio cgg pero esta vez como subespacio de

I2. Sabemos que cgp es un subespacio incompleto de 2.

Recordemos que dado un nimero real a, la notacion |« | indica el mayor nimero

entero que es < a. Con esta notacidn, definimos en cq la serie

i —[m/2] plm/2] (4.7)

donde e!”/2! es 1a sucesién definida como en (4.4), para k = |m/2| y cada m > 2.

Observemos que sim = 2j para j > 1.
(—1)ym2=lm/2lelm/2) — 9=Jei, (4.8)

mientras que sim =2j+ 1 para j > 1,
<_1)'"2—Lm/2JeLm/2J =27/l (4.9)

Es decir la serie (4.7) converge absolutamente en /2. De acuerdo con la propo-
sicion (4.1.3), la serie (4.7) converge incondicionalmente en I2. De (4.8) y (4.9)

concluimos que fijando n > 2,

—ded i _
3 (1l glnz) _ )2 Smespan =24
" 0 si nesimpar, n =2+ 1
parag > 1.

Usando otra vez la proposicion (4.1.3), resulta que la serie (4.7) converge incondi-
cionalmente a cero en [? y por lo tanto también en cy.

Por otra parte, de (4.8) tenemos que la subserie

i 1220/ 22 _ y &
L 2]
j=1 =1

converge absolutamente y por lo tanto, de acuerdo a la proposicion (4.1.3), converge

en el espacio de Banach /2. Sin embargo, la serie ¥ i>1 27 /e no converge en cy.
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El razonamiento es similar a lo dicho en el ejemplo (4.2.3). En efecto, supongamos
que existe e = {ej}l>1 € cqo tal que Y. ;> 27 Jel = e, en cqp. Para esta sucesion en

particular, existe M = M, > 1 tal que paral > M, ¢; = 0. Es decir,

iZ‘je{ =0
=

para [ > M, lo cual no puede ser, debido a como hemos definido e{ . O sea, que la

serie (4.7) no es convergente por subseries, en cqy.
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Conclusiones

Al concluir este trabajo, es evidente que la convergencia de series en espacios
normados resulta fundamental para las caracterizaciones de los espacios, ya que a
partir de las definiciones presentadas anteriormente son equivalentes dependiendo
del espacio en el que se trabaje, es por ello que tenemos resultados de gran im-
portancia; es bien conocido que en R, si una serie es absolutamente convergente
entonces es covergente esto lo podemos ver de forma mds general en la proposicion
(4.1.1), donde la condicién mas importante es que el espacio sea completo bajo
la norma del espacio; o como el teorema de Dvoretsky y Rogers donde nos ayuda
a saber si el espacio de Banach es de dimension finita a partir de la convergencia

incondicional y la convergencia absoluta.

Como vemos lo fundamental de las proposiciones y teoremas, se basa en que el
espacio sea completo de ahi en adelante ya podremos trabajar en las equivalencias

de las distintas formas de convergencia de series y ver como actua cada espacio.

71



[1]

(2]

[3]

[4]

[5]

[6]

Aizpuru Tomds, A. (2009). Apuntes completos de Andlisis Funcional. Servicio

de Publicaciones de la Universidad de Cadiz.
Fuster, E. L. Analisis Funcional.

Bruzual, R y Dominguez, M. (2005). Espacios de Banach. Universidad

Central de Venezuela.

Alvarez, J. La convergencia de series en un espacio de Banach. (2020).

Lecturas Matemdticas, vol. 41 (1), pags. 21-40.

Clark, E. (2022). Series en espacios lineales normados. [Trabajo de titulacion,

pregrado]. Universidad de Sonora, Division de Ciencias Exactas y Naturales.

Parra Buitrago, J. Convergencia y espacios de Banach. [Trabajo de titulacion,
pregrado]. Universidad Industrial de Santander, Facultad de Ciencias, Escuela

de Matematicas.



Bibliografia Raul Nunez

[7]

[8]

[9]

[10]

[11]

[12]

[13]

[14]

[15]

[16]

[17]

[18]

Kreyszig, E. (1978). Introductory Functional Analysis with Applications.
John Wiley & Sons Inc.

Gamboa de Buen, B. Historia del analisis funcional. (1999). Misceldnea

Matemdtica, vol. 28, pags. 17-39.

Whittaker, E. T. y Watson, G. N. (1945). A Course Of Modern Analysis.

American Edition, Cambridge University Press.
Hairer, E. y Wanner G. (2008). Analysis By Its History. Springer.

Clark, P. L. (2014). Honors Calculus. math.uga.edu/~pete/2400full.
pdf.

Banach, S. (1932). Théorie Des Opérations Linéaires. Warsaw.
Swartz, C. (1994). Integration And Function Spaces. World Scientific.

DePree, J. y Swartz, C. (1988). Introduction To Real Analysis. John Wiley &

Sons.

Dvoretsky, A. y Rogers, C. (1950). Absolute and uncondicional convergence
in normed linear spaces, Proc. Nat. Acad. Sci. U.S.A., 36, pags, 192-197,

http://www.ncbi.nlm.nih.gov/pmc/articles/PMC1063160.

Hildebrandt, T. H. Unconditional convergence in normed vec tor spa-
ces. (1940). Bull. Amer. Math. Soc., 46, pags. 959-962, www.ams.
org/journals/bull/1940-46-12/S0002-9904-1940-07344-6/
S0002-9904-1940-07344-6.pdf.

O’Connor, J. J. y Robertson, E. F. The MacTutor History Of Mathematics

archive, http://www-history.mcs.st-and.ac.uk/.

Iribarren, 1. (1973). Topologia de espacios métricos. Limusa-Wiley.

73


math.uga.edu/~pete/2400full.pdf
math.uga.edu/~pete/2400full.pdf
http://www.ncbi.nlm.nih.gov/pmc/articles/PMC1063160
www.ams.org/journals/bull/1940-46-12/S0002-9904-1940-07344-6/S0002-9904-1940-07344-6.pdf
www.ams.org/journals/bull/1940-46-12/S0002-9904-1940-07344-6/S0002-9904-1940-07344-6.pdf
www.ams.org/journals/bull/1940-46-12/S0002-9904-1940-07344-6/S0002-9904-1940-07344-6.pdf
http://www-history.mcs.st-and.ac.uk/

Bibliografia Raul Nunez

[19] Lang, S. (1986). Introduccion al dlgebra lineal. (Segunda Edicién). Springer-
Verlag New York Inc.

[20] Sinclair, P. (2008). Equivalence of  definition of  ab-
solute convergence. Mathematics Stack Exchange,
https://math.stackexchange.com/questions/2732626/

equivalence-of-definition-of-absolute-convergence

[21] Diestel, J. (1984). Sucesiones y Series en espacios de Banach. (Primera

Edicién). Springer-Verlag New York Inc.

74


https://math.stackexchange.com/questions/2732626/equivalence-of-definition-of-absolute-convergence
https://math.stackexchange.com/questions/2732626/equivalence-of-definition-of-absolute-convergence

CERTIFICADO DE CUMPLIMIENTO DE LA GUIA PARA
NORMALIZACION DE TRABAJOS DE FIN DE GRADO

Fecha de entrega: 20/ 06 /2024

INFORMACION DEL AUTOR

Nombres — Apellidos: Raul Mateo Nufiez Navarrete

INFORMACION INSTITUCIONAL

Facultad: Ciencias

Carrera: Matematica

Titulo a optar: Matematico

r A T
L ___r?E"r - II.-' s !f_.-__-'._-'_,‘.:-"'__.
Dr. Carlos Eduardo Cova Salaya

Director del Trabajo de Integracion Curricular

[
ingl

Moy

et ]

_*i’fi'l__.
Ms.C. Ramon Antonio Abancin Ospina

Asesor del Trabajo de Integracion Curricular




	RAUL MATEO NUÑEZ NAVARRETE_TIC_240618_114311.pdf
	ÍNDICE DE CONTENIDOS
	ÍNDICE DE ANEXOS
	RESUMEN
	ABSTRACT
	INTRODUCCIÓN
	CAPÍTULO I
	PROBLEMA DE INVESTIGACIÓN
	Planteamiento del problema
	Objetivos
	Objetivo General
	Objetivos específicos

	Justificación


	CAPÍTULO II
	MARCO TEÓRICO
	Referencias teóricas


	CAPÍTULO III
	MARCO METODOLÓGICO
	Descripción de enfoque, alcance, diseño, tipo, técnicas e instrumentos de investigación empleadas


	CAPÍTULO IV
	MARCO DE ANÁLISIS E INTERPRETACIÓN DE RESULTADOS
	Procesamiento, análisis e interpretación de los resultados


	CAPÍTULO V
	CONCLUSIONES Y RECOMENDACIONES
	Conclusiones
	Recomendaciones


	BIBLIOGRAFÍA
	ANEXOS

	Estructura___Monografía-11_240618_114916.pdf
	Preliminares
	Espacios vectoriales
	Espacios métricos
	Espacios normados
	Espacio de Hilbert

	Series
	Convergencia
	Convergencia absoluta
	Convergencia incondicional
	Convergencia por subseries
	Sumabilidad

	Convergencia de series en R
	Series en espacios completos
	Series en espacios de Banach
	Series en espacios de Hilbert


	modoficado.pdf

