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RESUMEN

El objetivo del presente Trabajo de Integración Curricular fue generar una monografía referente

a la convergencia de series en espacios normados, apoyado en bibliografía existente y más

destacada. La metodología usada en el desarrollo de este trabajo de investigación se basó es un

enfoque cualitativo, con un alcance descriptivo y de tipo documental, ya que se buscó, recopiló,

analizó y redactó la información sobre el tópico antes mencionado, detallando las distintas

definiciones de convergencia de series en espacios normados, así mismo hallando equivalencias

entre las definiciones. Se dedicó especial atención al estudio de la convergencia de series en

espacios de Banach y de Hilbert, considerando sus particularidades y propiedades distintivas. Al

concluir esta investigación, se extraen resultados fundamentales que respaldan la relevancia y

utilidad de la monografía titulada “Convergencia de series en espacios normados”. Se anticipa

que dicho trabajo contribuirá significativamente a la formación de nuevos y actuales estudiantes

de la carrera de Matemática en la ESPOCH, proporcionándoles un entendimiento sólido de las

condiciones de convergencia de series y las diversas propiedades que estas pueden exhibir. En

última instancia, se espera que esta monografía sirva como una herramienta educativa valiosa,

facilitando la comprensión y aplicación de conceptos matemáticos avanzados en el ámbito de los

espacios normados.

Palabras clave: <CONVERGENCIA DE SERIES>, <ESPACIOS NORMADOS>, <ESPACIOS

DE BANACH>, <ESPACIOS DE HILBERT>, <CONVERGENCIA DE SERIES>.

0615-DBRA-UPT-2024
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ABSTRACT

The objective of this research project was to produce a monograph on the convergence of series

in normed spaces, supported by existing and most outstanding bibliography. The methodology

used in the development of this research work was based on a qualitative approach, with a

descriptive scope and documentary in nature. This involved the search, collection, analysis,

and compilation of information on the aforementioned topic, detailing various definitions of

convergence of series in normed spaces, as well as identifying equivalences between these

definitions. Special attention was given to the study of series convergence in Banach and Hilbert

spaces, considering their particularities and distinctive properties. At the conclusion of this

research, fundamental results were obtained that support the relevance and usefulness of the

monograph named “Convergence of series in normed spaces”. It is expected that this work will

significantly contribute to the education of new and current students of Mathematics at ESPOCH

(Escuela Superior Politecnica de Chimborazo), providing them with a solid understanding of the

conditions for series convergence and the various properties that these may exhibit. Ultimately,

this monograph should serve as a valuable educational tool, facilitating the comprehension and

application of advanced mathematical concepts in the field of normed spaces.

Keywords: <CONVERGENCE OF SERIES>, <NORMED SPACES>, <BANACH SPACES>,

<HILBERT SPACES>, <CONVERGENCE OF SERIES>.

Lcda. María Eugenia Camacho, M.Sc.

C.I. 0601609597
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INTRODUCCIÓN

El análisis funcional es una parte importante y amplia en el área del análisis matemático, más

aún en los espacios normados. La relevancia de los espacios normados radica en proporcionar un

marco estructurado para entender y estudiar conceptos fundamentales como la convergencia, la

continuidad y la topología en espacios vectoriales.

La teoría de espacios normados surge entre los años 1910 y 1935 con los aportes de Riesz, Helly,

Hahn y Banach, donde combinan las nociones del álgebra lineal y la idea de distancia, gracias a

esto se pudo comprender de mejor manera los problemas del análisis funcional lineal con mayor

generalidad y eficacia (Gamboa de Buen, 1999, pág. 34).

En 1932 Banach presentó el famoso libro “Thérie des Opérations Linéares” en donde expuso la

teoría de operadores lineales en espacios normados, se desarrolló después de los trabajos de F.

Riesz y de S. Banach. A partir del libro de Banach comenzó el estudio sistemático de los espacios

normados. Y desde 1960 la investigación en el área de espacios normados y de Banach creció

considerablemente. Por lo que la teoría de espacios de Banach ganó mucha profundidad y alcance.

La teoría de espacios normados tiene gran relevancia en otras teorías como: análisis armónico,

teoría de aproximación, teoría ergódica, ecuaciones diferenciales, ecuaciones integrales. Por sus

muchas aplicaciones el análisis funcional se ha posicionado en una disciplina matemática muy

popular (Bruzual y Domínguez, 2005, págs. 3-4).

El análisis funcional está estrechamente relacionado con el análisis matemático es por ello que

la convergencia toma gran relevancia. Este es el caso de los espacios de Banach, donde gracias

a la convergencia podremos ver si este espacio es de Banach o no. Hay varias formas de ver la

completitud de los espacios normados, ya sea por sucesiones, por series, etc.

La carrera de Matemática de la Escuela Superior Politécnica de Chimborazo (ESPOCH) cuenta

con material acerca del tópico de convergencia de sucesiones en espacios normados, pero esto

no ocurre para convergencia de series en espacios normados, por lo que es necesario realizar una

monografía referente a este tema. En este trabajo nos dedicamos a estudiar acerca de la completitud

del espacio normado mediante la convergencia de series, donde la idea de una serie se origina en

el estudio de la convergencia de sucesiones, pero se generaliza para el caso de espacios normados,

donde las series son sumas infinitas de elementos del espacio, en lugar de simplemente sumas

finitas.

Así la finalidad de este documento es investigar, documentar y destacar características importantes

de las series en espacios normados, así como los criterios de convergencia de series en espacios
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normados, así el proyecto de investigación se estructuró de la siguiente manera:

• En el primer capítulo se habla sobre el problema de investigación, el planteamiento del

problema, los objetivos de la investigación y la justificación del mismo.

• En el segundo capítulo discutimos acerca del marco teórico de la investigación y las referencias

teóricas que usamos al realizar el proyecto de investigación.

• En el tercer capítulo se describe el enfoque, el alcance, el diseño, el tipo y las técnicas que se

empleó en el proyecto de investigación.

• En el cuarto capítulo tratamos sobre los resultados que obtuvimos, y el análisis del mismo.

• Finalmente, en el quinto capítulo se menciona las conclusiones y las recomendaciones del

proyecto de investigación.
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CAPÍTULO I

1. PROBLEMA DE INVESTIGACIÓN

1.1. Planteamiento del problema

La convergencia de series en espacios normados es un tema fundamental en el análsis funcional.

Sin embargo, la falta de información acerca de este tópico genera una ausencia de conocimiento,

lo cual se convierte en uno de los principales desafíos en la carrera de Matemática de la ESPOCH.

La falta de una monografía clara para resolver dudas puede generar inconvenientes, especialmente

en aquellos que deseen estudiar el tema en estudios de posgrado.

1.2. Objetivos

1.2.1. Objetivo General

Desarrollar una monografía acerca de la teoría de convergencia de series en espacios normados,

mediante el estudio de propiedades y resultados fundamentales de la convergencia, para contribuir

a la carrera de Matemática con material bibliográfico apropiado acerca del tema.

1.2.2. Objetivos específicos

• Investigar acerca de la convergencia de series en espacios normados mediante la recolección de

bibliografías para la comprensión del mismo.

• Recopilar información sobre condiciones de convergencia de series en espacios normados para

el desarrollo de la teoría, en particular en los espacios de Hilbert y Banach.

• Determinar los contenidos más relevantes sobre la convergencia de series en espacios normados,

a través de un análisis riguroso del contenido, con la finalidad de sintetizar la información de

manera más efectiva.

• Plantear y redactar una monografía (en 4 capítulos lógicamente estructurados) de estudios con

definiciones y resultados importantes, sobre la convergencia de series en espacios normados

en base a la información encontrada, para que sea de ayuda a los estudiantes de la carrera de

matemática de la ESPOCH, aplicando un enfoque cualitativo con una metodología y estructura
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sustentada en (OBI, 2018).

1.3. Justificación

La carrera de Matemática de la ESPOCH cuenta con material acerca del tópico de convergencia

de sucesiones en espacios normados, pero esto no ocurre para convergencia de series en espacios

normados, por lo que es necesario realizar una monografía que sirva de apoyo a los estudiantes. Se

pretende contribuir al conocimiento y comprensión acerca de la convergencia de series en espacios

normados, ya que es un tema central en el análisis funcional y una herramienta valiosa para abordar

problemas en matemáticas aplicadas y ciencias físicas.
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CAPÍTULO II

2. MARCO TEÓRICO

Al buscar información acerca de la convergencia de series en espacios normados nos encontramos

con (Alvarez, 2020; Clark, 2022; Parra, 2006), en donde cada autor habla acerca del tema de interés y

propiedades interesantes de las series. Para poder comprender mejor la información encontrada,

es necesario tener conocimientos fundamentales acerca del análisis funcional, es por ello que a

continuación enunciaremos definiciones importantes, y el lector interesado que desee profundizar

dichas definiciones puede revisar en (5. Kreyszig, 1978).

Un espacio vectorial es una estructura matemática que consiste en un conjunto de elementos,

llamados vectores, junto con dos operaciones, la suma vectorial y la multiplicación por un escalar,

que cumplen ciertas propiedades. En un espacio vectorial, los vectores pueden sumarse entre sí y

multiplicarse por números reales o complejos, y estas operaciones satisfacen propiedades como la

asociatividad, la conmutatividad y la distributividad.

Una norma es una función que asigna un valor no negativo a un elemento de un espacio vectorial,

y que satisface ciertas propiedades. En particular, una norma mide la magnitud o tamaño de un

vector. Formalmente, una norma es una función || · || que asigna a cada vector x de un espacio

vectorial un número real no negativo ||x||, de acuerdo con las siguientes propiedades: la norma

no es negativa, la norma es homogénea en cuanto a la multiplicación por escalares, desigualdad

triangular.

Formalmente, un espacio normado se define como un par (V, || · ||), donde V es un espacio vectorial

y || · || es una norma en V .

Para el estudio de series en espacios normados se necesitan conocimientos previos acerca

del álgebra lineal, ya que se debe tener una comprensión sólida sobre espacios vectoriales,

subespacios, bases, independencia lineal y operaciones entre vectores. De igual forma sobre

sucesiones y límites, los tipos de convergencia; análisis matemático por los conceptos de

continuidad, derivabilidad e integrabilidad; sobre topología puesto que la noción de convergencia

está estrechamente relacionada con la topología del espacio, y por último cálculo integral y

diferencial porque hay técnicas que son aplicadas en el estudio de series en espacios normados.
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2.1. Referencias teóricas

En este proyecto de investigación, se hizo una búsqueda, recopilación, y comprensión del material

bibliográfico encontrado acerca de convergencia de series en espacios normados, y posteriormente

se redactó una monografía. Por otro lado, cabe resaltar la bibliografía especialmente en matemática

empleada al momento de desarrollar este proyecto de investigación de tipo documental, para ello,

se ha considerado las siguientes referencias bibliográficas:

• La convergencia de series en un espacios de Banach, (Alvarez, 2020).

• Series en espacios lineales normados, (Clark, 2022).

• Convergencia y espacios de Banach, (Parra, 2006).
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CAPÍTULO III

3. MARCO METODOLÓGICO

3.1. Descripción de enfoque, alcance, diseño, tipo, técnicas e instrumentos de investigación

empleadas

Dada la finalidad del proyecto de investigación, este trabajo tiene un enfoque cualitativo, ya que se

realizó un estudio de investigación con base a la bibliografía seleccionada, de alcance descriptivo

porque el objetivo principal es detallar la información que se encuentre, y finalmente de tipo

documental, ya que se buscó, recopiló y redactó información de diferentes fuentes bibliográficas

certificadas.

Se realizó varios métodos para la recolección y redacción de la información acerca del tópico, que

detallaremos a continuación:

• Se buscó de forma rigurosa la mayor cantidad de recursos bibliográficos acerca del tópico de

convergencia de series en espacios normados de carácter formal.

• Se organizó el material obtenido, con la finalidad de obtener las mejores fuentes bibliográficas

y filtrar fuentes relevantes para la investigación haciendo énfasis en la convergencia de series en

espacios normados.

• Leer y comprender la información que se organizó para el entendimiento de cada sección de la

convergencia de series en espacios normados.

• Al momento de la comprensión y organización de la información recolectada, se procedió a

redactar en capítulos lógicamente estructurados del tema de investigación.

Por último, los instrumentos utilizados durante el proyecto de investigación fueron libros virtuales,

bibliografía virtual, dispositivo electrónico (computadora), y el documento fue escrito utilizando

el edito de texto LATEX.
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CAPÍTULO IV

4. MARCO DE ANÁLISIS E INTERPRETACIÓN DE RESULTADOS

4.1. Procesamiento, análisis e interpretación de los resultados

Este proyecto de investigación generó una monografía, el cual consta con 4 capítulos, los cuales

fueron organizados de la mejor manera para que el lector logré una buena compresión del

contenido.

Por lo que la monografía está hecha de la siguiente forma: el primer capítulo se habla acerca de

los preliminares, los conocimientos necesarios para estudiar contenidos posteriores, se menciona

acerca de espacios vectoriales, espacios métricos, espacios normados, espacios pre Hilbert, de

igual forma acerca de la convergencia de sucesiones en cada espacio y ejemplos de los mismos,

y por último de cuando se logra la completitud en los espacios. En el segundo capítulo se

introduce las series en espacios normados, su definición y lo más importante la convergencia

de series, así mismo se menciona varias formas de convergencia de series, como por subseries,

de forma incondicional y la sumabilidad, se exponen ejemplos de la convergencia de series. En

el tercer capítulo nos centramos en el espacios de los reales R, y resaltando las equivalencias

de convergencia de series entre la convergencia absoluta, incondicional, por subseries y la

sumabilidad. Finalmente, en el cuarto capítulo mencionamos las series en espacios de Banach

y de Hilbert, y como la convergencia absoluta nos puede ayudar a identificar si el espacios es

completo o no. Este proyecto de investigación propone el siguiente esquema de contenido:

Capítulo 1. Preliminares

1.1 Espacios vectoriales.

1.2 Espacios métricos.

1.3 Espacios normados.

1.4 Espacio de Hilbert.

Capítulo 2. Series

8



2.1 Convergencia.

2.2 Convergencia absoluta.

2.3 Convergencia incondicional.

2.4 Convergencia por subseries.

2.5 Sumabilidad.

Capítulo 3. Convergencia en R

Capítulo 4. Convergencia de series en espacios completos

4.1 Series en espacios de Banach.

4.2 Series en espacios de Hilbert.

9



CAPÍTULO V

5. CONCLUSIONES Y RECOMENDACIONES

5.1. Conclusiones

Una vez terminado el proyecto de investigación, podemos concluir que:

• La investigación acerca de la convergencia de series en espacios normados nos permitió conocer

la bibliografía adecuada del tema, posteriormente recolectar la bibliografía del tópico. Este

enfoque nos ayudó a centrarnos en la información de la convergencia de series en espacios

normados.

• La recopilación detallada de las condiciones de convergencia de series en espacios normados

nos ayudó a filtrar el contenido específico que se requería y más aún en los espacios de Banach

y Hilbert. Este proceso favoreció a la calidad del contenido.

• El determinar los contenido más relevantes del tema, nos condujo a evualar críticamente, a una

selección cuidadosa y a la correcta síntesis de la información relacionada a la convergencia de

series en espacios normados.

• La redacción de la monografía de la convergencia de series en espacios normados es un recurso

importante para los estudiantes de la carrera de matemática de la ESPOCH, utilizando la

metodología de (OBI, 2018), que estableció un fundamento sólido. Esta propuesta buscó dar un

documento de alta calidad que sirva de guía para comprender el tema de convergencia de series

en espacios normados.

5.2. Recomendaciones

Debido a que la monografía “Convergencia de series en espacios normados”, va dirigida a los

estudiantes de la carrera de Matemática de la ESPOCH, se recomienda que el documento sea

de fácil acceso para ellos, con la finalidad de que puedan expandir sus conocimientos en dicho

tema. De igual forma, se sugiere un estudió más profundo acerca de la convergencia de series en

espacios normados en distinto espacios, en especial el espacio de los complejos. De igual forma

para complementar este trabajo se puede proponer más ejemplos didácticos para comprender el
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comportamiento de las series, y buscar situaciones en la vida cotidiana en donde se pueda aplicar

este tema.
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ANEXOS

ANEXO A: CONVERGENCIA DE SERIES EN ESPACIOS NORMADOS.
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Introducción

El análisis funcional es una parte importante y amplia en el área del análisis

matemático, más aún en los espacios normados. La relevancia de los espacios

normados radica en proporcionar un marco estructurado para entender y estudiar

conceptos fundamentales como la convergencia, la continuidad y la topologı́a en

espacios vectoriales.

La teorı́a de espacios normados surge entre los años 1910 y 1935 con los aportes

de Riesz, Helly, Hahn y Banach, donde combinan las nociones del álgebra lineal

y la idea de distancia, gracias a esto se pudo comprender de mejor manera los

problemas del análisis funcional lineal con mayor generalidad y eficacia [8].

En 1932 Banach presentó el famoso libro “Thérie des Opérations Linéares” en

donde expuso la teorı́a de operadores lineales en espacios normados, se desarrolló

después de los trabajos de F. Riesz y de S. Banach. A partir del libro de Banach

comenzó el estudio sistemático de los espacios normados. Y desde 1960 la investi-

gación en el área de espacios normados y de Banach creció considerablemente. Por

lo que la teorı́a de espacios de Banach ganó mucha profundidad y alcance. La teorı́a

de espacios normados tiene gran relevancia en otras teorı́as como: análisis armóni-

co, teorı́a de aproximación, teorı́a ergódica, ecuaciones diferenciales, ecuaciones

integrales. Por sus muchas aplicaciones el análisis funcional se ha posicionado en

una disciplina matemática muy popular [3].

El análisis funcional está ı́ntimamente relacionado con el análisis matemático es

por ello que la convergencia toma gran relevancia. Este es el caso de los espacios

de Banach, donde gracias a la convergencia podremos ver si este espacio es de

Banach o no. Hay varias formas de ver la completitud de los espacios normados,

ya sea por sucesiones, por series, etc.

La carrera de Matemática de la Escuela Superior Politécnica de Chimborazo (ES-

POCH) cuenta con material acerca del tópico de convergencia de sucesiones en
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espacios normados, pero esto no ocurre para convergencia de series en espacios

normados, es por ello que es necesario realizar una monografı́a referente a este

tema. En este trabajo nos dedicamos a estudiar acerca de la completitud del espacio

normado mediante la convergencia de series, donde la idea de una serie se origina

en el estudio de la convergencia de sucesiones, pero se generaliza para el caso de

espacios normados, donde las series son sumas infinitas de elementos del espacio,

en lugar de simplemente sumas finitas.

Por lo que la finalidad de este documento es investigar, documentar y destacar ca-

racterı́sticas importantes de las series en espacios normados, ası́ como los criterios

de convergencia de series en espacios normados, ası́ el proyecto de investigación

se estructuró de la siguiente manera:

En el primer capı́tulo se habla sobre los conocimientos previos que necesi-

taremos para capitulos posteriores, acerca de espacios vectoriales, espacios

métricos, espacios normados, y espacios de Banach y Hilbert.

En el segundo capı́tulo discutimos acerca de las distintas definiciones de

convergencia de series.

En el tercer capı́tulo se describe la convergencia de series en R y cuales son

las equivalencias entre las distintas definiciones de convergencia.

Finalmente, en el quinto capı́tulo se menciona resultados importantes, siem-

pre teniendo cuenta que los espacios sobre los que trabajamos son completos.
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1. Preliminares

La finalidad de este capı́tulo es recordar las definiciones básicas y los resultados

fundamentales sobre los espacios vectoriales, los espacios métricos, los espacios

normados y los espacios de Banach y de Hilbert; que serán utilizados implı́cita-

mente en el desarrollo de los capı́tulos posteriores, con el propósito de hacer el

tratamiento del presente trabajo razonablemente autocontenido. La mayorı́a de

estos resultados fundamentales se dan sin demostración, pero en compensación se

darán ejemplos, formalmente desarrollados y demostrados, que complementarán

su fácil comprensión. Aun ası́, se darán las demostraciones de algunos de los resul-

tados, que el autor considera serán de gran importancia para el pleno desarrollo del

tema del presente trabajo. En la sección 1.1 se dan las definiciones básicas de los

espacios vectoriales. En la sección 1.2 se trataran los espacios métricos. Se darán

ejemplos clásicos de tales espacios, entre ellos los espacios euclidianos. Se tratará

principalmente en concepto de convergencia y los resultados fundamentales sobre

este se demostrarán formalmente, con miras a establecer la idea de los espacios

métricos completos. En la sección 1.3 se tratarán los espacios normados. Se darán



1.1 Espacios vectoriales Raul Nuñez

los ejemplos clásicos de espacios normados, como los espacios euclidianos y los

espacios (1 ≤ p < ∞), c0 y c00. Se verá a los espacios normados como espacios

métricos, vı́a la métrica inducida por su norma, y ası́ se establecerán formalmente

los resultados de convergencia en los espacios normados. Esto con el objetivo de

introducir los espacios de Banach y en la sección 1.4 a los espacios de Hilbert.

El lector interesado en ampliar los conocimientos de los temas tratados, puede

referirse a [19] para espacios vectoriales, a [18] para espacios métricos y espacios

de normados, a [7] para espacios de Banach y de Hilbert.

1.1 Espacios vectoriales
Definición 1.1.1 Un espacio vectorial sobre un campo F , es un conjunto V ,

con operaciones de suma y producto escalar definidas como:

+ : V ×V →V

(x,y)→ x+ y.

· : F ×V →V

(α,x)→ α · x,

y que satisfacen:

A1. Para cada par x,y de elementos en V , existe un único elemento en V

denotado por x+ y. Es decir, V es cerrado para la suma.

A2. Conmutatividad para la suma.

Para cada par x,y de elementos en V : x+ y = y+ x

A3. Asociatividad de la suma.

Dados x,y,z elementos en V : (x+ y)+ z = x+(y+ z)

A4. Existencia del elemento neutro para la suma en V .
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Existe un elemento en V , denotado por 0, tal que x+0 = 0+x = x, ∀x ∈V

A5. Existencia en V del opuesto aditivo.

Para cada x en V , existe un elemento y en V tal que x+y = y+x = 0. Este

elemento y se denota como −x, es decir y =−x

A6. Para cada elemento x en V , y cada elemento α en el campo F , existe un

único elemento en V denotado por α · x

A7. Para cada x ∈V : 1 · x = x, siendo 1 la unidad del campo F .

A8. Ley asociativa de la multiplicación escalar.

para cada par α,β de elementos del campo F y cada elemento x en V :

(αβ ) · x = α · (β · x)

A9. Distributiva de la multiplicación escalar respecto a la suma.

Para cada elemento α en el campo F , y para cada par de elementos x,y

en V :

α · (x+ y) = α · x+α · y

A10. Distributividad de la multiplicación escalar respecto a la suma de escala-

res:

(α +β ) · x = α · x+β · x

■ Ejemplo 1.1.1 Rn es un espacio vectorial donde Rn = {(x1, . . . ,xn); xi ∈ R, i =

1,2, . . . ,n} con la adición definida como:

(x1, . . . ,xn)+(y1, . . . ,yn) = (x1 + y1, . . . ,xn + yn)

y el producto por un escalar como:

λ (x1, . . . ,xn) = (λx1, . . . ,λxn).

■ Ejemplo 1.1.2 El espacio KN es un espacio vectorial de todas las sucesiones

escalares, con las siguientes operaciones, donde (xi),(yi) ∈ KN y λ ∈ K
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(xi)+(yi) = (xi + yi);

λ (xi) = (λxi).

Definición 1.1.2 Sea V un espacio vectorial y {v1, v2, . . . , vn} un conjunto de

vectores de V . Se llama combinación lineal de los vectores v1 ,v2, . . . , vn al

vector

v = a1v1 +a2v2 + · · ·+anvn

cualquiera que sea la elección de los escalares a1, a2, . . . , an.

Definición 1.1.3 Un conjunto de vectores {v1, v2, . . . , vn} de un espacio

vectorial V, se llama un conjunto generador de V , si todo v ∈ V se puede

expresar como combinación lineal de los vectores v1, v2, . . . , vn.

Definición 1.1.4 Se dice que V es un espacio vectorial de dimensión finita si

tiene un conjunto generador con una cantidad finita de elementos. Es decir, V es

de dimensión finita si existe una familia finita de vectores (v1, v2, v3, . . . , vn) ∈

V tal que todos los vectores en V se puede expresar como combinación lineal.

Definición 1.1.5 Una base de Hamel B de un espacio vectorial V sobre un

cuerpo K es un subconjunto linealmente independiente de V que genera V . Esto

quiere decir que B debe cumplir dos condiciones:

• Independencia lineal: Para cada subconjunto finito {v1, . . . , vm} de B,

si c1v1 + · · ·+ cmvm = 0 para ciertos escalares, c1, . . . , cm ∈K, entonces

c1 = · · ·= cm = 0.

• Propiedad generadora: Para cada vector v de V , se pueden elegir es-

calares a1, . . . , an ∈ K y vectores de la base v1, . . . , vn ∈ B tales que

u = a1v1 + · · ·+anvn.
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1.2 Espacios métricos
Definición 1.2.1 Una métrica o distancia sobre un conjunto X es una función

d : X ×X −→ R

(x,y) 7−→ d(x,y)

que satisface las siguientes propiedades para cualesquiera x, y, z ∈ X

1. d(x,y)≥ 0;

2. d(x,y) = 0 ⇔ x = y;

3. d(x,y) = d(y,x);

4. d(x,y)≤ d(x,z)+d(z,y);

Si d es una métrica sobre X , entonces la dupla (X , d) es llamado espacio

métrico.

■ Ejemplo 1.2.1 — La recta real R. Es el conjunto de todos los números reales,

con la métrica usual definida como,

d(x,y) = |x− y|.

■ Ejemplo 1.2.2 — Plano euclideano R2. El espacio métrico R2, llamado el

plano Euclideano, es obtenido si tomamos el conjunto de pares ordenados de

número reales, escritos x = (x1, x2) y y = (y1, y2), etc., y la métrica Euclideana

definida como,

d(x,y) =
√
(x1 − y1)2 +(x2 − y2)2.

Otra espacio métrico es obtenido si escogemos el mismo conjunto que antes, pero

otra métrica d1 definida por:

d1(x,y) = |x1 − y1|+ |x2 − y2|.
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x

y
d(

x,y
)

Figura 1.1: R2 con d(x,y)

x d(x,y)

y

Figura 1.2: R2 con d1(x,y)

■ Ejemplo 1.2.3 — El espacio euclideano Rn. El ejemplo anterior es un caso

particular de el espacio Euclideano de n-dimensiones Rn. Este espacio se obtiene si

tomamos el conjunto de todas las n−tuplas ordenadas de numeros reales, escritas

x = (x1, . . . , xn), y = (y1, . . . , yn),

y la métrica euclidiana definida como,

d(x,y) =
√

(x1 − y1)2 + · · ·+(xn − yn)2.
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■ Ejemplo 1.2.4 — El espacio métrico discreto. Tomamos cualquier conjunto

X y sobre este conjunto la llamada métrica discreta, definida como

d(x,y) =

 1 si x ̸= y,

0 si x = y.

Este espacio (X , d) es llamado espacio métrico discreto.

Definición 1.2.2 Sea (X ,d) un espacio métrico. Toda función de N en X , se

llama sucesión en X , es decir, una función

x : N−→ X

n 7−→ x(n) = xn

Notaremos como x = (xn)n∈N.

Cuando no haya motivo de confusión, escribiremos la sucesión (xn)n∈N simple-

mento como (xn).

Definición 1.2.3 Sea (X ,d) un espacio métrico, la sucesión (xn) es convergente

a x ∈ X , si para todo ε > 0, existe n0 ∈ N tal que

d(xn,x)< ε, ∀ n ≥ n0

En este caso x ∈ X es llamado lı́mite de la sucesión y es denotado como

lı́m
n→∞

xn = x ó xn → x

Si (xn) no converge, se dice que es una sucesión divergente.

■ Ejemplo 1.2.5 Sea x = (xn) en R con xn =
1
n . Veamos que es convergente hacia

0. Considerando la métrica usual.

En efecto, aplicando la definición tenemos que, para todo ε > 0, por la propiedad

13
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arquimediana existe n0 ∈ N tal que 1
n0

< ε . Por lo tanto,

d(xn,x) = d
(

1
n
,0
)
=

∣∣∣∣1n −0
∣∣∣∣= 1

n
< ε, si n > n0.

Se tiene que para todo n ≥ n0 se cumple que d
(1

n ,0
)
< ε . Ası́ 1

n → 0.

■ Ejemplo 1.2.6 La sucesión x = (xn) con xn = n es divergente. Considerando la

métrica usual.

Veamos por reducción al absurdo. Supongamos que existe L ∈ R, tal que xn → L.

Por lo tanto, para todo ε > 0, existe n0 ∈ N tal que d(xn, x)< ε para todo n ≥ n0.

Ası́,

d(xn, x) = |n−L|< ε

ahora por propiedades del valor absoluto,

−ε < n−L < ε (∀ n ≥ n0)

−ε +L < n < ε +L (∀ n ≥ n0)

y vemos que estamos acotando a n ∈ N, lo que es una contradicción ya que no

podemos acotar los números naturales, ası́ xn diverge.

Definición 1.2.4 Sea (X , d) un espacio métrico, una subsucesión de una suce-

sión dada (xn) es otra sucesión (xnk)nk∈N.

■ Ejemplo 1.2.7 Consideremos la sucesión xn =
(−1)n

n , con n∈N, podemos obtener

las siguientes subsucesiones

1. xnk =
(−1)2k

2k , k ∈ N; yk =
(1

2 ,
1
4 ,

1
8 , . . .

)
2. xnk =

(−1)2k+1

2k+1 , k ∈ N; yk =
(
−1

3 , −
1
5 , −

1
7 , . . .

)
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3. xnk =
(−1)k

k , con k primo; yk =
(1

2 , −
1
3 , −

1
5 , −

1
7 , −

1
11 , . . .

)

Proposición 1.2.8 Si xn → x, entonces xnk → x para toda subsucesión (xnk) de

(xn).

Demostración:

Ya que (xn) converge hacia x entonces para todo ε > 0, existe n0 ∈ N tal que para

todo n ≥ n0, d(xn, x)< ε . Ya que nk ≥ k para todo k, si k ≥ n0, entonces nk ≥ n0 y

por lo tanto, d(xnk , x)< ε . □

Podemos concluir que una sucesión no converge si los términos de la sucesión no

se acercan entre sı́. Esto es, si xn → x entonces dado ε > 0, existe n0 ∈ N tal que

d(xn, xm)< ε si n, m > n0. Esta condición es necesaria para la convergencia, y es

llamada la condición de Cauchy.

Pero, solo en cierto espacios esta condición es suficiente, y estos espacios son los

llamados espacios métricos completos.

Definición 1.2.5 Sea (X ,d) un espacio métrico. Decimos que una sucesión

(xn) ⊂ X es una sucesión de Cauchy si para todo ε > 0 existe un n0 ∈ N tal

que,

d(xm,xn)< ε, ∀ n,m ≥ n0

■ Ejemplo 1.2.9 La sucesión
{ n

n+1

}
es de Cauchy, considerando la métrica usual.

Sea ε > 0. Consideremos k ∈ N tal que k > 2
ε
, y por tanto 1

k < ε

2 . Además, si
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n,m > k, entonces se sigue que∣∣∣∣ n
n+1

− m
m+1

∣∣∣∣= ∣∣∣∣nm+n−nm−m
(n+1)(m+1)

∣∣∣∣
=

∣∣∣∣ n−m
(n+1)(m+1)

∣∣∣∣
≤
∣∣∣∣n−m

nm

∣∣∣∣ , pues (n+1)(m+1)> nm

=
∣∣∣ n
nm

− m
nm

∣∣∣
=

∣∣∣∣ 1
m
− 1

n

∣∣∣∣
≤ 1

n
+

1
m

<
1
k
+

1
k
, pues n,m > k

<
ε

2
+

ε

2
, pues

1
k
<

ε

2

= ε.

Por tanto,
{ n

n+1

}
es de Cauchy.

Definición 1.2.6 Sea (M, d) un espacio métrico y A ⊂ M. A es acotado si

existe un número b > 0 tal que d(x,y)< b, para todo x, y ∈ A.

Hay distintas relaciones entre la convergencia, sucesiones de Cauchy y sucesiones

acotadas, la siguiente proposición nos proporcionará estas relaciones.

Proposición 1.2.10 Sea (X ,d) un espacio métrico y (xn) una sucesión en X .

1. Si (xn) converge, entonces (xn) es una sucesión de Cauchy.

2. Si (xn) es una sucesión de Cauchy, entonces es acotada.

3. Si (xn) es una sucesión de Cauchy y alguna subsucesión de (xn) converge

a x, entonces (xn) converge a x.
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Demostración:

1. Supongamos que xn → x por lo que, para todo ε > 0, existe n0 ∈N tal que si

n ≥ n0 entonces d(xn, x)< ε

2 . Entonces, si m, n ≥ n0,

d(xm, xn)≤ d(xm, x)+d(x,xn)<
ε

2
+

ε

2
= ε

2. Ya que (xn) es una sucesión de Cauchy, entonces existe n0 ∈ N tal que si

m, n ≥ n0 entonces d(xm, xn)< 1. Tomemos

M = máx{d(x1, xn0), d(x2, xn0), . . . , d(xn, xn0−1), 1}

por lo que, para todo n, d(xn, xn0)≤ M.Ası́ (xn) es acotada.

3. Supongamos que xnk → x. Entonces, dado ε > 0, existe K tal que para todo

k ≥ K, se tiene que d(xnk , x) < ε

2 . Ya que (xn) es de Cauchy, existe n0

tal que para todo m, n ≥ n0, se tiene que d(xm, xn) <
ε

2 . Ahora tomemos

N = máx{nK, n0} por lo que n ≥ N implica

d(xn, x)≤ d(xn, xnK)+d(xnK ,x)≤
ε

2
+

ε

2
= ε

Ası́ (xn) converge a x. □

Definición 1.2.7 Sea (X ,d) un espacio métrico, se dice que (X ,d) es completo

si toda sucesión de Cauchy en X es convergente en X .

■ Ejemplo 1.2.11 R y Rn son completos con las métricas usuales. Más adelante

en el ejemplo (1.3.9) demostramos que R es completo con la métrica usual.

1.3 Espacios normados
Definición 1.3.1 Sea V un espacio vectorial sobre K, donde K será siempre R

17
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o C. Una norma es una función,

|| · || : V −→ K

x 7−→ ||x||,

que satisface las siguientes propiedades, para cualesquiera x, y, z ∈ X y para

cualquier λ ∈ K

N1. ||x|| ≥ 0;

N2. ||x||= 0 ⇔ x = 0;

N3. ||λx||= |λ |||x||;

N4. ||x+ y|| ≤ ||x||+ ||y||.

A la dupla (V, || · ||) le llamaremos espacio normado.

■ Ejemplo 1.3.1 El espacio V = Rn es un espacio normado, donde la norma está

definida como:

∥x∥2 =

(
n

∑
i=1

|xi|2
)1/2

.

Donde x = (x1, x2, . . . , xn) ∈ Rn.

Demostremos que ∥x∥2 es una norma. Para esto debe cumplir las cuatro condicio-

nes.

1) Sea x ∈ Rn. Por definición de valor absoluto |x| ≥ 0, por lo que |x|2 ≥ 0, ası́
n
∑

i=1
|xi|2 ≥ 0 y por último

∥x∥2 =

(
n

∑
i=1

|xi|2
)1/2

≥ 0.

Por lo tanto se cumple N1.

2) Sea x ∈ Rn.

⇒) Supongamos que

∥x∥2 =

(
n

∑
i=1

|xi|2
)1/2

= 0,

18
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por lo tanto
n

∑
i=1

|xi|2 = 0,

para que esto ocurra

|xi|2 = 0 para todo i = 1, . . . , n

|xi|= 0 para todo i = 1, . . . , n.

Ahora, por una propiedad del valor absoluto

xi = 0 para todo i = 1, . . . , n.

Ya que es para todo i = 1, . . . , n, se tiene que x = 0.

⇐) Supongamos que x = 0. Se tiene que

∥x∥2 =

(
n

∑
i=1

|0|2
)1/2

=(0)1/2

=0

Por lo tanto ∥x∥2 = 0. Ası́ N2 se cumple.

3) Sea x ∈ Rn y λ ∈ K. Debemos ver que ∥λx∥2 = |λ |∥x∥2

∥λx∥2 =

(
n

∑
i=1

|λxi|2
)1/2

=

(
n

∑
i=1

|λ |2|xi|2
)1/2

por propiedades del valor absoluto,

=

(
|λ |2

n

∑
i=1

|xi|2
)1/2

ya que λ no depende de i,

=
(
|λ |2

)1/2
(

n

∑
i=1

|xi|2
)1/2

=|λ |

(
n

∑
i=1

|xi|2
)1/2

= |λ |∥x∥2 .
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Ası́ N3 se cumple.

4) Sea x, y ∈ Rn. Para ver la desigualdad triangular usaremos la desigualdad de

Cauchy-Schwarz.

∥x+ y∥2
2 =

n

∑
i=1

|xi + yi|2

=
n

∑
i=1

|xi|2 +2|xiyi|+ |yi|2

=
n

∑
i=1

|xi|2 +2
n

∑
i=1

|xi||yi|+
n

∑
i=1

|yi|2

≤
n

∑
i=1

|xi|2 +2

(
n

∑
i=1

|xi|2
)1/2( n

∑
i=1

|yi|2
)1/2

+
n

∑
i=1

|yi|2, por la desigualdad de Cauchy

=

( n

∑
i=1

|xi|2
)1/2

+

(
n

∑
i=1

|yi|2
)1/2

2

=(∥x∥2 +∥y∥2)
2

Por lo tanto

∥x+ y∥2
2 ≤ (∥x∥2 +∥y∥2)

2 ,

de donde,

∥x+ y∥2 ≤ ∥x∥2 +∥y∥2

Ası́ N4 se cumple.

Ya que ∥x∥2 cumple las cuatro propiedades, entonces es una norma.

■ Ejemplo 1.3.2 El espacio lp, con 1 ≤ p < ∞, lp es el espacio vectorial de las

sucesiones reales (xi) donde la serie ∑i∈N |xi|p converge. En otras palabras,

lp = {(xi)i∈N ∈ KN : ∑i∈N |xi|p < ∞}, y cuenta con la siguiente norma:

||x||p =

(
∞

∑
n=1

|xn|p
)1/p

.

Demostremos que ∥x∥p es una norma.

Para ver que N1, N2, N3 se cumple, el procedimiento es similar a la demostración del
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ejercicio anterior, y además tengamos en cuenta que la serie ∑i∈N |xi|p converge.

Ahora para N4 se necesita de la desigualdad de Minkowski, como veremos a

continuación.

4) Sea x, y ∈ lp.(
n

∑
i=1

|xi + yi|p
)1/p

≤

(
n

∑
i=1

|xi|p
)1/p

+

(
n

∑
i=1

|yi|p
)1/p

, por la desigualdad de Minkowski,

≤

(
∞

∑
i=1

|xi|p
)1/p

+

(
∞

∑
i=1

|yi|p
)1/p

Por lo tanto

n

∑
i=1

|xi + yi|p ≤

( ∞

∑
i=1

|xi|p
)1/p

+

(
∞

∑
i=1

|yi|p
)1/p

p

Ya que es cierto para todo n ∈ N, entonces

∞

∑
i=1

|xi + yi|p = lı́m
n→∞

n

∑
i=1

|xi + yi|p ≤

( ∞

∑
i=1

|xi|p
)1/p

+

(
∞

∑
i=1

|yi|p
)1/p

p

Ası́

∞

∑
i=1

|xi + yi|p ≤

( ∞

∑
i=1

|xi|p
)1/p

+

(
∞

∑
i=1

|yi|p
)1/p

p

(
n

∑
i=1

|xi + yi|p
)1/p

≤

(
∞

∑
i=1

|xi|p
)1/p

+

(
∞

∑
i=1

|yi|p
)1/p

Concluyendo que ∥xi + yi∥p ≤ ∥xi∥p +∥yi∥p

Ya que ∥x∥p cumple las 4 propiedades, entonces es una norma.

Ahora si p = ∞, l∞ consiste de las sucesiones reales acotadas. En otras palabras,

l∞ = {(xi)i∈N ∈ KN : sup
n∈N

|xn|< ∞}, y cuenta con la siguiente norma:

∥x∥
∞
= sup

n∈N
|xn|.

La demostración de que es una norma es similar a las anteriores demostraciones.
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■ Ejemplo 1.3.3 Consideremos los espacios c0 y c00. Donde c0 es el espacio

vectorial de las sucesiones reales que tienden a cero, es decir

c0 = {(xn)n∈N ∈ KN : xn → 0}

y c00 de las sucesiones reales casi nulas, es decir

c00 = {(xn)n∈N ∈ KN : ∃ N = N(x) ∈ N tal que xn = 0 si n ≥ N},

los dos espacios cuentan con la norma:

||xn||∞ = sup
n∈N

|xn|.

Al espacio normado (V, || · ||) lo podemos dotar de una métrica d(x,y) = ||x− y||,

∀ x,y ∈ V y ası́, las definiciones que mencionamos anteriormente para espacios

métricos lo podemos utilizar en espacios normados.

Proposición 1.3.4 Si (V,∥·∥) es un espacio normado y consideramos la métrica

d(x,y) = ∥x−y∥ y (xn) es una sucesión en V . Entonces xn → x si y sólo si, dado

ε > 0, existe N ∈ N tal que ∥xn − x∥< ε para todo n > N.

Demostración:

⇒) Supongamos que xn → x, ahora por definición, dado ε > 0 existe N ∈ N tal

que d(xn, x) < ε para todo n ≥ N. Ya que d(x,y) = ∥x− y∥ tenemos que, dado

ε > 0 existe N ∈ N tal que ∥xn − x∥< ε para todo n ≥ N.

⇐) Consideremos una sucesión (xn) en V , por hipótesis, dado ε > 0, existe N ∈ N

tal que ∥xn − x∥ < ε para todo n > N. Ya que d(xn, x) = ∥xn − x∥, tenemos que,

dado ε > 0, existe N ∈ N tal que d(xn, x)< ε para todo n > N, por lo tanto (xn)

converge a x ∈V . □
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En este caso x ∈V es llamado lı́mite de la sucesión y es denotado como

lı́m
n→∞

xn = x ó xn → x

Si (xn) no cumple la proposición (1.3.4), se dice que es una sucesión divergente.

Teorema 1.3.5 Sea (xn) y (yn) dos sucesiones convergentes a x e y respectiva-

mente, y α ∈ K, entonces

1. lı́m
n→∞

αxn = αx,

2. lı́m
n→∞

xn + yn = x+ y.

Demostración:

1. Por hipótesis (xn) es una sucesión que converge a x. Ahora consideremos el

caso de que α = 0, por lo tanto

lı́m
n→∞

0 · xn = 0 · x = 0.

Si α ̸= 0, dado ε > 0, existe n0 ∈ N tal que ∥xn − x∥< ε

|α| para todo n ≥ n0.

Por lo tanto,

∥αxn −αx∥= |α|∥xn − x∥< |α| ε

|α|
= ε, para todo n > n0.

Ası́ lı́m
n→∞

αxn = αx.

2. Por hipótesis (xn), (yn) son sucesiones convergente a x e y, por lo tanto, dado

ε > 0, se tiene que

ε

2
> 0, existe n0 tal que para todo n > n0 se tiene que ∥xn − x∥< ε

2
,

ε

2
> 0, existe n1 tal que para todo n > n1 se tiene que ∥yn − y∥< ε

2
.

Ahora tomemos n2 = máx{n0, n1}, entonces si n > n2 se tiene que

∥(xn + yn)− (x+ y)∥ ≤ ∥xn − x∥+∥yn − y∥< ε

2
+

ε

2
= ε

Ası́, lı́m
n→∞

xn + yn = x+ y.
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Que es lo que querı́amos probar. □

A partir del teorema (1.3.5) se sigue que

lı́m
n→∞

αxn +βyn = αx+βy.

Teorema 1.3.6 Sea (X , ∥ · ∥) un espacio normado sobre K. Entonces

(a)
∣∣ ∥x∥−∥y∥

∣∣≤ ∥x− y∥ para todo x, y ∈ X ;

(b) Si (xn) en una sucesión en X y xn → x. Entonces lı́m
n→∞

∥xn∥= ∥x∥.

Demostración:

Para (a): ∥x∥= ∥x−y+y∥ ahora por N4 se tiene que, ∥x−y+y∥ ≤ ∥x−y∥+∥y∥

por lo tanto, ∥x∥ ≤ ∥x− y∥+∥y∥, ası́

(i) ∥x∥−∥y∥ ≤ ∥x− y∥,

por otro lado ∥y∥= ∥y−x+x∥ y por N4 tenemos que ∥y−x+x∥ ≤ ∥y−x∥+∥x∥,

pero

∥y− x∥= ∥(−1)(x− y)∥= |−1|∥x− y∥= ∥x− y∥

Reemplazando, ∥y− x+ x∥ ≤ ∥x− y∥+∥x∥ entonces, ∥y∥ ≤ ∥x− y∥+∥x∥, multi-

plicando por (−1) se tiene que,

(ii) −∥x− y∥ ≤ ∥x∥−∥y∥,

ahora por (i) y por (ii) se conluye que −∥x− y∥ ≤ ∥x∥− ∥y∥ ≤ ∥x− y∥ y por

propiedad del valor absoluto,
∣∣ ∥x∥−∥y∥

∣∣≤ ∥x− y∥.

Para (b): Por hipótesis xn → x, es decir para cada ε > 0, existe n0 ∈ N tal que

∥xn−x∥< ε si n ≥ n0. Por (a) sabemos que
∣∣ ∥xn∥−∥x∥

∣∣≤ ∥xn−x∥, por lo tanto∣∣ ∥xn∥−∥x∥
∣∣< ε , si n ≥ n0, ası́ ∥xn∥→ ∥x∥.

Lo que querı́amos probar. □
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Proposición 1.3.7 Si (V,∥·∥) es un espacio normado y consideramos la métrica

d(x,y) = ∥x− y∥ y (xn) es una sucesión en V . Entonces (xn) es una sucesión de

Cauchy si y sólo si, dado ε > 0, existe N ∈ N tal que ∥xm − xn∥< ε para todo

n, m > N.

Demostración:

⇒) Supongamos que (xn) es una sucesión de Cauchy, ahora por definición,

dado ε > 0 existe N ∈ N tal que d(xn, xm) < ε para todo n, m ≥ N. Ya que

d(x,y) = ∥x−y∥ tenemos que, dado ε > 0 existe N ∈N tal que ∥xn−xm∥< ε para

todo n, m ≥ N.

⇐) Consideremos una sucesión (xn) en V , por hipótesis, dado ε > 0, existe N ∈ N

tal que ∥xn−xm∥< ε para todo n, m > N. Ya que d(xn, xm) = ∥xn−xm∥, tenemos

que, dado ε > 0, existe N ∈ N tal que d(xn, xm)< ε para todo n > N, por lo tanto

(xn) es una sucesión de Cauchy. □

Definición 1.3.2 Sea (V, || · ||) un espacio normado se dice que es un espacio

de Banach si (V,d) es un espacio métrico completo.

De ahora en adelante, a menos que se indique lo contrario nos referiremos a la

métrica d en el espacios normado, como la métrica d(x,y) = ∥x− y∥.

■ Ejemplo 1.3.8 Veamos un ejemplo de espacio lineal normado no completo,

consideremos el espacio Q con la siguiente norma

∥x∥= |x|, ∀ x ∈Q

Sea la sucesión (xn) =
(
1+ 1

n

)n
una sucesión de Cauchy en Q, en donde se tiene

que

lı́m
n→∞

(
1+

1
n

)n

= e,
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pero e no pertenece a Q, por lo tanto Q no es completo y ası́ no es de Banach.

■ Ejemplo 1.3.9 El espacio vectorial R, es un espacio de Banach, si definimos la

siguiente norma:

∥x∥= |x|, ∀ x ∈ R

En efecto, sea (xn) una sucesión de Cauchy en R, por lo tanto (xn) es acotada. Ası́

existe una subsucesión (xnk) de (xn) que converge a x ∈ R.

Ya que (xn) es de Cauchy, para todo ε > 0, existe n0 ∈ N tal que

∥xn − xm∥= |xn − xm|<
ε

2
, para todo m, n ≥ n0

Por otro lado ya que (xnk) converge a x, existe n1 ≥ n0 tal que

∥xn1 − x∥= |xn1 − x|< ε

2

Ya que n1 ≥ n0, si hacemos m = n1 en ∥xn − xm∥ obtenemos que

∥xn − xn1∥<
ε

2
, ∀ n ≥ n0

Si n ≥ n0 se tiene que

∥xn − x∥= |(xn − xn1)+(xn1 − x)| ≤ |xn − xn1 |+ |xn1 − x|< ε

2
+

ε

2
= ε

Por lo tanto (xn) converge a x. Concluyendo que R es un espacio de Banach.

Hemos dicho que al espacio normado lo podemos dotar de una métrica. Pero hay

que tener cuidado, no siempre una métrica d proviene de una norma, para podernos

asegurar de esto, se tiene la siguiente proposición.

Proposición 1.3.10 Sea d una métrica sobre el espacio vectorial X . Si d es

inducida por una norma. Entonces,
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1. d(x+ z, y+ z) = d(x,y) para todo x, y, z ∈ X

2. d(αx, αy) = |α|d(x,y) para todo x, y ∈ X y todo α ∈ R

Demostración:

1. Veamos que d(x+ z, y+ z) = d(x,y) para todo x, y, z ∈ X

d(x+ z, y+ z) = ||x+ z− (y+ z)||

= ||x+ z− y− z||

= ||x− y|| = d(x,y)

2. Ahora para d(αx, αy) = |α|d(x,y) para todo x, y ∈ X y todo α ∈ R

d(αx, αy) =||αx−αy||

=||α(x− y)||

=|α|||x− y|| = |α|d(x,y)

Que es lo que querı́amos probar. □

Definición 1.3.3 Sea X un espacio vectorial, y ∥·∥ una norma sobre X , se dice

que ∥·∥ es equivalente a otra norma ∥·∥0 sobre X , si existe números positivos a

y b tal que para todo x ∈ X se tiene que

a∥·∥0 ≤ ∥·∥ ≤ b∥·∥0

Tenemos un resultado interesante, a partir de esta definición.

Teorema 1.3.11 Sobre un espacio vectorial de dimensión finita X , cualquier

norma ∥·∥ es equivalente a cualquier otra norma ∥·∥0.

Demostración:

La demostración puede verse en ( [7], pág. 75 ). □
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1.4 Espacio de Hilbert
Definición 1.4.1 Sea V un espacio vectorial. Un producto interior en V es una

función.

⟨·, ·⟩ : V ×V −→ K

(x, y) 7−→ ⟨x, y⟩

que satisface las siguientes propiedades, para cualesquiera x, y, z ∈ V y para

cualquier λ ∈ K,

1. ⟨x+ y, z⟩= ⟨x, z⟩+ ⟨y, z⟩;

2. ⟨αx, y⟩= α⟨x, y⟩;

3. ⟨x, y⟩= ⟨y, x⟩;

4. ⟨x, x⟩ ≥ 0 ;

5. ⟨x, x⟩= 0 ⇒ x = 0.

Al par (V,⟨·, ·⟩) lo llamamos un espacio prehilbertiano.

Notemos que a través del producto escalar se puede definir una norma como:

||x||=
√

⟨x, x⟩, y a su vez podemos definir una métrica: d(x,y) =
√
⟨x− y, x− y⟩

Definición 1.4.2 — Espacio de Hilbert. Un espacio de prehilbertiano (V,⟨·, ·⟩)

se dice un espacio de Hilbert si el espacio (V,∥ · ∥) es completo.

Definición 1.4.3 Un elemento x de un espacio pre-Hilbert V , se dice que es

ortogonal a un elemento y ∈V si

⟨x, y⟩= 0.

También decimos que x y y son ortogonales, y escribimos x ⊥ y.

28



1.4 Espacio de Hilbert Raul Nuñez

Definición 1.4.4 Un conjunto ortogonal M en un espacio pre-Hilbert V es un

subconjunto M ⊂V cuyos elementos son ortogonales dos a dos. Un conjunto

ortonormal M ⊂ X es un conjunto ortogonal cuyos elementos tienen norma 1,

es decir, para todo x, y ∈ M

⟨x, y⟩=
{

0 si x ̸= y,
1 si x = y.

Teorema 1.4.1 — Desigualdad de Bessel. Sea E un espacio pre-Hilbert y

{x1, x2, x3, . . .}⊂E un sistema ortonormal. Entonces, para todo x∈E se verifica

∞

∑
k=1

|⟨x, xk⟩|2 ≤ ∥x∥2 .

Demostración:

Sea n > 0 natural y llamemos yn = x−
n
∑

k=1
⟨x,xk⟩xk. Entonces, para m = 1,2 . . . ,n

⟨yn,xm⟩= ⟨x,xm⟩−
n

∑
k=1

⟨x,xk⟩⟨xk,xm⟩= ⟨x,xm⟩−
n

∑
k=1

⟨x,xk⟩δkm = 0.

Es decir, {yn,⟨x,x1⟩x1, . . . ,⟨x,xn⟩xn} es un sistema ortogonal. Usando el teorema

de Pitágoras y que ∥xk∥2 = 1,

∥x∥2 =

∥∥∥∥∥yn +
n

∑
k=1

⟨x,xk⟩xk

∥∥∥∥∥
2

= ∥yn∥2 +
n

∑
k=1

|⟨x,xk⟩|2 ∥xk∥2 ≥
n

∑
k=1

|⟨x,xk⟩|2 .

Tenemos por tanto ∑
n
k=1 |⟨x,xk⟩|2 ≤ ∥x∥2 y tomando supremos sobre n obtenemos

la desigualdad de Bessel. □
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2. Series

El primer caso que registra el uso de una suma infinita de términos de una sucesión,

se remonta hasta la antigua Grecia, con Arquı́medes, quien probablemente usó

este tipo de ideas para determinar el área encerrada bajo el arco de una parábola.

Otras ideas relacionadas con el uso de series y sucesiones para la representación

de determinadas funciones se concibieron en India durante el siglo XIV, época en

que se destaca el trabajo de Madhava. Madhava también fue de los primeros en

considerar el problema de la convergencia de una serie, es decir, determinar si la

suma infinita de los términos de una sucesión es igual a algún número real. Madhava

desarrolló algunos métodos y test de convergencia. En Europa, sin embargo, este

tipo de problemas fueron estudiados en profundidad solo a partir del siglo XIX

con los trabajos, entre otros, de Euler, Cauchy y Gauss. Cabe destacar el estudio

de Fourier sobre las sumas infinitas de expresiones con funciones trigonométricas.

Estas se conocen hoy como series de Fourier, y son herramientas muy útiles tanto

en las matemáticas puras como en las aplicadas. Además, la investigación de

funciones que pudieran ser iguales a series de Fourier llevó a Cantor al estudio
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de los conjuntos infinitos y a una aritmética de números infinitos. En la sección

2.1 se habla sobre la convergencia habitual de una serie, tomando en cuenta la

sucesión de sumas parciales, ası́ mismo, se demuestra la unicidad de la suma y la

la unicidad de la suma de dos series por escalares; en la sección 2.2 se trata acerca

de la convergencia absoluta y se expone ejemplos en donde ya se tiene la noción

de la importancia de la completitud del espacio; en la sección 2.3 se menciona la

convergencia incondicional de las series y como esta convergencia depende del

ordenamiento; en la sección 2.4 se da la convergencia por subseries, se expone

un ejemplo y se demuestra que la suma de cada subserie es única; y por último

en la sección 2.5 se explica otra forma de convergencia de series, en este caso la

sumabilidad y se demuestra su unicidad.

En la actualidad la convergencia de series es un concepto fundamental en el análisis

matemático y tiene diversas aplicaciones en la teorı́a de números, cálculo, álgebra

y otras ramas de las matemáticas. El propósito de este capı́tulo es presentar los

conceptos y formas de convergencia de series en espacios normados.

Vamos a tener las siguientes consideraciones, el espacio normado X es real, ∥·∥ es

la norma en X .

Definición 2.0.1 Sea (X ,∥ · ∥) un espacio normado. Un par de sucesiones

(xn), (sn) en X se llama una serie en X si sus elementos xn, sn están relacionados

de la siguiente forma:

sn = x1 + · · ·+ xn =
n

∑
k=1

xk, para cada n = 0, 1, 2, . . .

A xn se denomina término n−ésimo de la serie y a sn la suma parcial n−ésima

de la serie.
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En vez de referirnos a las series como un par (xn), (sn) es usual hablar de la serie
∞

∑
n=1

xn.

■ Ejemplo 2.0.1 En R, la serie
∞

∑
n=1

2n, con xn = 2n y sn =
n
∑

i=1
xi.

■ Ejemplo 2.0.2 En c0, la serie
∞

∑
n=1

1
n , con xn =

1
n y sn =

n
∑

i=1
xi.

2.1 Convergencia

Definición 2.1.1 Se dice que la serie
∞

∑
n=1

xn converge, si la sucesión de sumas

parciales (sn) converge a algún s ∈ X . Esto es lı́m
n→∞

sn = s y denotamos como

s =
∞

∑
n=1

xn. (2.1)

Si la serie no es convergente, decimos que es divergente.

Esto también puede abreviarse como

lı́m
n→∞

n

∑
k=1

xk = lı́m
n→∞

sn = s.

Pero las expresiones anteriores, significan

lı́m
n→∞

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣ n

∑
k=1

xk − s

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣= lı́m

n→∞
∥sn − s∥= 0.

Notemos que (sn) es una sucesión, por lo que de de forma equivalente la serie
∞

∑
n=1

xn converge a s ∈ X , si la sucesión de sumas parciales converge a s, es decir,

para cada ε > 0, existe n0 ∈ N tal que∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣ n

∑
k=1

xk − s

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣< ε (2.2)

para todo n ≥ n0. Si no existe s ∈ X que satisfaga (2.2), entonces la serie diverge.

Sin peligro de confusión denotaremos a la serie
∞

∑
n=1

xn como ∑xn o ∑n≥1 xn
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Lema 2.1.1 Si la serie ∑xi converge, la suma de la serie es única.

Demostración:

Por reducción al absurdo.

Supongamos que su suma suma no es única, es decir existen s,s′ ∈ X , donde s ̸= s′

tales que ∑xn = s y ∑xn = s′, por (2.2), tenemos que, para todo ε > 0 existe n0 ∈N

tal que ∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣ n

∑
i=1

xi − s

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣< ε

2
, y

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣ n

∑
i=1

xi − s′
∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣< ε

2
, ∀ n ≥ n0

Por desigualdad triangular de la norma tenemos lo siguiente

∥s− s′∥=

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣s+ n

∑
i=1

xi −
n

∑
i=1

xi − s′
∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣

=

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣
(

n

∑
i=1

xi − s′
)
+

(
s−

n

∑
i=1

xi

)∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣

≤

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣ n

∑
i=1

xi − s′
∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣+
∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣s− n

∑
i=1

xi

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣

=

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣ n

∑
i=1

xi − s′
∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣+
∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣(−1)

(
n

∑
i=1

xi − s

)∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣

=

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣ n

∑
i=1

xi − s′
∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣+ |−1|

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣ n

∑
i=1

xi − s

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣

=

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣ n

∑
i=1

xi − s′
∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣+
∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣ n

∑
i=1

xi − s

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣< ε

2
+

ε

2
= ε

Por lo tanto

||s− s′||< ε, ∀ ε > 0

de donde se sigue que

||s− s′||= 0

Y por propiedades de la norma s = s′, y es una contradicción ya que antes mencio-

namos que s ̸= s′. Ası́ la suma de la serie es única. □
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2.2 Convergencia absoluta Raul Nuñez

El término “serie convergente” es gracias al matemático escocés James Gregory en

1668. En cuanto al término “ serie divergente” fue dado por Nicolaus Bernoulli en

1713 y la definición formal de serie convergente aparece en Cours d’Analyse por

Auustin L. Cauchy en 1821, ver en ( [9]).

Teorema 2.1.2 Sean ∑xn y ∑yn dos series que convergen a x e y respectiva-

mente. Entonces para cada par de escalares α y β , la serie ∑(αxi+βyi) converge

hacia (αx+βy)

Demostración:

Ya que ∑xn y ∑yn convergen entonces,

lı́m
n→∞

sn = x y lı́m
n→∞

s′n = y

Donde (sn) y (s′n) son sucesiones parciales n-ésimas de ∑xn y ∑yn respectivamente.

Por lo tanto lı́m
n→∞

αsn = αx y lı́m
n→∞

β s′n = βy, para cualquier α, β ∈ K. Además

lı́m
n→∞

αsn+β s′n = lı́m
n→∞

αsn+ lı́m
n→∞

αs′n = α lı́m
n→∞

sn+β lı́m
n→∞

s′n = αx+βy, ası́ la serie

∑(αxn +βyn) converge a αx+βy. □

2.2 Convergencia absoluta

La convergencia absoluta de series es de gran relevancia, ya que nos va a ayudar a

caracterizar los espacios de Banach.

Definición 2.2.1 La serie ∑xi converge absolutamente, si la serie de términos
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reales ∑ ||xi|| converge. Es decir, si la sucesión (rn)

rn =
n

∑
k=1

∥xk∥ (2.3)

converge.

Notemos que cuando hablamos de la sucesión (sn) definimos una sucesión de

vectores, mientras que (2.3) es una sucesión de números reales positivos. La

convergencia de cada una de éstas no necesariamente implica la convergencia de la

otra.

■ Ejemplo 2.2.1 Consideremos la sucesión en R,

xn =
(−1)n

n
.

La serie ∑xn converge en R, pero no converge absolutamente, ya que la sucesión

de sumas parciales de
n

∑
k=1

1
k

diverge.

■ Ejemplo 2.2.2 Consideremos la serie

∞

∑
n=1

∣∣∣∣(−1)n

n2

∣∣∣∣
Pero esto se puede escribir como

∞

∑
n=1

∣∣∣∣(−1)n

n2

∣∣∣∣= ∞

∑
n=1

1
n2

Y ası́ forman una serie convergente.

Es conocido que si una serie en R es absolutamente convergente, entonces converge,

pero el recı́proco no se cumple, como se ve en el ejemplo (2.2.1). Esto resulta ser

equivalente a la completitud de los número reales, que veremos más adelante.
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2.3 Convergencia incondicional Raul Nuñez

2.3 Convergencia incondicional

La serie

1− 1
2
+

1
3
− 1

4
+

1
5
− 1

6
+ · · ·

converge a ln(2). Si reordenamos la serie como:

1− 1
2︸ ︷︷ ︸

1/2

−1
4
+

1
3
− 1

6︸ ︷︷ ︸
1/6

−1
8
+

1
5
− 1

10︸ ︷︷ ︸
1/10

− 1
12

+
1
7
− 1

14︸ ︷︷ ︸
1/14

− 1
16

+ · · · ,

obtenemos

1
2
− 1

4
+

1
6
− 1

8
+

1
10

−·· ·= 1
2

(
1− 1

2
+

1
3
− 1

4
+

1
5
−·· ·

)
,

que ahora es la mitad que al principio. Esto demuestra que el valor de una suma

infinita puede depender del orden de la suma.

Definición 2.3.1

• Sea la serie ∑ j≥1 x j y la función

σ : N→ N

k 7−→ σ(k)

σ es biyectiva. La serie ∑k≥1 xσ(k) se llama reordenamiento o arreglo de la serie

original. Tengamos en cuenta que xσ(k) son términos de la serie original.

• La serie ∑ j≥1 x j converge incondicionalmente a x ∈ X , si la serie ∑k≥1 xσ(k)

converge a x, para cada biyección σ : N→ N.

• Si la serie ∑ j≥1 x j converge a x ∈ X , pero existe al menos una biyección σ tal

que la serie ∑k≥1 xσ(k) no converge a x, entonces se dice que la serie ∑ j≥1 x j

converge condicionalmente.

Un dato interesante acerca de las series condicionalmente convergentes fue dado

por Riemann en 1854 (ver en [10], pág 6), el menciona que para cualquier número
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real A es posible reordenar los términos de

1− 1
2
+

1
3
− 1

4
+

1
5
− 1

6
+ · · ·

de tal forma que la serie resultante converja a A. La razón es que la suma de los

términos positivos y la suma de los términos negativos,

1+
1
3
+

1
5
+

1
7
+

1
9
+ · · · y − 1

2
− 1

4
− 1

6
− 1

8
− 1

10
−·· · ,

son ambas divergentes.

La idea es tomar primero los términos positivos 1+ 1
3 + · · · hasta que la suma

supere A (esto ocurre ciertamente porque la serie con términos positivos diverge).

Luego, tomamos los términos negativos hasta que estemos por debajo de A (esto

ocurre ciertamente porque −1
2 −

1
4 −·· · diverge). Entonces, seguimos añadiendo

términos positivos hasta que se vuelva a superar A, y ası́ sucesivamente. De este

modo, obtenemos una serie reordenada que converge a A. De la siguiente forma

1.2 =1+
1
3
− 1

2
+

1
5
+

1
7
+

1
9
− 1

4
+

1
11

+ · · ·

1.5 =1+
1
3
+

1
5
− 1

2
+

1
7
+

1
9
+

1
11

+ · · ·

2.4 Convergencia por subseries
Definición 2.4.1 Sea (x jk) una subsucesión de (x j). A la serie ∑k≥1 x jk se le

llama subserie de ∑ j≥1 x j

■ Ejemplo 2.4.1
∞

∑
k=1

1
k2 es una subserie de

∞

∑
n=1

1
n , ya que

(
1
k2

)
es una subsucesión

de
(1

n

)
.
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Definición 2.4.2 La serie ∑ j≥1 x j converge por subseries, si para cada subsuce-

sión (x jk) de (x j), la serie ∑k≥1 x jk converge.

Recordemos que (x jk) es una subsucesión de (x j) si la función k 7→ jk, de N en N,

es estrictamente creciente.

Lema 2.4.2 La suma de cada subserie es única.

Demostración:

Por reducción al absurdo.

Sea la subserie ∑xik de la serie ∑xi. Supongamos que existen x,y ∈ X tal que, x ̸= y

y la subserie ∑xik converge a x e y, pero por el lema 2.1.1 se tiene que converge a

una única sum por lo que x = y, lo cual es una contradiccı́on. Por lo tanto la suma

de la subserie es única. □

2.5 Sumabilidad
Definición 2.5.1 La familia (xn) es sumable, con suma x ∈ X , si para cada

ε > 0 existe un subconjunto finito Fε de N tal que∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∑n∈F

xn − x

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣< ε, (2.4)

para todo conjunto finito F tal que Fε ⊆ F ⊂ N.

Lema 2.5.1 Si la familia (xn) es sumable, su suma es única.

Demostración:

Por reducción al absurdo.

Supongamos que su suma suma no es única, es decir existen s, s′ ∈ X , donde s ̸= s′,
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que cumplen (2.4), tenemos que, para todo ε > 0 existe existe un subconjunto finito

Fε de N tal que ∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣ ∑n∈Fε

xi − s

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣< ε

2
, y

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣ ∑n∈Fε

xi − s′
∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣< ε

2
.

Por desigualdad triangular de la norma tenemos lo siguiente

∥s− s′∥=

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣s+ ∑

n∈Fε

xi − ∑
n∈Fε

−s′
∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣

=

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣
(

∑
n∈Fε

xi − s′
)
+

(
s− ∑

n∈Fε

xi

)∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣

≤

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣ ∑n∈Fε

xi − s′
∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣+
∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣s− ∑

n∈Fε

xi

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣

=

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣ ∑n∈Fε

xi − s′
∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣+
∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣(−1)

(
∑

n∈Fε

xi − s

)∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣

=

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣ ∑n∈Fε

xi − s′
∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣+ |−1|

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣ ∑n∈Fε

xi − s

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣

=

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣ ∑n∈Fε

xi − s′
∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣+
∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣ ∑n∈Fε

xi − s

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣< ε

2
+

ε

2
= ε

Por lo tanto

||s− s′||< ε, ∀ ε > 0

de donde se sigue que

||s− s′||= 0

Y por propiedades de la norma s = s′, y es una contradicción ya que antes mencio-

namos que s ̸= s′. Ası́ la suma de la serie es única. □

Habitualmente estaremos usando la definición 2.5.1, la definición de sumabili-

dad puede definirse para una familia (xn)n∈Λ, donde Λ es un conjunto arbitrario.

Nos limitaremos al caso de familias numerables (xn), es decir al caso Λ = N.
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Observemos que la definición de sumabilidad no menciona ninguna ordenación en

el ı́ndice n tomando valores en F . Ası́, se puede pensar que la sumabilidad es una

forma “incondicional” de convergencia. Pero la sumabilidad no depende del orden

de los términos, de algún modo se puede decir que no hay un orden. Es lo que Pete

Clark llama suma desordenada (ver [11], pág. 299).
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3. Convergencia de series en R

En ciertos casos, cuando se busca determinar si una serie converge o diverge,

trabajar directamente con la definición puede resultar bastante complicado. Por

esta razón, se opta por explorar la existencia de algún tipo de equivalencia, en este

caso en R y ası́ buscamos dar un contexto a las relaciones que queremos estudiar,

en el caso de un espacio de Banach.

Se comenzará a estudiar las series absolutamente convergentes.

Proposición 3.0.1 — Criterio de Cauchy. La serie ∑xk converge si, y solo si,

para todo ε > 0 existe N tal que k ≥ N implica que
∣∣∣∣k+p

∑
i=k

xi

∣∣∣∣< ε para cada p ∈N.

Demostración:

Por hipótesis la serie ∑xk converge, es decir la sucesión de sumas parciales (sn)

converge y por la proposición 1.2.10, sn es de Cauchy, por lo tanto para cada ε > 0,

existe N ≥ 0 tal que |sm − sn| < ε para todo m,n ≥ N. Para cualquier p ∈ N, sea

m = k+ p y n = k−1. Ya que m,n ≥ N es equivalente a p ∈ N y k > N. Entonces,
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la serie converge si y sólo

|sm − sn|= |sk+p − sk−1|=

∣∣∣∣∣k+p

∑
i=k

∣∣∣∣∣< ε

Para todo p ∈ N y k > N. □

Proposición 3.0.2 Si la serie de términos reales ∑ j≥1 x j converge absolutamen-

te, cada reordenamiento también converge absolutamente, e incondicionalmente

a un cierto valor x ∈ X . En particular, convergencia absoluta implica convergen-

cia.

Demostración:

Primero demostraremos que, convergencia absoluta implica convergencia. Consi-

deremos las sumas parciales de ambas series,

sn =
n

∑
j=1

x j , tn =
n

∑
j=1

|x j| (∀ n ∈ N)

Sea p,q, sin pérdidad de generalidad q < p,

|sp − sq|=

∣∣∣∣∣ p

∑
j=q+1

x j

∣∣∣∣∣≤ p

∑
j=q+1

|x j|= tp − tq = |tp − tq| (3.1)

Por hipótesis (tn) es convergente, y por la proposición 1.2.10 es de Cauchy, por

lo tanto, para cada ε > 0, existe n0 ∈ N tal que |tp − tq|< ε , para todo p, q > n0,

por (3.1) |sp − sq|< ε para todo p, q > n0, por lo que (sn) es de Cauchy, y por el

criterio de Cauchy en R, (sn) converge.

Por otro lado, sea ∑k≥1 xσ(k) un reordenamiento de la serie ∑ j≥1 x j. Consideremos

β = ∑ j≥1 |x j| de donde
n
∑

k=1
|xσ(k)| ≤ β para todo n ∈ N. Como la sucesión de

sumas parciales es acotado entonces la serie ∑xσ(k) converge absolutamente a

algún x ∈ R.

Por lo demostrado anteriormente, existe y = ∑ j≥1 x j. Si escribimos

sn =
n

∑
j=1

x j , tn =
n

∑
k=1

|xσ(k)| ,
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por la definición de convergencia, dado ε > 0, existe N ≥ 1 tal que

|y− sn|<
ε

3
y

∞

∑
j=n+1

|x j|<
ε

3
(∀ n ≥ N)

Escojamos una suma parcial tr tal que |x− tr|< ε

3 y de tal forma que x1, . . . , xN

todos ocurren en tr. Luego

|x− y| ≤ |x− tr|+ |tr − sN |+ |sN − y|

Ya que sN =
N
∑
j=1

x j y cada uno de x1, . . . , xN está en tr, el mı́nimo j en tr − sN , es

j = N +1; entonces |tr − sN | ≤ ∑
k≥N+1

|xk|< ε

3 . De aqui se sigue que

|x− y|< ε

3
+

ε

3
+

ε

3
= ε

Por lo tanto x = y. Lo que concluye la demostración. □

El siguiente resultado, nos brinda una definición alternativa de convergencia abso-

luta en el caso de series términos reales.

Proposición 3.0.3 Dada una serie ∑ j≥1 x j de términos reales, los siguientes

enunciados son equivalente:

1. La serie converge absolutamente.

2. Para cada sucesión (ε j) tal que ε j = 1 o −1, la serie ∑ j≥1 ε jx j converge.

Demostración:

Probemos que 1)⇒ 2). Notemos que |ε jx j|= |x j| y por la proposición (3.0.2) que

nos asegura que toda serie absolutamente convergente es convergente, por lo tanto

∑ j≥1 ε jx j converge.

2)⇒ 1). Supongamos que 2) se cumple, elegimos la sucesión (ε j) de la siguiente

forma,

ε j =

 1 si x j ≥ 0,

−1 si x j < 0.
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por lo tanto ∑ j≥1 ε jx j = ∑ j≥1 |x j|, ası́ la serie converge absolutamente. □

El matemático Gustav L. Dirichlet (1805-1859), demostró en 1837 que si una serie

de términos reales converge absolutamente, todos sus reordenamientos convergen,

a una misma suma ( [10], pág. 192). Aunque no parece haber en la literatura una

mención especı́fica de cuándo y quién introdujo las nociones de convergencia

absoluta y convergencia incondicional, el resultado de Dirichlet indica que ambas

ya estaban siendo estudiadas alrededor del año 1830.

Vimos que si la serie converge absolutamente, también converge incondicional-

mente. Â¿Pero qué sucede si la serie converge pero no absolutamente? Para esto

tenemos el siguiente resultado.

Teorema 3.0.4 Si la serie ∑ j≥1 x j de términos reales converge, pero no abso-

lutamente, entonces para cada y ∈ R existe un reordenamiento ∑k≥1 xσ(k) que

converge a y. Además, existen reordenamientos que divergen

Demostración:

Para probar el teorema basta ver que si α,β ∈ R de tal manera que

−∞ ≤ α ≤ β ≤ ∞,

entonces existe un reordenamiento ∑k≥1 xσ(k) con las sumas parciales tal que

lı́m
n→∞

ı́nf
n

∑
k=1

xσ(k) = α lı́m
n→∞

sup
n

∑
k=1

xσ(k) = β . (3.2)

En particular si α = β se tiene entonces que ∑k≥1 xσ(k) converge a α = β y como

α,β son arbitrarios, se cumple que la serie ∑k≥1 xσ(k) converge a y para toda y ∈R,

donde y = α = β .

En el caso cuando α ̸= β , son los reordenamientos que divergen de los que habla

el teorema.
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Definiendo pn y qn de la siguiente manera

pn :=
|xn|+ xn

2
, qn :=

|xn|− xn

2
∀n ∈ N,

entonces pn −qn = xn, pn +qn = |xn| , pn,qn ≥ 0. Observemos que ambas series

∑n≥1 pn y ∑n≥1 qn divergen, pues si ambas convergieran entonces

∞

∑
n=1

|xn|=
∞

∑
n=1

(pn +qn)< ∞

lo cual contradice la hipótesis. Por otro lado

N

∑
n=1

xn =
N

∑
n=1

(pn −qn) =
N

∑
n=1

pn −
N

∑
n=1

qn,

si la serie ∑n≥1 pn diverge y la serie ∑n≥1 qn converge (o viceversa) esto implicarı́a

la divergencia de ∑n≥1 xn y de nuevo estarı́amos contradiciendo la hipótesis.

Ahora, supongamos que P1,P2, . . . denota los términos no negativos de la sucesión

{xn}n≥1, en el orden en que aparecen, y sea Q1,Q2, . . . el valor absoluto de los

términos negativos de la sucesión ∑n≥1 xn, también en su orden original.

Las series ∑n≥1 Pn, ∑n≥1 Qn difieren de ∑n≥1 pn, ∑n≥1 qn solo en términos cero y,

por lo tanto, son divergentes.

Construimos sucesiones (mn) ,(kn), de la siguiente manera a fin de considerar la

serie

P1+ . . .+Pm1 −Q1− . . .−Qk1 +Pm1+1+ . . .+Pm2 −Qk1+1− . . .−Qk2 + . . . (3.3)

Escogemos sucesiones reales {αn} , {βn} tal que αn → α, βn → β , αn < βn,

β1 > 0. Sean m1,k1 los enteros más pequeños tal que

P1 + . . .+Pm1 > β1

P1 + . . .+Pm1 −Q1 − . . .−Qk1 < α1
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Sean m2,k2 los enteros más pequeños tal que

P1 + . . .+Pm1 −Q1 − . . .−Qk1 +Pm1+1 + . . .+Pm2 > β2

P1 + . . .+Pm1 −Q1 − . . .−Qk1 +Pm1+1 + . . .+Pm2 −Qk1+1 − . . .−Qk2 < α2;

y continuamos de esta manera. Esto es posible ya que ∑n≥1 Pn y ∑n≥1 Qn divergen.

Probaremos que (3.3) es un reordenamiento de la serie ∑n≥1 xn, que satisface (3.2).

Si an,bn denotan las sumas parciales de (3.3) cuyos últimos términos son Pmn,−Qkn ,

entonces

|an −βn| ≤ Pmn, |αn −bn| ≤ Qkn .

Pues si no se cumpliera que |an −βn| ≤ Pmn , entonces |an −βn| > Pmn , y por la

construcción de losβn se tiene que an > βn es decir an−βn > 0. Entonces podemos

escribir la desigualdad |an −βn|> Pmn como an −βn > Pmn de aquı́ obtenemos lo

siguiente

βn < an −Pmn = P1 + . . .+Pmn −Pmn = P1 + . . .+Pmn−1

contradiciendo la elección de mn. Por lo tanto |an −βn| ≤ Pmn .

De manera análoga se prueba que |αn −bn| ≤ Qkn.

Como ∑ j≥1 x j converge, Pn → 0 y Qn → 0 cuando n → ∞. Y por las desigualdades

anteriores se tiene que an → β ,bn → α .

Por último, veremos que ningún número menor que α o mayor que β puede ser un

lı́mite subsecuencial de sumas parciales de (3.3).

Supongamos que L < α y que L es lı́mite subsecuencial de la sucesión de sumas

parciales asociadas a (3.3); ası́, existe una subsucesión de la sucesión de sumas

parciales asociada a (3.3), llamémosla SL tal que SL converge a L.

Será suficiente suponer que, o bien, SL contiene una infinidad de sumas incompletas

de términos Pk ’s o bien, SL contiene una infinidad de sumas incompletas de Q j ’s.
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Analicemos el caso en el que SL contiene una infinidad de sumas incompletas de

Q j ’s.

Dado que SL → L, entonces cualquier subsucesión de SL converge a L, por lo cual,

existe una subsucesión de SL que consta solamente de sumas incompletas de Q j ’s

y que converge a L, digamos que la subsucesión se llama σL.

Existe un ı́ndice N1 a partir del cual todos los términos de σL se encuentran en el

intervalo (L− r,L+ r), donde r = 1
2(α −L).

Por otra parte, puesto que αn → α , existe otro ı́ndice N2 a partir del cual αn se

encuentra en el intervalo (L+ r,α + r).

Eligiendo N = max{N1,N2} podemos observar que para ı́ndices mayores que N

tendremos que

P1 + . . .+Pm1 −Q1 − . . .−Qk1 + . . .+Pms+1 + . . .+Pms+1

−Qks+1 − . . .−Qks+1− j < L+ r < αks+1

lo cual contradice la minimalidad de ks+1.

De modo análogo se puede analizar el caso en el que L > β .

Esto concluye la demostración. □

Este resultado se debe a Bernhard Riemann (1826 - 1866), quien lo introdujo en

su tesis, que fue defendida en Göttingen en 1854 (ver [10], pág 192). A partir del

teorema anterior, obtenemos el siguiente corolario.

Corolario 3.0.5 Dada una serie ∑ j≥1 x j de términos reales, si

S =

{
x ∈ R : x es la suma de una reordenación

∞

∑
j=1

xσ( j)

}

entonces, S es, o el conjunto vacı́o, o un número, o R.
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Demostración:

Esta prueba se realizará en tres casos, si ∑ j≥1 x j converge, si ∑ j≥1 x j converge

absolutamente y si ∑ j≥1 x j no converge.

Primero, si ∑ j≥1 x j converge, por el teorema (3.0.4), se tiene que S = R.

Segundo, si ∑ j≥1 x j converge absolutamente hacia x ∈R, por la proposición (3.0.2)

se tiene que S = {x}.

Tercero, si ∑ j≥1 x j no converge, sus reordenamientos tampoco van a converger,

ya que si existiera un reordenamiento de ∑ j≥1 x j que convergiera, la serie co-

rrespondiente a tal reordenamiento es condicionalmente convergente, ya que la

serie original ∑ j≥1 x j es un reordenamiento del reordenamiento. Y como ningún

reordenamiento converge, entonces S = /0. □

Corolario 3.0.6 La serie ∑ j≥1 x j de términos reales converge absolutamente si

y sólo si converge incondicionalmente.

Demostración:

⇒) Supongamos que la serie ∑ j≥1 x j converge absolutamente, por la proposición

(3.0.2) cada reordenamiento de la serie converge absolutamente e incondicional-

mente a un cierto valor x ∈ X , ası́ la serie ∑ j≥1 x j converge incondicionalmente.

⇐) Lo realizaremos por reducción al absurdo. Supongamos que la serie ∑ j≥1 x j

converge incondicionalmente a x ∈ R, pero que no converge absolutamente. Por el

teorema (3.0.4) existe un reordenamiento ∑k≥1 xσ(k) que converge a y y que y ̸= x,

pero es una contradicción porque la serie ∑ j≥1 x j converge incondicionalmente.

Por lo tanto, la serie ∑ j≥1 x j converge absolutamente. □

Ya que estamos trabajando sobre R, hay equivalencias entre la convergencia por

subseries y convergencia absoluta.

48



Raul Nuñez

Proposición 3.0.7 Dada una serie ∑ j≥1 x j de términos reales, los siguientes

enunciados son equivalentes.

1. La series es sumable.

2. La serie converge por subseries.

3. La serie converge absolutamente.

Demostración:

1)⇒ 2) : Supongamos que (x j) j≥1 es sumable con suma x ∈ X , es decir para todo

ε > 0, existe un subconjunto finito Fε de N tal que∥∥∥∥∥∑
j∈F

x j − x

∥∥∥∥∥< ε

2
,

para todo conjunto finito F tal que Fε ⊆ F ⊂ N.

Sea G ⊂ N infinito, si M ≥ N > máx(Fε) y sean F1 = {n ∈ N : n < N},

F2 = F1 ∪{n ∈ N : n ≤ M y n ∈ G}, entonces∣∣∣∣∣∑n∈F1

xn − x

∣∣∣∣∣< ε

2
,

∣∣∣∣∣∑n∈F2

xn − x

∣∣∣∣∣< ε

2
,

Luego, ∣∣∣∣∣∣∣∣
M

∑
n=N
n∈G

xn

∣∣∣∣∣∣∣∣=
∣∣∣∣∣
(

∑
n∈F2

xn − x

)
−

(
∑

n∈F1

xn − x

)∣∣∣∣∣
≤

∣∣∣∣∣∑n∈F2

xn − x

∣∣∣∣∣+
∣∣∣∣∣∑n∈F1

xn − x

∣∣∣∣∣
<

ε

2
+

ε

2
= ε.

La subserie generada por G cumple con la condición de Cauchy, por lo tanto

convergerá.

2) ⇒ 3) : Supongamos que la serie converge por subseries. Sea k ∈ N, y sean
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P = {n ∈ N : xn ≥ 0}, N = {n ∈ N : xn < 0}, por lo que ∑
n∈P

xn y ∑
n∈N

xn convergen.

Pero
k

∑
j=1

|x j|= ∑
n∈P

xn − ∑
n∈N

xn, n ∈ {1, 2, . . . , k},

haciendo k → ∞ se tiene que la serie ∑ |x j| converge. 3)⇒ 1) : Supongamos que la

serie converge absolutamente. Sea ε > 0 y sea x = ∑x j. Entonces existe M tal que∣∣∣∣∣ ∑n≥M
xn − x

∣∣∣∣∣< ε

2
.

Ya que ∑ |x j| converge, existe un N tal que ∑
n>N

|xn|< ε

2 . Consideremos Fε = {n ∈

N : n ≤ máx{M, N}}. Si Fε ⊂ F y G = F \Fε , entonces∣∣∣∣∣∑n∈G
xn

∣∣∣∣∣≤ ∑
n∈G

|xn| ≤ ∑
n>N

|xn|<
ε

2
,

y ∣∣∣∣∣∑n∈F
xn − x

∣∣∣∣∣=
∣∣∣∣∣ ∑n∈Fε

xn − x+ ∑
n∈G

xn

∣∣∣∣∣≤
∣∣∣∣∣ ∑n∈Fε

xn − x

∣∣∣∣∣+
∣∣∣∣∣∑n∈G

xn

∣∣∣∣∣< ε.

□

Del corolario (3.0.6) y de la proposición (3.0.7), tenemos el siguiente corolario:

Corolario 3.0.8 Dada una serie ∑ j≥1 x j de términos reales, los siguientes

enunciados son equivalentes:

1. La serie converge absolutamente.

2. La serie converge incondicionalmente.

3. La serie converge por subseries.

4. La serie es sumable.

Demostración:

La demostración la haremos utilizando el corolario (3.0.6) y la proposición (3.0.7).

1)⇒ 2) : Supongamos que la serie converge absolutamente, entonces por el coro-

lario (3.0.6) tenemos que la serie converge incondicionalmente.
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2)⇒ 3) : Supongamos que la serie converge incondicionalmente, por el corolario

(3.0.6) la serie va a converger absolutamente y por la proposición (3.0.7) por equi-

valencia la serie converge por subseries.

3)⇒ 4) : Supongamos que la serie converge por subseries, por las equivalencias

de la proposición (3.0.7), la serie es sumable.

4)⇒ 1) : Supongamos que la serie es sumable, por las equivalencias de la proposi-

ción (3.0.7), la serie converge absolutamente. □
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4. Series en espacios completos

Comenzaremos dando una caracterización de espacios de Banach por la convergen-

cia de series en el espacio. Probaremos que en un espacio de Banach la convergencia

absoluta de una serie, implica la convergencia absoluta e incondicional de cual-

quier reordenamiento de ella. Al tratar de responder a la pregunta de cuando en

el enunciado anterior se cumple el recı́proco, obtenemos el famoso resultado de

Dvoretsky-Rogers. Daremos una demostración de una de las implicaciones de

este resultado. Finalizaremos este capı́tulo dando resultados que caracterizan la

convergencia de series a través del concepto de familias sumables en espacios de

Banach; y a través de familias ortonormales para espacios de Hilbert.

4.1 Series en espacios de Banach

Como se mencionó antes el concepto de convergencia absoluta es de gran interés

ya que provee una definición equivalente de la completitud de un espacio normado,

en otras palabras:
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Proposición 4.1.1 Dado un espacio normado X , los siguientes enunciados son

equivalentes:

1. El espacio X es un espacio de Banach.

2. Toda serie con términos en X que es absolutamente convergente, es tam-

bién convergente.

Demostración:

1)⇒ 2). Supongamos que X es espacio de Banach. Sea ∑ j≥1
∥∥x j
∥∥<∞ y sn =

n

∑
i=1

xi.

Si n > k, por la desigualdad del triángulo

∥sn − sk∥=

∥∥∥∥∥ n

∑
i=k+1

xi

∥∥∥∥∥≤ n

∑
i=k+1

∥xi∥

entonces (sn) es una sucesión de Cauchy y como X es completo, (sn) debe conver-

ger a un punto en X .

2)⇒ 1). Sea
(
x j
)

una sucesión de Cauchy en X . Eligiendo una subsucesión
{

x jk
}

que satisfaga
∥∥x jk+1 − x jk

∥∥< 1
2k , se cumplirá entonces que la serie ∑k≥1

(
x jk+1 − x jk

)
es absolutamente convergente ya que ∑k≥1

∥∥x jk+1 − x jk

∥∥≤ ∑k≥1
1
2k < ∞.

Como estamos suponiendo (2) la serie ∑k≥1
(
x jk+1 − x jk

)
converge a x ∈ X , enton-

ces

x =
∞

∑
k=1

(
x jk+1 − x jk

)
= lı́m

n→∞

n

∑
k=1

(
x jk+1 − x jk

)
= lı́m

n→∞
[(x j2 − x j1)+(x j3 − x j2)+ · · ·+(x jn − x jn−1)+(x jn+1 − x jn)]

= lı́m
n→∞

(
x jn+1 − x j1

)
es decir la subsucesión

(
x jk
)

converge a x+ x j1 . Ya que
(
x j
)

es de Cauchy y
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x jk → x+ x j1 , se sigue que la sucesión original
(
x j
)

j≥1 converge al mismo lı́mite.

Por lo tanto X es de Banach. □

Resulta de gran importancia suponer que el espacio sea completo. Para ilustrar este

hecho, se presentará el siguiente ejemplo de un espacio normado en donde una

serie absolutamente convergente no es convergente.

■ Ejemplo 4.1.2 Sea c00 el espacio de las sucesiones reales
(
x j
)

j≥1 que tienen un

número finito de términos distintos de cero.

Si para cada k ≥ 1, ek es la sucesión en c00 definida como

ek
j =

 1 para j = k

0 para j ̸= k
.

la serie
∞

∑
k=1

ek

k2

converge absolutamente, puesto que

∞

∑
k=1

∥∥ek
∥∥

∞

k2 =
∞

∑
k=1

1
k2 sup

j≥1

∣∣∣ek
j

∣∣∣= ∞

∑
k=1

1
k2

es convergente. Sin embargo, la serie no converge en c00 con respecto a la norma

∥ ·∥l∞. En efecto, supongamos que existe e =
{

e j
}

j≥1 ∈ c00 tal que ∑k≥1
ek

k2 = e en

c00. Para esa sucesión en particular, existe M = Me ≥ 1 tal que e j = 0 para j > M.

Es decir, para j > M,
∞

∑
k=1

ek
j

k2 = 0

lo cual no puede ser, debido a cómo hemos definido ek
j.

En particular, este ejemplo muestra que c00 no es un espacio de Banach y que la

Proposición (3.0.2) no puede extenderse a cualquier espacio lineal normado.
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Sin embargo, si el espacio X es de Banach, podemos extender a estos espacios la

Proposición (3.0.2) como se muestra a continuación.

Proposición 4.1.3 Sea X un espacio de Banach. Si la serie ∑ j≥1 x j con términos

en X converge absolutamente, entonces cada reordenamiento también converge

absolutamente, e incondicionalmente a un cierto x ∈ X .

Demostración:

A partir de la proposición (4.1.1), la serie ∑ j≥1 x j converge en X a un cierto x ∈ X .

Si consideramos un reordenamiento k → σ(k) de N y si fijamos Nn ≥ 1 tal que

todos los términos en la suma parcial
n

∑
k=1

xσ(k) aparecen en la suma parcial
Nn

∑
j=1

x j,

tenemos,
n

∑
k=1

∥∥xσ(k)
∥∥≤ Nn

∑
j=1

∥∥x j
∥∥≤ ∞

∑
j=1

∥∥x j
∥∥

Como toda sucesión de números reales acotada y no decreciente converge (ver [14],

pág. 28, teorema 11), la serie ∑k≥1 xσ(k) converge absolutamente. Por lo tanto,

volviendo a usar la proposición (4.1.1), resulta que la serie ∑k>1 xσ(k) converge en

X , a un cierto y ∈ X . Afirmamos que x = y.

Para verlo, dado ε

3 > 0 fijamos N = Nε ≥ 1 tal que∥∥∥∥∥ N

∑
j=1

x j − x

∥∥∥∥∥< ε

3
y ∑

j≥N+1

∥∥x j
∥∥< ε

3

Además, podemos seleccionar una suma parcial
M

∑
k=1

xσ(k) tal que todos los términos

x1,x2, . . . ,xN aparecen en ella. En efecto, como σ es una biyección, deben de

existir n1, . . . ,nN tal que σ
(
n j
)
= j, para 1 ≤ j ≤ N. Reordenando los valores n j,

si es necesario, podemos suponer que n1 < .. . < nN . Finalmente, agregamos a

{σ (n1) , . . . ,σ (nN)}, si es necesario, todos los valores intermedios, a fin de obtener

{1, . . . ,N} ⊂ {σ (n1) , . . . ,σ (nN)}
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Eligiendo M ≥ nN se sigue que

∥∥∥∥∥ M

∑
k=1

xσ(k)− y

∥∥∥∥∥=
∥∥∥∥∥ ∞

∑
k=M+1

xσ(k)

∥∥∥∥∥≤ ∞

∑
k=M+1

∥∥xσ(k)
∥∥≤ ∞

∑
j=N+1

∥∥x j
∥∥< ε

3
.

Ası́,

∥x− y∥ ≤

∥∥∥∥∥x−
N

∑
j=1

x j

∥∥∥∥∥+
∥∥∥∥∥ N

∑
j=1

x j −
M

∑
k=1

xσ (k)

∥∥∥∥∥+
∥∥∥∥∥ M

∑
k=1

xσ(k)− y

∥∥∥∥∥
La elección de N implica que el∥∥∥∥∥x−

N

∑
j=1

x j

∥∥∥∥∥< ε

3

. Ahora trabajemos sobre

∥∥∥∥∥ N
∑
j=1

x j −
M
∑

k=1
xσ (k)

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥ N

∑
j=1

x j −
M

∑
k=1

xσ(k)

∥∥∥∥∥≤ ∑
ciertos σ(k)≥N+1

∥∥xσ(k)
∥∥≤ ∞

∑
j=N+1

∥∥x j
∥∥< ε

3

Finalmente, por la manera en que hemos elegido M.∥∥∥∥∥ M

∑
k=1

xσ(k)− y

∥∥∥∥∥< ε

3

Es decir,

0 ≤ ∥x− y∥< ε

3
+

ε

3
+

ε

3
= ε

para todo ε > 0. Concluimos entonces que x = y. Esto prueba la convergencia

incondicional y ası́ completa la prueba de la proposición. □

Resulta natural preguntarse si la recı́proca es válida. Si ası́ fuera, entonces tenemos

que en cualquier espacio de Banach, si la serie converge incondicionalmente

entonces la misma serie converge absolutamente. Stefan Banach (1892− 1945)
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propuso este problema en (ver [12], pág. 240). Este problema estuvo sin resolver

por casi 20 años, hasta que fue resuelto por Aryev Dvoretsky (1916− 2008) y

Ambrose Rogers (1920−2005) en un famoso artı́culo (ver [15]).

La implicación, (1) ⇒ (2) del siguiente teorema, la prueba es muy profunda

y compleja, por lo que no se abordará en este trabajo, ya que usa conceptos y

resultados avanzados del análisis funcional como el dual topológico del espacio y

las topologı́as débil ∗, que están lejanos al alcance de este trabajo (ver [21], pág

59). El lector interesado puede consultar (ver [20], pág. 440, Teorema 1) cuya

demostración es de naturaleza geométrica basada en la teorı́a de los operadores

que suman absolutamente (ver [20], pág. 431, capı́tulo IV, sección 30). A partir

de este resultado, inspiró nuevos problemas y resultados e, indirectamente originó

una rama del análisis funcional, denominado análisis funcional geométrico.

Teorema 4.1.4 — Dvoretsky y Rogers. Si X es un espacio de Banach, los

siguientes enunciados son equivalentes:

1. Las series incondicionalmente convergentes en X son exactamente aquellas

series que convergen absolutamente en X .

2. El espacio X tiene dimensión finita.

Demostración:

(2)⇒ (1) Sea X un espacio de Banach con dimensión algebraica finita.

Sabemos que cuando un espacio normado tiene dimensión finita, todas las normas

en X son equivalentes, esto es, si ∥ · ∥0 y ∥ · ∥1 son cualesquiera dos normas en X ,

entonces existen constantes C0 y C1 tales que

C0∥x∥0 ≤ ∥x∥1 ≤C1∥x∥0 (∀x ∈ X)

En particular, esto implica que si una sucesión {xn}∞

n=1 en X converge con respecto
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a una norma dada a un elemento x ∈ X , entonces también converge a x con respecto

a cualquier otra norma en X .

Sea ∥ · ∥X la norma original considerada en X . Supongamos que dimX = n y sea{
u j
}n

j=1 una base de Hamel ordenada en X .

Dado cualquier x ∈ X , existen escalares únicos α1, . . . ,αn tales que

x =
n

∑
j=1

α ju j

Se puede demostrar fácilmente que la función ∥ · ∥∗ : X → R tal que

x 7→ ∥x∥∗ :=

(
n

∑
j=1

∣∣α j
∣∣2)1/2

define una norma en X . De este modo, cualquier sucesión que converja con respecto

a la norma original de X , convergerá al mismo elemento en la norma ∥ · ∥∗, y

viceversa.

Enseguida, consideremos una serie ∑n≥1 xn en X que es incondicionalmente con-

vergente a un elemento x ∈ X con respecto a la norma original ∥ · ∥X de X .

Para cada k ∈ N existen escalares únicos α
(k)
1 , . . . ,α

(k)
n tales que

xk =
n

∑
j=1

α
(k)
j u j

Si

x =
n

∑
j=1

α ju j

entonces para cada biyección σ : N→ N tendremos que∥∥∥∥∥ m

∑
k=1

xσ(k)− x

∥∥∥∥∥
X

→ 0 si m → ∞
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lo que implica que ∥∥∥∥∥ m

∑
k=1

xσ(k)− x

∥∥∥∥∥
∗

→ 0 si m → ∞.

De aquı́, tenemos que∥∥∥∥∥ m

∑
k=1

n

∑
j=1

α
(σ(k))
j u j −

n

∑
j=1

α ju j

∥∥∥∥∥
∗

→ 0 si m → ∞

Pero ∥∥∥∥∥ m

∑
k=1

n

∑
j=1

α
(σ(k))
j u j −

n

∑
j=1

α ju j

∥∥∥∥∥
∗

=

∥∥∥∥∥ n

∑
j=1

[
m

∑
k=1

α
(σ(k))u j −α ju j

]∥∥∥∥∥
∗

=

∥∥∥∥∥ n

∑
j=1

[(
m

∑
k=1

α
(σ(k))
j −α j

)
u j

]∥∥∥∥∥
∗

=

 n

∑
j=1

(
m

∑
k=1

α
(σ(k))
j −α j

)2
1/2

.

Notemos que para cada j = 1, . . . ,n

∣∣∣∣∣ m

∑
k=1

α
(σ(k))
j −α j

∣∣∣∣∣≤
 n

∑
j=1

(
m

∑
k=1

α
(σ(k))
j −α j

)2
1/2

→ 0 si m → ∞.

Se sigue de esto que para cada j = 1, . . . ,n, la serie de números reales ∑k≥1 α
(σ(k))
j

converge al número real α j y esta convergencia es independiente de la biyección σ .

De este modo, la serie de números reales ∑m≥1 α
(m)
j converge incondicionalmente

a α j para cada j = 1, . . . ,n. Por el Corolario (3.0.6) se sigue que la serie ∑m≥1 α
(m)
j

converge absolutamente para cada j = 1, . . . ,n.

Por consiguiente, dado ε > 0 y dado j = 1, . . . ,n existe N j ∈ N tal que si s > l ≥

N = máx1≤ j≤nN j

∣∣∣∣∣ l

∑
m=1

α
(m)
j −

s

∑
m=1

α
(m)
j

∣∣∣∣∣≤ s

∑
m=l+1

∣∣∣α(m)
j

∣∣∣< ε
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uniformemente en j = 1, . . . ,n.

Usando la desigualdad (a+b)r ≤ ar +br para a,b reales no negativos y 0 < r < 1,

se sigue que si s > l ≥ N

s

∑
m=l+1

∥xm∥∗ =
s

∑
m=l+1

∥∥∥∥∥ n

∑
j=1

α
(m)
j u j

∥∥∥∥∥
∗

=
s

∑
m=l+1

(
n

∑
j=1

(
α
(m)
j

)2
)1/2

≤
s

∑
m=l+1

(
n

∑
j=1

∣∣∣α(m)
j

∣∣∣)

=
n

∑
j=1

s

∑
m=l+1

∣∣∣α(m)
j

∣∣∣
< nε,

y por consiguiente, la serie
∞

∑
m=1

xm converge absolutamente respecto a la norma

∥ · ∥∗, y por tanto, converge absolutamente respecto a la norma original ∥ · ∥X ,

debido a que ambas normas son equivalentes. □

A continuación, presentamos el siguiente resultado, cuya prueba omitimos por

encontrarse fuera del alcance de este trabajo. El lector interesado puede consultar

(ver [15]).

Teorema 4.1.5 Dado un espacio de Banach X y dada una serie ∑ j≥1 x j con

términos en X , los siguientes enunciados son equivalentes:

1. La serie converge incondicionalmente.

2. La serie converge por subseries.

3. La familia
{

x j
}

j≥1 es sumable.
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La completitud del espacio X juega un papel importante en la prueba de la impli-

cacion (1)⇒ (2). Veremos en el ejemplo (4.2.4) un espacio normado incompleto

que no cumple con la condición (1)⇒ (2).

La equivalencia de que la sumabilidad es una forma ”incondicional” de convergen-

cia se cumple para espacios que no son necesariamente secuencialmente completos

como se muestra a continuación.

Proposición 4.1.6 Dado un espacio lineal normado X y dada una serie ∑ j≥1 x j

con términos en X , los siguientes enunciados son equivalentes:

1. La serie converge incondicionalmente en X .

2. La familia
{

x j
}

j≥1 es sumable en X .

Demostración:

1)⇒ 2). Lo haremos por reducción al absurdo. Para ello supondremos que 2) no

se cumple, es decir que la familia
{

x j
}

j≥1 no es sumable. Si la serie ∑ j≥1 x j no

converge, podemos concluir que 1) no se cumple. Si la serie converge, digamos que

converge a x ∈ X . Por hipótesis, la familia
{

x j
}

j≥1 no es sumable en x. Entonces

debe existir ε0 > 0, existe subconjunto finito F de N, tal que para todo conjunto

finito F ⊆ F ′ ⊂ N tal que ∥∥∥∥∥∑
j∈F ′

x j − x

∥∥∥∥∥≥ ε0 (4.1)

Por otra parte, la convergencia de la serie ∑ j≥1 x j a x, significa que existe N =

Nε0 ≥ 1 tal que ∥∥∥∥∥ n

∑
j=1

x j − x

∥∥∥∥∥< ε0

2
(4.2)

para todo n ≥ N. A partir de esto construiremos un reordenamiento de la serie que

no converge a x. Esto mostrará que la serie no converge incondicionalmente debido

61



4.1 Series en espacios de Banach Raul Nuñez

a la unicidad del lı́mite.

De acuerdo con (4.2),

∥∥∥∥∥ ∑
1≤ j≤N

x j − x

∥∥∥∥∥< ε0

2

Para F1 = {1, . . . ,N}, elegimos F ′
1 ⊇F1 de modo que satisfaga (4.1). Si F2 = {1, . . . ,

máx j∈F ′
1

}
∥∥∥∥∥∑

j∈F2

x j − x

∥∥∥∥∥< ε0

2

de acuerdo con (4.2).

Como en el primer paso, seleccionamos F ′
2 ⊇ F2 de modo que satisfaga (4.1). Si-

guiendo inductivamente obtenemos dos familias {Fs}s≥1 y {F ′
s}s≥1 de subconjun-

tos finitos de N con F ′
s ⊇ Fs, para todo s ≥ 1. Como la serie ∑ j≥1 x j no es sumable,

este proceso no puede terminar. Es decir, que la familia {F1,F ′
1 −F1,F ′

2 −F2, . . . ,}

es una partición de N.

Entonces, podemos definir una biyección σ : N→ N enumerando sucesivamente

los elementos en los conjuntos F1,F ′
1 −F1,F ′

2 −F2, . . ..

Afirmamos que la serie ∑k≥1 xσ(k) ası́ obtenida no converge en X . Para verlo, es

suficiente probar que sus sumas parciales no forman una sucesión de Cauchy en X .

Es decir que existe ε1 > 0 tal que dado M ≥ 1, se pueden elegir m = mM,ε1 ≥ M y

l = lM,ε1 ≥ 1 tales que ∥∥∥∥∥ m+l

∑
k=m+1

xσ(k)

∥∥∥∥∥≥ ε1 (4.3)

En efecto, por la manera de construir los conjuntos Fs y F ′
s , podemos decir, para
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todo s ≥ 1,∥∥∥∥∥ ∑
j∈F ′

s−Fs

x j

∥∥∥∥∥≥
∥∥∥∥∥∑

j∈F ′
s

x j − x

∥∥∥∥∥−
∥∥∥∥∥∑

j∈Fs

x j − x

∥∥∥∥∥≥ ε0 −
ε0

2
=

ε0

2
.

Por otra parte, por la forma en que se definió σ y por ser σ una biyección, dado M ≥

1, deben de existir m = mM,ε0 ≥ M y l = lM,ε0 ≥ 1 tales que {σ(m+1), . . . ,σ(m+

l)} = F ′
s −Fs para algún s ≥ 1. Es decir, que (4.3) se cumple para ε1 =

ε0

2
. Esta

contradicción prueba lo que queriamos.

2)⇒ 1). Supongamos que la familia
{

x j
}

j≥1 es sumable, por definición debe de

existir un único x ∈ X tal que, para cada ε > 0, hay un subconjunto finito Fε de N

con

∥∥∥∥∥∑
j∈F

x j − x

∥∥∥∥∥< ε

para todo conjunto finito N⊃ F ⊇ Fε .

Si fijamos una biyección σ :N→N, debe existir M =Mε tal que {σ(1), . . . ,σ(M)}⊇

Fε . Entonces, para cada m ≥ M, tendremos

∥∥∥∥∥ m

∑
k=1

xσ(k)− x

∥∥∥∥∥< ε

Esto muestra que la serie ∑ j≥1 x j converge incondicionalmente. Ası́, concluimos

la prueba de la proposición. □

4.2 Series en espacios de Hilbert

En esta sección estaremos suponiendo siempre que los espacios de Hilbert son

reales.
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Proposición 4.2.1 Supongamos que H es un espacio de Hilbert en el que hay

una familia ortonormal
{

x j
}

j≥1 que es infinita y numerable. Consideremos

en H una serie de la forma ∑ j≥1 α jx j, donde
{

α j
}

j≥1 es una sucesión real.

Entonces

1. Los siguientes enunciados son equivalentes:

a) La serie ∑ j≥1 α jx j converge.

b) La serie real ∑ j≥1 α2
j converge.

c) La serie ∑ j≥1 α jx j converge incondicionalmente.

2. La serie ∑ j≥1 α jx j converge absolutamente si y sólo si la serie real

∑ j≥1
∣∣α j
∣∣ converge.

Demostración:

1a)⇒ 1b). Supongamos que la serie ∑ j≥1 α jx j converge en H, a un cierto x ∈ H.

Es decir, supongamos que existe

lı́m
n→∞

∥∥∥∥∥x−
n

∑
j=1

α jx j

∥∥∥∥∥
2

H

= 0

Por la continuidad del producto escalar ⟨·, ·⟩H , se tiene que

⟨xk,x⟩H =

〈
xk,

∞

∑
j=1

α jx j

〉
H

=
∞

∑
j=1

α j
〈
xk,x j

〉
H = αk

para todo k ≥ 1. Finalmente,

n

∑
j=1

α
2
j =

n

∑
j=1

〈
x j,x

〉2
H ≤

(i)
∥x∥2

H

para todo n ≥ 1, donde la desigualdad (i) es la desigualdad de Bessel. Esto muestra
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que la serie ∑ j≥1 α2
j converge ya que la suma parcial ∑

n
j=1 α2

j es acotada.

1b)⇒ 1a). Supongamos que la serie ∑ j≥1 α2
j converge, podemos escribir

∥∥∥∥∥n+m

∑
j=n

α jx j

∥∥∥∥∥
2

H

=

〈
n+m

∑
j=n

α jx j,
n+m

∑
k=n

αkxk

〉
H

=
n+m

∑
j=n

n+m

∑
k=n

α jαk
〈
x j,xk

〉
H

=
n+m

∑
j=n

α
2
j ∥xn∥2 =

n+m

∑
j=n

α
2
j →

n→∞
0,

uniformemente en m ≥ 1. Puesto que H es un espacio de Banach, resulta que la

serie ∑ j≥1 α jx j converge.

Esto prueba que 1a) y 1b) son equivalentes.

1b)⇒ 1c). Supongamos que la serie real ∑ j≥1 α2
j converge, el Corolario (3.0.8)

nos dice que esta serie también converge incondicionalmente. Por lo tanto, dada

una biyección σ : N→N, la serie ∑k≥1 α2
σ(k) converge, lo cual equivale a decir que

la serie ∑k≥1 ασ(k)xσ(k) converge. Sólo nos falta probar que converge a ∑ j≥1 α jx j.

Veamos esto.

Dado ε > 0 fijamos N = Nε ≥ 1 tal que

∥∥∥∥∥ ∞

∑
j=N+1

α jx j

∥∥∥∥∥
H

<
ε

3
y

∞

∑
j=N+1

α
2
j <

(
ε

3

)2

Además, consideramos una suma parcial ∑1≤k≤M ασ(k)xσ(k) tal que todos los

términos α1x1,α2x2, . . . ,αNxN aparecen en ella y

∥∥∥∥∥ M

∑
k=1

ασ(k)xσ(k)− y

∥∥∥∥∥
H

<
ε

3

Ası́,
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∥∥∥∥∥ ∞

∑
j=1

α jx j − y

∥∥∥∥∥
H

≤

∥∥∥∥∥ ∞

∑
j=N+1

α jx j

∥∥∥∥∥
H

(i)

+

∥∥∥∥∥ N

∑
j=1

α jx j −
M

∑
k=1

ασ(k)xσ(k)

∥∥∥∥∥
H

(ii)

+

∥∥∥∥∥ M

∑
k=1

ασ(k)xσ(k)− y

∥∥∥∥∥
H

(iii)

La elección de N implica que el término (i) es < ε

3 . En cuanto a (ii),

∥∥∥∥∥ N

∑
j=1

α jx j −
M

∑
k=1

ασ(k)xσ(k)

∥∥∥∥∥
2

H

= ∑
ciertosσ(k)≥N+1

α
2
σ(k) ≤

∞

∑
j=N+1

α
2
j <

ε

3
.

Finalmente, por la manera en que hemos elegido M, (iii) es también < ε . Es decir

0 ≤

∥∥∥∥∥ ∞

∑
j=1

α jx j − y

∥∥∥∥∥
H

<
ε

3
+

ε

3
+

ε

3
= ε

para todo ε > 0, lo cual muestra que 1b) implica 1c).

1c) ⇒ 1a). Supongamos que la serie ∑ j≥1 α jx j converge incondicionalmente,

ahora por el corolario (3.0.8) va a converger absolumante, puesto que H es un

espacios de Banach ∑ j≥1 α jx j la serie converge. Esto concluye la prueba de (1).

La prueba de (2), es una consecuencia de la desigualdad∥∥α jx j
∥∥

H =
∣∣α j
∣∣ .

Esto completa la prueba de la proposición. □

Recordemos que la “convergencia de ∑ j≥1 α2
j ” define l2, un espacio de Hilbert

de sucesiones, que es espacio de Hilbert original, estudiado por David Hilbert

(1862-1943), ver en ( [17]).

Y con la condición de “convergencia de ∑ j≥1
∣∣α j
∣∣ ” define l1, que es un espacio de

Banach de sucesiones reales (α j) j≥1
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A partir de la proposición (4.2.1) tenemos el siguiente corolario.

Corolario 4.2.2 Supongamos que H es un espacio de Hilbert en el que hay una

familia ortonormal
{

x j
}

j≥1 que es infinita y numerable. Consideremos en H

una serie de la forma ∑ j≥1 α jx j, donde
{

α j
}

j≥1 es una sucesión real. Entonces,

los siguientes enunciados son equivalentes:

1. La serie ∑ j≥1 α jx j converge incondicionalmente pero no absolutamente.

2. La sucesión
{

α j
}

j≥1 pertenece a l2 pero no pertenece a l1.

Para verlo de mejor manera, veamoslo con un ejemplo.

■ Ejemplo 4.2.3 Sea
{

ek}
k≥1 la familia ortonormal en l2 definida, para cada k ≥ 1,

como

ek
j =

 1 para j = k

0 para j ̸= k
. (4.4)

Entonces, la serie

∞

∑
k=1

ek

k
(4.5)

converge incondicionalmente en l2, pero no converge absolutamente.

Es interesante observar que la misma serie (4.5) da un ejemplo en lp para 1< p≤∞.

En efecto, de la igualdad

∥∥∥∥ek

k

∥∥∥∥
lp
=

(
∞

∑
j=1

∣∣∣∣∣ek
j

k

∣∣∣∣∣
p)1/p

=

(∣∣∣∣1k
∣∣∣∣p)1/p

=
1
k

es claro que la serie (4.5) no converge absolutamente en lp, para 1 ≤ p ≤ ∞.

Para probar la convergencia incondicional, comenzamos fijando una biyección
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σ : N→N arbitraria y un valor de p,1 < p < ∞. Afirmamos que la serie ∑k≥1
eσ(k)

σ(k)

converge a x =
{

1
j

}
j≥1

. En efecto,

(
n

∑
k=1

eσ(k)

σ(k)
− x

)
j

=

 0 si j ∈ {σ(1), . . . ,σ(n)}

−1
j si j /∈ {σ(1), . . . ,σ(n)}

.

Por lo tanto,∥∥∥∥∥ n

∑
k=1

eσ(k)

σ(k)
− x

∥∥∥∥∥
p

lp

=


 ∞

∑
j=1

∣∣∣∣∣∣
(

n

∑
k=1

eσ(k)

σ(k)
− x

)
j

∣∣∣∣∣∣
p1/p


p

= ∑
j/∈{σ(1),...,σ(n)}

1
jp

Como p > 1, dado ε > 0 existe M = Mε ≥ 1 tal que

∞

∑
j=M+1

1
jp < ε

p (4.6)

(nótese que el caso p = 1, no se cumple ya que la estimación (4.6) no es cierta.

Como en la prueba de la proposición (4.1.3), existe N = NM ≥ 1 tal que

{1, . . . ,M} ⊆ {σ(1), . . . ,σ(n)}

para n ≥ N. Es decir, para estos valores de n,

N−{σ(1), . . . ,σ(n)} ⊆ N−{1, . . . ,M}= { j ∈ N : j ≥ M+1}

de donde resulta que

∥∥∥∥∥ n

∑
k=1

eσ(k)

σ(k)
− x

∥∥∥∥∥
p

lp

= ∑
j/∈{σ(1),...,σ(n)}

1
jp ≤

∞

∑
j=M+1

1
jp < ε

p

para todo n ≥ N.

A continuación, veremos en el siguiente ejemplo que no siempre, en un espacio

lineal normado, convergencia incondicional implica convergencia por subseries.
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■ Ejemplo 4.2.4 Consideremos el espacio c00 pero esta vez como subespacio de

l2. Sabemos que c00 es un subespacio incompleto de l2.

Recordemos que dado un número real a, la notación ⌊a⌋ indica el mayor número

entero que es ≤ a. Con esta notación, definimos en c00 la serie

∞

∑
m=1

(−1)m2−⌊m/2⌋e⌊m/2⌋ (4.7)

donde e⌊m/2⌋ es la sucesión definida como en (4.4), para k = ⌊m/2⌋ y cada m ≥ 2.

Observemos que si m = 2 j para j ≥ 1.

(−1)m2−⌊m/2⌋e⌊m/2⌋ = 2− je j, (4.8)

mientras que si m = 2 j+1 para j ≥ 1,

(−1)m2−⌊m/2⌋e⌊m/2⌋ =−2− je j, (4.9)

Es decir la serie (4.7) converge absolutamente en l2. De acuerdo con la propo-

sición (4.1.3), la serie (4.7) converge incondicionalmente en l2. De (4.8) y (4.9)

concluimos que fijando n ≥ 2,

n

∑
m=1

(−1)m2−⌊m/2⌋e⌊m/2⌋ =

2−qeq si n es par, n = 2q,

0 si n es impar, n = 2q+1

para q ≥ 1.

Usando otra vez la proposición (4.1.3), resulta que la serie (4.7) converge incondi-

cionalmente a cero en l2 y por lo tanto también en c00.

Por otra parte, de (4.8) tenemos que la subserie

∞

∑
j=1

(−1)2 j2−⌊2 j/2⌋e⌊2 j/2⌋ =
∞

∑
j=1

e j

2 j

converge absolutamente y por lo tanto, de acuerdo a la proposición (4.1.3), converge

en el espacio de Banach l2. Sin embargo, la serie ∑ j≥1 2− je j no converge en c00.
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El razonamiento es similar a lo dicho en el ejemplo (4.2.3). En efecto, supongamos

que existe e =
{

e j
}

l≥1 ∈ c00 tal que ∑ j≥1 2− je j = e, en c00. Para esta sucesión en

particular, existe M = Me ≥ 1 tal que paral > M, el = 0. Es decir,

∞

∑
j=1

2− je j
l = 0

para l > M, lo cual no puede ser, debido a como hemos definido e j
l . O sea, que la

serie (4.7) no es convergente por subseries, en c00.
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Conclusiones

Al concluir este trabajo, es evidente que la convergencia de series en espacios

normados resulta fundamental para las caracterizaciones de los espacios, ya que a

partir de las definiciones presentadas anteriormente son equivalentes dependiendo

del espacio en el que se trabaje, es por ello que tenemos resultados de gran im-

portancia; es bien conocido que en R, si una serie es absolutamente convergente

entonces es covergente esto lo podemos ver de forma más general en la proposición

(4.1.1), donde la condición más importante es que el espacio sea completo bajo

la norma del espacio; o como el teorema de Dvoretsky y Rogers donde nos ayuda

a saber si el espacio de Banach es de dimensión finita a partir de la convergencia

incondicional y la convergencia absoluta.

Como vemos lo fundamental de las proposiciones y teoremas, se basa en que el

espacio sea completo de ahi en adelante ya podremos trabajar en las equivalencias

de las distintas formas de convergencia de series y ver como actua cada espacio.
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[13] Swartz, C. (1994). Integration And Function Spaces. World Scientific.

[14] DePree, J. y Swartz, C. (1988). Introduction To Real Analysis. John Wiley &

Sons.

[15] Dvoretsky, A. y Rogers, C. (1950). Absolute and uncondicional convergence

in normed linear spaces, Proc. Nat. Acad. Sci. U.S.A., 36, págs, 192-197,
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