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RESUMEN

En la Escuela Superior Politécnica de Chimborazo no hay indicios de la presencia de informacién
bibliogréfica sobre la Teoria de Galois, aplicada a la insolubilidad de ecuaciones algebraicas de
grado mayor o igual a cinco por medio de radicales, lo que impide que estudiantes interesados en el
tema puedan realizar sus investigaciones. Por lo que a partir de esto, el objetivo de este trabajo es
analizar la teoria de Galois, mediante la revision de material bibliogréifico especializado, para asi
generar una monografia sobre la insolubilidad de ecuaciones algebraicas de grado mayor o igual a
cinco por medio de radicales; la cual se desarrollé mediante el uso del editor de texto ISIgX. Para la
elaboracidn de este se tom6 en cuenta una investigacion con un enfoque cualitativo, nivel descriptivo
y de tipo documental. Finalmente como resultado se obtuvo una monografia titulada: Insolubilidad
de ecuaciones algebraicas de grado mayor o igual a cinco por medio de radicales. La monografia se
apoya en cuatro capitulos: el primer capitulo consiste en los temas de anillos y campos; el segundo
capitulo trata el tema de anillos de polinomios; tercer capitulo estudia extensiones de campos y el
cuarto capitulo se enfoca en la teoria de Galois, donde se abarca la demostracién de la insolubilidad
de las ecuaciones de grado mayor o igual a cinco por medio de radicales. Por lo tanto, a partir
del analisis de la teoria de anillos y extensiones de campos se pudo determinar la demostracién

de la insolubilidad de ecuaciones algebraicas por medio de radicales de grado mayor o igual a cinco.

Palabras clave:<ANILLOS>, <EXTENSIONES DE CAMPOS>, <GRUPO DE GALOIS>,
<SOLUBLE POR RADICALES>, <ECUACIONES ALGEBRAICAS>, <INSOLUBILIDAD>
0532-DBRA-UPT-2025




ABSTRACT

The Escuela Superior Politécnica de Chimborazo does not have evidence on the existence of
bibliographic information about the Galois Theory, applied to the insolubility of algebraic equations
with a degree greater than or equal to five by means of radicals, this impedes students interested in
the subject to carry out their research. Therefore, the aim of this research is to analyze the Galois
theory, through the review of specialized bibliographic material, in order to generate a monograph
on the insolubility of algebraic equations with a degree greater than or equal to five by means of
radicals, which was developed using the LATEX text editor. The development of this work was
based on a qualitative approach, descriptive level and documentary type research. Finally, the result
was a monograph entitled: Insolubility of algebraic equations with a degree greater than or equal to
five by means of radicals. The monograph has four chapters: the first chapter has to do with the
study of rings and fields; the second chapter deals with the rings of polynomials topic; the third
chapter studies extensions of fields and the fourth chapter focuses on the Galois theory, where the
demonstration of the insolubility of equations with degree greater than or equal to five by means of
radicals is covered. Therefore, from the analysis of the theory of rings and field extensions it was
possible to determine the demonstration of the insolubility of algebraic equations by means of

radicals with a degree greater than or equal to five.

Keywords: <RINGS>, <EXTENSIONS OF FIELDS>, <GALOIS GROUP>, <SOLVABILITY
BY RADICALS>, <ALGEBRAIC EQUATIONS>, <INSOLUBILITY>.

Lic. Paul Rolando Armas Pesdntez. Mgs
060328987-7
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INTRODUCCION

El conocimiento matemético es demasiado extenso para ser cubierto por una carrera de Matematica
de pregrado. Por esta razén, muchas teorias importantes no son consideradas en sus mallas
curriculares; de ahi surge la necesidad de dejar plasmada en una monografia una parte de la
matemadtica que no haya sido estudiada en el pregrado. En efecto, en la carrera de Matematica de la
Escuela Superior Politécnica de Chimborazo (ESPOCH), en las asignaturas, Algebra abstracta I
y Algebra abstracta II, se abarca la teorfa de grupos, la teorfa de anillos, y una introduccién muy
somera a la teoria de campos.

El motivo para el desarrollo de la monografia surgi6 por la idea de que, la teoria de Galois es una
rama de la matemadtica compleja y dificultosa para estudiantes con poca experiencia en teorias
abstractas, pero que ha generado conceptos valiosos para el crecimiento de la matematica. Ademas,
es una teoria usada en diferentes dreas y permite muchos avances en cada una de ellas; de hecho
uno de los grandes logros de la teoria de Galois ha sido establecer la insolubilidad, por medio de
radicales, de las ecuaciones algebraicas de grado mayor o igual a cinco.

El propésito de esta Trabajo de Integracién Curricular fue explorar y comprender en profundidad
la demostracién de la insolubilidad de ecuaciones algebraicas de grado mayor o igual a cinco por
medio de radicales.

La resolucién de ecuaciones algebraicas ha sido un enigma a lo largo de la historia de la matematica.
Por un lado, se ha logrado la resolucién de ecuaciones de segundo, tercer y cuarto grado por medio
de férmulas algebraicas. Por otro lado, muchas generaciones de matematicos han fracasado al
intentar hallar una férmula algebraica que permita la resolucién de ecuaciones de grado mayor o
igual a cinco; en efecto, uno de los mayores éxitos de la teorfa de Galois es demostrar que tales
férmulas no existen.

Este proyecto de investigacién deja como resultado una monografia, que facilite la comprensién
de los estudiantes con lo que respecta a teoria de Galois aplicada a la insolubilidad de ecuaciones
algebraicas. La monografia ofrece 4 capitulos, cada uno consta de conceptos bdsicos, lemas,
ejemplos, teoremas y sus demostraciones. El primer capitulo estudia teoria de anillos, sus
propiedades y mas definiciones relacionadas; el segundo capitulo trata sobre anillos de polinomios;
el tercero se enfoca en lo que es extensiones de campos; estos tres capitulos facilitardn la
comprension de la teoria de Galois aplicada a la insolubilidad de ecuaciones algebraicas por

medio de radicales, tema que se trata en el cuarto capitulo titulado Teoria de Galois.



CAPITULO I

1. PROBLEMA DE INVESTIGACION

1.1. Planteamiento del problema

La teorfa de Galois es una rama del dlgebra abstracta que ha servido para el desarrollo de la
matematica. Desde su inicio ha proporcionado diferentes métodos y conceptos que proporcionan
beneficiosas e importantes aplicaciones en diversos campos de la matemadtica; por ejemplo, esta se
utiliza para demostrar la insolubilidad, por radicales, de ecuaciones algebraicas de grado mayor o
igual a cinco.

En la ESPOCH no hay evidencia de la existencia de material bibliografico sobre teoria de Galois
aplicada a la demostracién de la insolubilidad de ecuaciones algebraicas, lo cual dificulta que
estudiantes interesados en entender y expandir sus conocimientos matemadticos puedan iniciar sus

investigaciones.

1.2. Objetivos

1.2.1. Objetivo general

Analizar la teoria de Galois, a través de la revisién de material bibliografico especializado, con
la finalidad de generar una monografia sobre la insolubilidad por radicales de las ecuaciones

algebraicas de grado mayor o igual a cinco.

1.2.2. Objetivos especificos

e Examinar documentos especializados sobre la teoria de Galois, mediante estrategias eficaces

para la bisqueda de informacién, para la comprension de la teorfa de Galois.

e Estudiar la aplicacion de la teoria de Galois, a través de definiciones y la demostracién de
teoremas, para determinar la insolubilidad por medio de radicales de las ecuaciones algebraicas

de grado mayor o igual a cinco.

e Redactar un documento sobre la insolubilidad, de las ecuaciones algebraicas de grado mayor o
igual a cinco, por medio de radicales, con la utilizacién del editor de texto IXTEX, para futuros

usos del documento.



1.3. Justificacion

En la carrera de matematica de la ESPOCH, no se estudia la Teoria de Galois como un curso regular
pero, su conocimiento es importante no solo para potencializar la formacién académica de los
futuros matemdticos de la ESPOCH, sino también que facilitaria estudios conducientes a obtener
un titulo de cuarto nivel.

Este Trabajo de Integracion Curricular explora la teoria de Galois a través de su aplicacién en la
insolubilidad de ecuaciones algebraicas de grado mayor o igual a cinco por medio de radicales;
ofreciendo una importante contribucién a los estudiantes de la Carrera de Matematica de la

ESPOCH, para que exploren y comprendan esta importante rama de la matemaética.



CAPITULO 11
2. MARCO TEORICO
2.1. Referencias tedricas

En el transcurso del crecimiento de hallazgos matematicos hasta la actualidad se escribierén
documentos en los que se encuentran procedimientos para la resolucién de ecuaciones cuadraticas,
cubicas y de cuarto grado, las cuales son desarrolladas mediante radicales. Las ecuaciones de grado
dos tienen la forma ax? + bx + ¢ = 0, donde sus coeficientes son nimero reales con a = 0, fueron
resueltas por la civilizacién babilénica. De manera similar, la resolucién de las ecuaciones cibicas
por medio de radicales se le atribuye a Cardano-Tartaglia (Chavarria, 2014, pag. 42). Cardano en su
obra El Ars Magna atribuye a Ludovico Ferrari, quien fue secretario de Cardano, el descubrimiento
de la resolucién por medio de radicales de las ecuaciones de grado cuatro.

A inicios del siglo XIX, el mateméatico noruego Abel prob6 que no hay ninguna férmula para
encontrar las raices de los polinomios de grado mayor o igual a cinco en términos de sus coeficientes
(Aceff y Puebla, 2016 pag. 5), Galois también contribuyd con la teoria de la resolucién de ecuaciones
por medio de radicales en su memoria sobre la teoria de ecuaciones, donde se describe lo que se
conoce en la actualidad como grupo de Galois de una ecuacién, y cémo dicho grupo influye en si
una ecuacion es soluble o no por radicales (Mufioz, 2016, pag. 78).

En la bibliografia hallada, se menciona que las ecuaciones de grado mayor o igual a cinco no son
solubles por medio de radicales, indicando algunos de los teoremas a usar para el desarrollo de
su demostracion. Por ejemplo, en el libro titulado “Elementos de la teoria de cuerpos” de Labra y
Suazo, se menciona un teorema que influye directamente en tal desarrollo, el cual expresa que: si el
polinomio p(x) € Flx], donde F es un campo, es soluble por radicales, entonces su grupo de Galois
es soluble (Labra y Suazo, 2011 pdg. 119), este teorema no consta de su demostracion, lo que impide el
desarrollo y entendimiento de la insolubilidad de ecuaciones de grado mayor o igual a cinco.

En el documento “Teoria de Galois y ecuaciones algebraicas” de Riquelme también se afirma que
el polinomio general de grado n > 5 no es soluble por radicales, pero no presenta su demostracion
a detalle para el entendimiento por parte de estudiantes recién iniciados en el tema, de hecho
presenta la demostraciéon de que un grupo de Galois de un polinomio es isomorfo al grupo de
permutaciones Sy, pero no prueba que el grupo S, no es soluble para n > 5, un hecho importante
para la demostracion de la primera afirmacién (Riquelme, 2007, pdg.48 ).

El libro “Galois Theory” de lan Stewart trata el tema de solubilidad por radicales, ofreciendo



definiciones bdsicas y teoremas que posibiliten la demostracién de que una ecuacién de grado cinco
no es soluble, pero su demostracion no esta desarrollada; ademads, no considera las ecuaciones de
grado mayor a cinco; este hecho podria confundir a un publico inexperto en el tema, creyendo que
quizds las ecuaciones polinomiales de grado seis si son solubles por medio de radicales (Stewart,
2015, pag. 176 ). De manera similar sucede con el libro “Contemporary Abstract Algebra ” de Joseph
Gallian, que afirma la insolubilidad de las ecuaciones quinticas, y para apoyar este enunciado
considera un polinomio de grado 5 y prueba que en esencia no es soluble por radicales (Gallian, 2015,
pdg. 542).

Otra referencia que trata la insolubilidad de una ecuacién quintica, es el libro “Algebra Abstracta
Teoria y Aplicaciones” del autor Thomas Judson, donde se asegura que la ecuacién de grado cinco
no es soluble, y para probar esto menciona que solo es necesario encontrar un polinomio con un
grupo de Galois S5 (Judson y Beezer, 2017, pag. 429), al igual que los libros previos ya mencionados, no
proporciona su demostracidon y tampoco considera las ecuaciones de grado n > 5.

Finalmente, el libro “ Algebra Moderna” de Herstein es un de los libros que ha proporcionado la
demostracion de los teoremas a usar para mostrar que las ecuaciones de grado mayor o igual a cinco
no son solubles, pero algo que impide su entendimiento es su notacion y su escritura altamente
sofisticada que, lamentablemente, pueden resultar incomprensibles para estudiantes novatos en el

tema (Herstein, 1980, pag. 249 ).



CAPITULO 111

3. MARCO METODOLOGICO

3.1. Descripcion de enfoque, alcance, diseiio, tipo, métodos, técnica e instrumentos de

investigacion.

Este trabajo de investigacion se desarroll6 con el uso de una metodologia de enfoque cualitativo,
dado que los temas de la monografia se detallan a través del andlisis y la interpretacién subjetiva
del material bibliografico seleccionado para la comprensién de la insolubilidad de las ecuaciones
algebraicas.

Dicha investigacién responde a un alcance descriptivo, ya que la monografia describe los aspectos
mds importantes de cada tema que se encuentra plasmado en cada capitulo de la misma, contenido
que es relevante para el entendimiento de la teorfa de Galois aplicada a la demostracion de la
insolubilidad de ecuaciones algebraicas..

La investigacién es de tipo documental, debido al uso de material bibliografico especializado
enfocado en el tema de teoria de Galois, en su mayoria se incluyerdn: libros, tesis, monografias, etc.

Para el desarrollo de este documento, se siguierén los siguientes lineamientos:

e Bisqueda de material bibliografico: Con el tema de investigacién establecido, se procedié a
indagar fuentes de informacién confiables, es decir, libros, tesis y monografias, en su mayoria

digitales, en los cuales se considera el estudio de la teoria de Galois.

e Seleccionar y organizar el material recolectado: A través de una lectura selectiva de las fuentes
bibliograficas recolectadas, se procedio a destacar aquellos documentos que permita el desarrollo

y la interpretacién de los tdpicos a tratar en la monografia.

e Redaccién de la monografia: Este documento esta dirigido a estudiantes de la carrera de
matematica recien iniciados en el tema, debido a esto el documento se redactd con una estructura
légica y coherete, ademds de detallar de manera clara y sencilla cada uno de los tdpicos,
donde cada teorema consta de su demostracidn; también se realizan ejemplos para una mejor

comprension.

e Finalmente se realizé una revision profunda de la monografia, permitiendo asi corregir ciertos
errores gramaticales y detalles de forma. Ademads, se verific que las demostraciones sigan una
estructura légica, sean precisas y comprensibles, dado que la monografia esta dirigida para los

estudiantes de la carrera de Matematica de la ESPOCH.



Para la escritura de dicho documento se hizo uso del editor de texto I&TEX, debido a que nos permite
desarrollar documentos que involucren férmulas matemadticas, generando asi un documento de alta

calidad.



CAPITULO IV

4. MARCO DE ANALISIS E INTERPRETACION DE RESUTADOS

4.1. Resultado

Este Trabajo de Integracion Curricular deja como resultado una monografia que tiene como titulo:
“Insolubilidad de ecuaciones algebraicas de grado mayor o igual a cinco por medio de radicales”.
Su proposito es facilitar al lector la comprensién de conceptos basicos relacionados con la Teoria
de Galois aplicada a la demostracion de la insolubilidad de ecuaciones algebraicas de grado mayor

o igual a cinco.

4.2. Estructura de la monografia

La monografia consta de cuatro capitulos, cada uno de ellos con sus respectivas definiciones,
proposiciones, teoremas y ejemplos, los cuales permiten resaltar los aspectos importantes de cada

uno de los temas.

Capitulo 1 (Anillos y Campos): En esta seccion se contempla el estudio elemental vinculado a la
Teoria de Anillos y Campos, los cuales fuerén: anillos, subanillos, ideales, anillo cociente, campos,

subcampos, campos finitos y homomorfismos de anillos.

Capitulo 2 (Anillos de Polinomios ): Este capitulo abarcé el estudio de lo que es un anillo de
polinomios, sus temas fuerdn: estructura algebraica F'[x], algoritmo de Euclides, mdximo comun

divisor y polinomios irreducibles.

Capitulo 3 (Extensiones de campos): De igual manera trata el estudio de conceptos basicos de lo
que es una extension de campo, y los temas a considerar fuerén: extensiones finitas y algebraicas,

raices de polinomio irreducibles, clausuras algebraicas, derivada de un polinomio y campos finitos.

Capitulo 4 (Teoria de Galois): En este capitulo se llega a estudiar lo que es un Monomorfismo,
extension de Galois, el Teorema Fundamental de la teoria de Galois, el grupo de Galois, la raiz
primitiva n-ésima de la unidad, para asi finalmente llegar a determinar lo que es la solubilidad por
radicales, donde se da un pequefia introduccién de lo que son grupos solubles y extensiones de

radicales, lo que nos permitié demostrar cuando una ecuacion es soluble o no por radicales.
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CAPITULO V

CONCLUSIONES Y RECOMENDACIONES

Conclusiones

Al culminar este proyecto de investigacion, se derivan las siguientes conclusiones:

A partir del andlisis de la teoria de Galois, mediante la revisién de material bibliografica
especializado, se logré generar una monografia sobre la insolubilidad de ecuaciones algebraicas

de grado mayor o igual a cinco por medio de radicales.

El anélisis critico de los documentos especializados sobre la teoria de Galois, permitié la

comprension de dicha teoria.

El estudio de la Teorfa de Galois aplicada a la insolubilidad de ecuaciones algebraicas de grado
mayor o igual a cinco por medio de radicales, ofrece a los estudiantes la oportunidad de explorar

y comprender un tema especifico que no se ve en los cursos regulares de pregrado.

La monografia, resultado de este trabajo servird como fuente de conocimiento valioso para
los estudiantes, sobre lo que es la teoria de Galois aplicada a la insolubilidad de ecuaciones

algebraicas de grado mayor o igual a cinco por medio de radicales.

Recomendaciones

En lo que respecta a las recomendaciones, se proponen las siguientes:

Debido a que la monografia “Insolubilidad de ecuaciones algebraicas de grado mayor o igual
a cinco por medio de radicales”, va dirigida a los estudiantes de la carrera de matemética de
la ESPOCH, se recomienda que dicho documento se encuentre al alcance de los estudiantes,

permitiendo asi que ellos puedan explorar y expandir sus conocimientos sobre el tema.

Indagar nuevos problemas matematicos donde se refleje la aplicacién de la teoria de Galois,
permitiendo asi potencializar las capacidades para afrontar enigmas matematicos sofisticados,

ademds de fortalecer y ampliar sus conocimientos sobre el tema.

Plantear la posibilidad de la realizacion de futuros trabajos donde se vea reflejada la aplicacion

de la teoria de Galois, permitiendo asi explorar nuevas aplicaciones de la teorfa ya mencionada.
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Introduccion

El conocimiento matematico es demasiado extenso para ser cubierto por una
carrera de matemaética de pregrado. Por esta razén, muchas teorias importantes
no son consideradas en sus mallas curriculares; de ahi, surge la necesidad de
dejar plasmada en una monografia una parte de la matematica que no haya sido
estudiada en el pregrado. En efecto, en la carrera de matematica de la Escuela
Superior Politécnica de Chimborazo (ESPOCH), en las asignaturas de algebra
abstracta 1y 2, se abarca la teorfa de grupos, la teoria de anillos, y una introduccién

muy somera a la teoria de campos.

La teoria de Galois es una rama de la matematica compleja y dificultosa para
estudiantes con poca experiencia en teorias abstractas, pero que ha generado
conceptos valiosos para el crecimiento de la matemaética. Ademas, es una teoria
usada en diferentes dreas y permite muchos avances en cada una de ellas; de hecho,
uno de los grandes logros de la teoria de Galois ha sido establecer la insolubilidad,
por medio de radicales, de las ecuaciones algebraicas de grado mayor o igual a

cinco.

La monografia ofrece 4 capitulos, cada uno consta de conceptos basicos, lemas,
ejemplos, teoremas y sus demostraciones. El primer capitulo estudia teoria de
anillos, sus propiedades y mas definiciones relacionadas; el segundo capitulo
trata sobre anillos de polinomios; el tercero se enfoca en lo que es extensiones
de campos; estos tres capitulos facilitardn la comprension de la teoria de Galois
aplicada a la insolubilidad de ecuaciones algebraicas por medio de radicales, tema

que se trata en el cuarto capitulo titulado Teoria de Galois.



Anillos y campos

En el apasionante y abstracto mundo del &lgebra, los anillos se consideran
estructuras fundamentales que representan la naturaleza de las operaciones
algebraicas. El presente capitulo nos sumerge en el estudio de los anillos, el cual
proporciona la bases necesarias para comprender la insolubilidad de las ecuaciones
algebraicas. Se tratara propiedades, operaciones y ejemplos, que nos guiaran a
entender definiciones como: homomorfismo de anillos, dominios integros, campos,
etc. Todas estas definiciones serdn ttiles en el entendimiento de temas presentes

en capitulos posteriores.

1.1 Anillos

Definicién 1.1
Sea A un conjunto diferente del vacio, en el cual se encuentra definidas dos
operaciones, que se denotan de la siguiente manera (+) como el operador
sumay (-) como el operador del producto. Decimos que (A, +, -) es un anillo

siy solo si:
1. (A,+) es un grupo abeliano.
2. (A,-) es un semigrupo.

3. Distributiva:a-(b+c)=a-b+a-cy(b+c)-a=b-a+c-a

Ejemplo 1.1. Consideramos Z el conjunto de los ntimeros enteros, probaremos

que es un anillo.

Por consecuencia de teoria de grupos sabemos que el conjunto de los enteros bajo
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la operaciéon (+) es un grupo abeliano, y bajo el producto (-) es un semigrupo,
es decir, es cerrado y cumple con ser asociativa bajo el producto. Por lo tanto,

finalmente demostraremos que la operacion (-) sea distributiva respecto a la (+):

Seaa,b,c € Z

a(b+c) =ab+ac

(b+ c)a = ba + bc,

sabemos que ab y ac siguen perteneciendo al conjunto de Z, de igual manera para

bay ca.

Nota. A partir de lo anterior podemos ver que (4, -) cumple con ser asociativo
y cerrado. En el caso de que exista un elemento denotado por 1, y cumpla con
1-a=a-1=a,seleconoce como anillo unitario. Luego, sia-b = b - a para todo
a,b € A, se dice que es un anillo conmutativo o abeliano.
Definicién 1.2

Sean los elementos 4, b no nulos del anillo conmutativo con unidad (A, +, ),

es un divisor de cero siy s6losi, a-b = 0.

Definicion 1.3
Sea (A, 4, ) un anillo conmutativo con unidad, se dice que es un dominio

integro si el anillo no tiene divisores de cero.

A continuacién daremos un ejemplo de dominio integro.

Ejemplo 1.2. El conjunto Z[i] = {a+bi : a,b € Z} es un dominio integro,
para verificar esto, supongamos que Z|i] tiene divisores de cero, entonces existe

x,y € Z][i] definidos de la siguiente manera,
X =ay+ bll

y=ap + boi,
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de los cuales al menos uno de a1, b; es diferente de cero, de igual manera para
ay, by. Luego,
xy = (a1 + b1i)(az + boi)

= (111112 — blbz) + (611172 + azbl)i

=0+0:
ajay —bibp =0 (b
142 — 0102 (b2) (11)
a1by +ab; =0 (—Elz)
Luego, resolvemos el sistema de ecuaciones obteniendo lo siguiente:
a1a2b2 — blbzz = 0
+
. (1.2)
ar1arby  + a22b1 = 0

—bi(a3 +b3) = 0
A partir de lo obtenido tenemos lo siguiente, b = 06 (a% + b%) = 0.

Considerando la primera opcién, by = 0 entonces, a; # 0. Por lo tanto,

ara, =0

a =10
y

a1bp, =0

b, =0

Luego de esto tenemos el caso (a3 + b3) = 0, para que esto suceda, a; y b, deben
ser cero. Por lo tanto, es un dominio integro.
Definicién 1.4

Un campo es un anillo A conmutativo con el elemento unidad 1 # 0, tal que

todos los elementos no nulos de A admiten inversos multiplicativos en A, es

decir,

e scaa € A,cona #0,existea ! € Atalque, (a-a~!) =1.
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Nota. Dado un campo F. De la definicién de campo los grupos (F,+) y (F*, ) son
abelianos, donde F* = F — {0}.

Definicién 1.5
Si B un subconjunto del anillo A es un anillo bajo las mismas operaciones de

producto y suma de A, entonces decimos que B es un subanillo de A.

Lema 1.1
El subconjunto B del anillo A es un subanillo de A, si y sélo si:

1. 0 € B,
2. paratodoa,be B:a—b¢€ B,

3. para todoa,b € B :ab € B.

Demostracién. =) Si B es un subanillo, implica que cumple con las mismas
propiedades que un anillo, es decir, que (B, +) es un semigrupo. Por lo tanto,
0 € By el elemento inverso de la suma existe. Luego, cumple con que (B, -) es un

semigrupo, por lo tanto, a — b € B.

<)

1. Sabemos que A es un anillo, por lo que los elementos de A son conmutativos
bajo la adicién, y B es cerrado bajo la substraccién, por teoria de grupos se tiene

que, (B, +) es un grupo abeliano.

2. Ya que (A4, -) es un semigrupo, cumple con ser asociativo. Ademds, a-b € B,

entonces (B, -) es un semigrupo.

3. Finalmente, ya que el anillo (A, 4, -) cumple con que el producto es distributiva
con respecto a la suma, entonces los elemento de B de igual manera cumple con

la propiedad distributiva.
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Ejemplo 1.3. Sea el anillo (R, +, -), probaremos que Z[v2] = {a +bv/2 : a,b €
Z) >R

Sean x,y € Z[+/2] definidos de la siguiente manera:
X =a+ bl\/i

}/Zﬂz—l—bz\/i

e Cerrado bajo la substraccion,
x—y = (a1 +b1V2) — (a2 + b2v/2)
= (ay —a2) + (by — bz)\/i

de donde (a1 — a;) € Z, de igual manera (b; — by) € Z, entonces

(111 — az) + (bl — bz)\/z S Z[\/E]
e Cerrado bajo el producto,

x-y = (0 +01v2) (a2 + brv/2)
= aya; + 2b1by + a2b1\/§ + 111172\/5
= (a1a2 + 2b1b2) + (llzbz + lllbz)\/i,

de donde (aja; 4+ 2b1b;) € Z, y de manera similar (ayb, + a1bp) € Z. Por lo
tanto, (ajap 4 2b1by) + (aby + a1b2) V2 € Z[V/2].

Definicién 1.6
Sea I un subconjunto del anillo R, es un ideal si:

1.0el,
2.a—bel: paratodo a,bel,

3. paratodoac [yre R:arclyracl.

Nota. Podemos darnos cuenta que todo ideal de un anillo R es un subanillo del

mismo, pero no todo subanillo de R es un ideal de R.
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Teorema 1.1
Sea R un anillo abeliano con elemento unidad y 44,...,a; € R, entonces

I = {ax1+ -+ agxx/x1,...,x¢ € R} es un ideal de R. Se dice que I
es el ideal de R generado por los elementos 4y, ...,a;, y se denota como

I= <a1,...,ak>.

Demostracién. Para su demostracién, debemos verificar que cumple con las

propiedades de un ideal:

1.0el

Ya que R es un anillo, sabemos que 0 € R, por lo tanto, 0 = (41,0 + - - - + a;0),
es decir, 0 € .

2. a—belparatodoa,b c I
Definimos a = (a1x1 + - - - + axg) y b = (a1y1 + - - - + axyx), con an, Xn, Yn € R,
donden =1,--- ,k.

a—b=(ax1+ - +mxp) — (@ay1+ -+ ay)
= (a1x1 —my1) + - - + (agxx — axyx)

=ay (01 —y1)+- - Fa (e —yx) €1,
——— ———
€ER €R
por lo tanto,a — b € L.

3.arclyraclparatodoaclyreR,

ar = (a1x1 + - -+ + agx)r
=raixy + -+ rapxy
=ay (rx) +- - +a (r) €1,
~—— ~——
€R €R

por lo tanto, ar € R. Ya que R es conmutativo ar = ra. Finalmente, podemos

decir que I es un ideal.
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Definicion 1.7
Dado el anillo R con elemento unidad. Decimos que R es un anillo de

ideales principales, si para cada ideal I de R existe un elemento a € R tal

que, [ = (a) = {ax/x € R}.

Lema 1.2
Sea I, ] ideales de un anillo R, entonces [+ ] = {i+j |i € I,j € J} esun

ideal de R.

Demostracién. 1. Sabemos que I y | son ideales, por lo que cumplen con ser

diferente del vacio. Por lo tanto, 0 € I.

2. Sea x,y € I + ] donde,

x=n1+p:i€Lj1 €],

y:i2+j2:i2 € I,jz €],

entonces verificaremos que x —y € [ + J,

x—y=(i1+j)—(2+2)
=(h—i2)+ (1+12)-

R

€l €]

Por lo tanto, x —y € I +J.

3. Seaxc I+ ]JyreR,entoncesxrc [+ ]Jyrxel+]
xr = (iy + j1)r = irr + j1r
xr = iir + jir .
—~ =~
€l el

Por lo tanto, xr € I + J. Luego,

rx =r(iy+j1) =riy + 11
rx = rip + rj1,
v v
el el
de igual manerarx € I + J.
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Definicién 1.8
Si el subconjunto F de un campo K, con las operaciones de suma y producto

de K es un campo, entonces F es un subcampo de K (denotado como F < K).

Nota. Si un subconjunto F de un campo K es un subanillo de K, para que F sea un
campo solo hace falta de que 1 sea un elemento en F, y que todo elemento no nulo

en F admita inverso multiplicativo.

Lema 1.3
Sea K un campo y F subconjunto de K, entonces F es subcampo de K, si y

s6lo si:

1.0 € F,

2.a—beFyabe F, paratodoa,b € F,
3. 1 € Kesun elemento en F,

4. para todo elemento no nulo en F el inverso multiplicativo estd en F.

Demostracién. =) F es un subcampo, lo que implica que cumple con las mismas
propiedades de un campo, es decir, que F es un anillo conmutativo con el elemento
unidad. (F, +) cumple con ser un grupo abeliano, entonces a es elemento de F y

ademads, el elemento inverso de la suma pertenece a F. Por lo tanto,a — b € F.

Luego, (F,-) es un semigrupo debido a que es cerrado bajo el producto, entonces

a-b € F.Finalmente 1 € F y F admite elementos inversos.

<) Sabemos que K es un campo, esto en consecuencia de que K es un anillo
conmutativo y unitario, también sabemos que 0 € F,a —b € Fya-b € F, entonces
F es un anillo conmutativo. Luego, 1 € F, entonces prueba que es un anillo unitario,

por ultimo F admite inversos multiplicativos, entonces F es un subcampo.

O]

Ejemplo 1.4. Consideremos el conjunto Q[i] = {a + bi/a,b € Q}, de donde i es el

ntamero complejo tal que i = —1, a continuacién probaremos que es un campo,

9
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para esto basta demostrar que Q[i] es un subcampo de C, para esto haremos uso

del lema anterior.

1. 0=0+0i € Qi.

2. Sea x,y € Q[i] tal que
X =a —|—b1i|a,b €eQ

y = ay + byila,b € Q,
entonces

(Lll -+ bll) — (Elz -+ le) = (Ell — ﬂz) -+ (bl — bz)l € Q[l]

(111 + bli)(llz + bzl) = (Ellaz — blbz) + (a1b2 + blaz)i € Q[Z]
3.1=1+0i € Q[Z]

4. Sea el elemento no nulo, a + bi # 0, cona,b € Q, entonces podemos decir que
a#06b #0,de donde a? + b> > 0.
El inverso multiplicativo de a + bi es

(a—bi) 1 a— bi a— bi

AN —1 _ _ o
(@b = T g b))~ bt b ATb
de donde
a . .
“are ayp Q0
Definiciéon 1.9

Sea I el ideal del anillo (R, +, ), debido a que todo ideal I de un anillo R es
un subanillo podemos decir que, (I, +) es un subgrupo abeliano de (R, +),
de esta manera podemos definir el conjunto R/I = {a + I/a € R} de todas

las clases laterales de I en R, por tanto (R/I, +) es un grupo, donde
(a+D)+B+1)=(a+b)+1,

paratodoa, b € R, para que R/ I tenga la estructura de un anillo, necesitamos

10



1.1. Anillos

definir un producto en R/I, el cual este bien definido y verifique las

propiedades 3 y 4 de la definicién 1.1.
(a+1)(b+1)=ab+1,

a continuacién verificaremos las propiedades previamente indicadas. De esta

manera decimos que el anillo (R/I,+, -) es el anillo cociente de R por I.

Consecuentemente probaremos las propiedades anteriormente mencionadas, y

que el producto este bien definido.

Demostracién. e Sabemos por la teoria de grupos, que el conjunto R/ I es un grupo

bajo la adicién. Ademas,
(a+I)+(b+I)=(a+b)+I=(b+a)+I yaqueR esunanillo,
por lo tanto, (R/I, +) es un grupo conmutativo.

e Probemos que (a + I)(b+ I) = (ab) + I estd bien definido. Es decir, debemos

mostrar que
(a+D)(b+1) =@+ +1) = (ab)+1= (a'V)+ 1.

Seaa+I=da+Iyb+1="0b+1,entoncesa—a € [yb—1b' € I. Luego,
existens,t € I talesquea —a’' =syb—b =t.Dedondea =a'+syb =10+t
ab+1=(a' +s)(b'+t)+1
=a'b + (a't +sb' +st) +1
€ad't!+1 yaqued't+sb' +stel.

Por lo tanto, el producto esta bien definido.

e Asociatividad del producto en R/

Probemos que el producto es asociativo. Sea a,b,c € R/I tales quea = x + I,

b=y+ILc=z+1I

11



Capitulo 1. Anillos y campos

a(be) = (x+ D[y + 1)(z+1)]
= (x(yz)) +1
= ((xy)z) +1
=(xy+1)(z+1)
=[x+ Dy +D(z+1)
= (ab)c.

e Distributividad del producto respecto a la suma en R/ 1.
Caso a(b+c) = ab+ac.

Seaa,b,cc R/I,dondea=x+1,b=y+1,c=z+1

alb+c)=(x+D[y+1)+ (z+1)]

=x+1D)[(y+z)+1

=(x(y+2z))+1

= (xy+xz)+1

= (xy+ 1)+ (xz+1)

=(x+Dly+D+x+1)(z+1)
= ab + ac.

Luego en el caso de (b + c¢)a = ba + ca tenemos:

Seaa,b,ce R/I,dondea=x+1,b=y+1,c=z+1

b+c)a=[y+ D+ (z+D](x+1)
[(y+2z)+1](x+1)

= ((y+2)x)+1

= (yx+zx)+1

=(yx+1I)+ (zx+1)
=W+Dx+D+Ez+D)(x+1I)
= ba + ca.
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Asi, R/ I es un anillo.

Definicién 1.10
Sea R un anillo y un ideal I de R con I # R se dice que es un ideal maximal

de R,sidadounideal Ide Rtalquel C | C R,entonces] =] 6 =R, es
decir, no existe unideal I de Rtal que I C | # R.

Ejemplo 1.5. Demostraremos que el ideal (2) = 2Z de Z es un ideal maximal de

Z.

Sea | un ideal de Z tal que 2Z C | C Z. Debido a que Z es un anillo de ideales
principales y | # 0 esto por consecuencia de que 2 € J, por lo tanto existe n € Z,
de donde | = nZ, y ya que 2Z C nZ, entonces existe un m € Z™* tal que 2 = nm,
de donde decucimos que n =2 6 n =1, en el caso de que n = 2, entonces 2Z = |

y sin =1, entonces | = Z. Por lo tanto, 2Z es un ideal maximal de Z.

Teorema 1.2
Sea R un anillo abeliano con elemento unidad 1 # 0 e I un ideal de R. Por lo

tanto, I es un ideal maximal de R, si y s6lo si, R/I es un campo.

Demostracion. =) Supongamos que I es un idea maximal de R.
Probar que R/ I es un campo.

Por la definicién 1.4 de campo debemos probar que R/ I es un anillo conmutativo,
y admite inversos multiplicativos para elementos no nulos. Por hipotesis sabemos
que R/I es conmutativo con elemento unidad 1 # 0, lo que implica que
141 # 0+ I. A continuacién probaremos que a + I # 0+ I, lo que nos lleva a

decir que a € I, entonces a + I tiene un inverso multiplicativo en R/ I.

Ahora (a) y el ideal I son ideales de R, por el Lema 1.1 (a) 4 I es un ideal de R.
Yaquea ¢ [ya=0+a ¢ I+ (a), entonces I C I+ (a), por hipétesis I es un ideal
maximal de R, por lo que I + (a) = R.

13
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Sabemos que el anillo R contiene al elemento unidad, es decir, 1 € R, por lo que

existem € [yb € Rtal que, 1 = m + ab asi,

l1+I=m+ab+1€l

1+1=ab+ 1

Por lo tanto,

(a+D)(b+1)=1+1I
yasi, (a+ 1) = (b+ I)~! demostrando que R/ I admite inversos multiplicativos.

<) Suponemos que R/ I es un campo debemos probar que I es un ideal maximal

de R.

Sea | un ideal de R tal que I C | C R, primero probaremos que | = R, para
esto definimos /I = {j+i/j € ]} esunideal de R/I. Luego, haciendo uso de la

definicion 1.6 tenemos:

e Seas,t € J/Ital que,
S:j1+1

t=p+1,

entonces
s—t = (j1+1)—(j2+1) = (jl—jz)-|—16]/1.
N——
€]
e Sea (r+1)€R/I,

(r+D(1+1)=rj1 +ri+I+1€]/],
< —
eJ I
yaquel C Jexisteunjc Jtalquej & I.Luego,j+ 1€ J/Iyj+1#0+11o
que prueba que J/I # 0+ I, por hipétesis R/ I es un campo, por lo tanto sus

unicos ideales son 0 + I y R/I. Finalmente concluimos que J/I = R/I.

Consideremos x € R, entonces existe j € | tal que x + I = j+ I, de donde
x—j€iC Jyasi x € J. Porlo tanto, R = ] lo que prueba que I es un ideal

maximal.
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Lema 1.4
Si p es un primo, entonces Z/pZ es un campo con p elementos.

Demostracién. Para llegar a demostrar que Z/pZ es un campo, solo se necesita
probar que pZ es un ideal maximal. Consideramos el ideal | de Z, tal que

pZ C | C Z, debido a que Z es un anillo de ideales principales y claramente
vemos que | # 0, por lo tanto existe un n € Z*, de donde | = nZ, ademas
sabemos que mZ C nZ, entonces existe un m € Z* tal que p = nm, si p es un
numero primo, implica que p puede ser solo divido por si mismo y por 1, entonces
decimos quen = p 6 n = 1, para el primer caso I = | y para el segundo caso

] = Z. Por lo tanto, pZ es un ideal maximal.

Ya que hemos probado que pZ es un ideal, aplicando el teorema anterior

podemos decir que es un campo.

A continuacién probaremos que Z/mZ = {a+ pZ/0 < a < p}. Ahora,
definimos el siguiente elemento de Z/pZ como b+ pZ, yaque 0 < b < p,
entonces por el algoritmo de Euclides existen q,7 € Z, tales que b = pq +r, con
0 < r < p, de esta manera podemos decir que b —r = pgq € mZ, por lo que

podemos afirmar que b + pZ =r+ pZ con0 <r < p.

Finalmente demostraremos que Z/pZ tiene p elementos. Supongamos que
tenemos dos elementos x,y € Z/pZ,dedonde x = a+pZyy = c+ pZ, con

0 <a < c < p, tales que x = y, desarrollando esto tenemos lo siguiente:

a+pZ =c+ pZ
c—a=pl+pZc pZ,

lo que implica que c —a € pZy 0 < ¢c—a < p, por lo que llegamos a una

contradiccién, demostrando asi, que Z/pZ es un campo con p elementos. O
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Definicién 1.11
Sean los anillos A, B y sea una funcién f : A — B se dice que es un

homomorfismo de anillos, si y sélo si,

1. f(x+y) = f(x)+ f(y) paratodo x,y € A

2. f(xy) = f(x)f(y) para todo x,y € A.

Nota. f : A — B es un homomorfismo inyectivo, si y sélo si, ker(f) = {0}.

Definicién 1.12
Sean A y B anillos.

e Si f: A — B esun homomorfismo biyectivo de anillos, denominamos a f

un isomorfismo de anillos denotado por A =~ A.

eSi f: A — A es un isomorfismo de anillos, diremos que f es un

automorfismo de A.

e Si f: A — B esun homomorfismo inyectivo de anillos, decimos que f es

un monomotfismo de anillos.

Ejemplo 1.6. Para n € Z definimos un homomorfismo de anillos
$p: 2 — Zy

a+— a( mod n).
Probaremos que es un homomorfismo de anillos.

Seaa,b e Z,

o plat+b)=¢(a)+¢(b)
p(a+b) = (a+Db)( méd n)
=a( moéd n)+b( méd n)
¢(a) + ¢(b),

16
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o ¢p(ab) = ¢p(a)p(b)
¢(ab) = ab( mobd n)

=a( méd n)b( moéd n)

= ¢(a)p(b)

Teorema 1.3 (Primer teorema de isomorfismo de anillos)
Sean A,B anillos, y la funcién f : A — B un homomorfismo de anillos,

entonces los anillos A/Ky f(A) son isomorfos, donde K = Ker(f).

Demostracion. Sea K = ker(f), por el primer Teorema de Isomorfia para grupos,
existe un homomorfismo de grupos bien definido 77 : A/K — f(A) definido por
7 (r + K) = f(r) para los grupos abelianos aditivos A y A/K. Para probar que este
es un homomorfimos de anillos, solo debemos mostrar que 7 ((r + K)(s + K)) =

n(r+ K)n(s + K); pero

7((r+K)(s +K)) = 5(rs + K)
= f(rs)
= f(r)f(s)
= 1(r+ Ky (s + K)
U
Teorema 1.4
Sean A, B, D anillos:

e Si¢: A — Besunisomorfismo de anillos, entonces ¢ : B — A también

es un isomorfismo de anillos.

eSi¢p: A— Byoc:B — D son homomorfismos de anillos, entonces

co¢: A — D esun homomorfismo de anillos.

Demostracién. e Por hipoétesis tenemos que ¢ es biyectivo, es decir, que de igual
manera tenemos para ¢! es biyectivo por lo que solo falta probar que ¢! sea

un homomorfismo.
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Seaa,b € Atalque ¢(a) =xy ¢(b) =y dedonde x,y € B.

* p(¢p ' (x+y) =x+y
x+y=¢a)+ o)

=¢(a+D)
¢ Hx+y)=a+b
a+b=¢ " (x)+¢ ' (y)

=¢~ ' (x+y)

o (¢ (xy)) = xy
xy = ¢(a)¢p(b)

= ¢(ab)

¢~ (xy) = ab
ab= ¢~ (x)¢p~ (y)

= ¢ ' (xy)

Entonces ¢! : B — A es un isomorfismo.

e Sabemos que los homomorfismo¢ : A — By o : B — D, entonces consideramos
o(x)=ryo(y) =sconx,y € Byr,se€D,
cgopla+b)=o(pa+b))
= o(¢(a) + (b))
= cop(a) + 7o d(b)

oo ¢(ab) = o(¢(ab))
= o(¢(a)¢(D))
=co¢(a)oop(b).

Lema 1.5
Sean D, D’ dominios de integridad. Si ¢ : D — D’ es un monomorfismo de

anillos, por lo tanto ¢(1) = 1/, donde 1’ es el elemento unidad de D’.

18
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Demostracién. Sabemos por hipotesis que D, D’ son dominios integros lo que
implica que no tienen divisores de cero. Sabemos que ¢(0) = 0 por
hipétesis ¢(1) # 0/, ademds sabemos que ¢ es un homomorfismo, es decir,
p(1)p(1) = ¢(1-1) = ¢(1), entonces ¢(1)(¢(1) — 1) = 0/, y ya que D’ es un
dominio integroy ¢(1) # 0, entonces ¢(1) = 1. O

Lema 1.6
Sea un subcampo K de los ntimeros complejos y sea la funcién ¢ : Z — K un

monomorfismo de anillos. Entonces ¢(x) = x para todo x € Z.

Demostracion. Sabemos por el lema previo que ¢(1) = 1. Partiremos probando
esto por inducciéon considerando n € Z™, ahora consideramos para el caso 7,
entonces ¢(n) = n; enel caso de n+ 1, entonces ¢p(n+1) = ¢p(n) +¢(1) =n+ 1.
Por lo tanto, hemos probado que ¢(m) = m para todo m € Z*. Ahora tomaremos
unn € Z~ entonces ¢(—n) = —¢(n) = —n. Dado que ¢(0) = 0 concluimos que

$(x) = x. O

Corolario 1.1
Sea K un subcampo de los ntimeros complejos y ¢ : Q — K un monomorfiso

de anillos. Entonces ¢(x) = x para todo x € Q.

Demostracion. Primero partiremos probando que ¢z : Z — K definido como
¢pz(n) = ¢(n) para todo n € Z, entonces ¢ : Z — K sigue siendo un
monomorfismo de anillos. Por lo tanto, ¢(x) = x, para todo x € Z. Habiendo
probado esto podemos continuar la demostracién para ¢ : Q — K, ¢ es inyectiva
por definicion de monomorfismo, por lo que si tomamos x € Q* = Q — {0}
tenemos que ¢(x) € K* = K— {0}, lo que implica que ¢ : Q* — K* es un
homomorfismo inyectivo de grupos. Luego, consideramos los elementos no nulos
a,b € Z. Entonces ¢() = ¢p(ab™1) = ¢p(a)p(b~! = ¢p(a)p(b)™1 = ab~! = ¢,

entonces ¢(x) = x tal que x € Q.
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Teorema 1.5
Sea D un dominio integro, entonces existe el campo K tal que D C K.

Demostraciéon. Consideramos D como un dominio integro, por lo que
construiremos un campo K que contenga al conjunto D. Luego, el conjunto
M = {(a,b)/a-b e D y b#0}y~ una relacién de equivalencia definida
como, (a,b) ~ (c,d) siy s6losiab = cd sobre M, por lo que existe la clase de
equivalencia [(a,b)] = {(x,y) € M/(x,y) ~ (a,b)}, para todo (a,b) € M. Como
es sabido, las clases de equivalencia forma una particién del conjunto M. Sea
K el conjunto de todas las clases de equivalencia [(a,b)], cona,b € Dy b # 0.
Sabemos que para que K sea un campo debe incluirse las operaciones suma (+) y

el producto (-), de donde las definimos como:
[(a,b)] + [(c,d)] = [(ad + bc, bd)]

[(a,0)][(c,d)] = [(ab, bd)].

Suponemos que

[(a,b)] = [(d',V)] = ab' = bd’
[(c,d)] = [(',d")] = cd = dc’
luego multiplicamos dd’ y bb' respectivamemnete, entonces
dd'ab’ = dd'ba’
bb'cd’ = bb'dc’
al sumar esto tenemos,
dd'ab + bb'cd’ = dd'ba’ + bb'dc
(ad + be)b'd = (a'd' +b'c')bd,
lo que implica que,

[(ad + bc),bd] = [(a'd + V'), b'd']

verificando asi, que la suma esta bien definida.
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Ahora demostraremos de manera similar para el producto
[(a,b)] = [(d,V)] = ab' = bd’
[(c,d)] =[(,d")] = cd’ = ac’

multiplicando tenemos

ab'cd’ = ba'dc’
acb'd = a'c'bd
[(ac,bd)] = [a'd,b'd")],
de esta manera probamos que en K el producto también esta bien definido.

Probamos ahora que K es un campo, para esto debemos empezar con:

e (K,+) es un grupo abeliano.
e Seax =[a,bl;y=|cdyz=]lef]

X+ (y+z) = [a,b] + ([c,d] + [e, f])
= [a,b] + [cf +de, df]
= [adf + bcf + bde, bd f]
= [ad + bc, bd] + e, f]
= (la,b] + [c,d]) + [e, f].
e Seax = [a,bl;y = [c,d]
x+y=lab]+]cd]
= [ad + b, bd]
— [da + cb, db]
= [cb + ad, db)
= [c,d] + [a, b].
® [a,b]+1[0,1]=[a-14Db-0,b-1] = [a,b], entonces [0, 1] es el elemento neutro.

e Como [a,b] + [—a,b] = [ab+ b(—a),b?] = [0,b%] = [0,1].

e (K, ) es un semigrupo con identidad.
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* Asociativa bajo el producto

x-(y-2) = [a,b)([c,d] - [e, f)
— [a,8] - [ce,df]
— [ace, bif]
— [ac,bd] - [e, f]
—(xy) -z

¢ Conmutativa bajo la adicién

xy = [a,b]- [c,d]
= [ac, bd]
= [ca, db]
= [c,d] - [a,b].

e Como [a,b] - [1,1] = [a,b] = [1,1] es el elemento identidad.

e Seaa,be D
[a,b][b,a] = [ab, ba]

= [1,1].

e Distributiva

x-(y+z)=[ab] [cf +dedf]
= [acf + ade, bdf]
= [ac, bd] + [ae, df]
= [abcf + abde, b*df]
= [b(acf, ade), b(bdf)]
= [acf + ade, bdf).

Finalmente denotaremos [(a,b)] = § obteniendo asi el campo K = {{/a,b € Dy
b # 0}, de tal manera que si tomamos dos elementos de K lo denotaremos como

#, 5 € K, entonces

ad + bc

+ bd

= [(a,b)] + [(c,d)] = [(ad + bc, bd)] =

AN

a
b
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= [@h)][(e,d)] = [(ac, b)) = 2.

(Sl RS

De esta manera podemos observar que la funciéon b : D — K definida como
h(a) = { para cualquier a € D es un monomorfismo de anillos. Ya que a € D con

h(a) = § € Ky escribir a = {. Por lo tanto, D C K.

Observacién 1.1. El campo K construido a partir del dominio integro D, se le
denomina campo de fracciones del dominio integro D. Ademas, resulta que K es
el campo mas pequefio que contiene a D, lo que implica que si F es un campo que

contiene a D, entonces K C F.

Lema 1.7
Si F es un subcampo de C, entonces Q C F.

Demostracién. Por hipétesis sabemos que F es un subcampo de C lo que implica
que contiene a los elementos 0 y 1. De esta manera 1 +1 € F y por induccién
n € F paratodon € Z*.Luego, paran € Z*, —n € F y finalmente Z C F y por
la observacién antes mencionada, el campo de fracciones de Z estd contenida en

F, entonces Q C F.

Definicién 1.13
Sea R un anillo con unidad 1y sea n € Z*, denotaremos 7 - 1 como n

sumandos, es decir, 1 +1+1+1+...+1 € R, y denotaremos a (—n)
sumandos como (—=1)+ (=1)+...+(=1) = (-n)- (1) y 0z -1 = 0. El
menor entero positivo # en el caso de existir tal que n - 1 = 0, se dice que es la
caracteristica del anillo R, en el caso de no existir se dice que la caracteristica

de R es cero.

Ejemplo 1.7. Los anillos Z, Q, R, C tienen caracteristica cero y el anillo Z, tiene

caracteristica n.
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Teorema 1.6

Sea K un campo

e Sila caracteristica de K es n > 1, entonces n = p es un niimero primo y K

contiene un subcampo isomorfo a Z/ pZ.

e Si la caracteristica de K es n = 0, entonces K contiene un subcampo

isomorfo a Q y luego K es infinito.

e Si K es un conjunto finito, entonces char(K) = p con p primo y luego, K

contiene un subcampo isomorfo a Z/pZ.

Demostracion. a) Supongamos que la caracteristica de K es n > 1. Definimos la

b)

funcién ¢ como ¢(m) = m - 1 para todo m € Z. Dado que ¢(n) = n-1g =
0, entonces Ker(¢) # 0. Debido a que Ker(¢) es un ideal de Z y Z es un
anillo de ideales principales, existe ng € Z™ tal que Ker(¢) = noZ. Como
$(ng) = np - 1xg = 0y n es el menor entero positivo tal que n - 1x = 0, entonces
n < ng. Como n € Ker(¢) = ngZ, entonces nyg < n. Por lo tanto, n = ny.
Utilizando el primer teorema de isomorfismo de anillos, Z/nZ y ¢(Z) son
anillos isomorfos. Pero ¢(Z) es un subanillo del campo K, y luego, no existen
divisores del cero en ¢(Z). Concluimos que necesariamente # = p es un niumero

primo.

Si la caracteristica de K es cero, entonces Ker(¢) = 0. En efecto, si suponemos
que ker(¢) # 0, entonces existe m € Z* tal que ¢(m) = 0, lo que contradice
nuestra hipoétesis. Asi, ¢ : Z — K es inyectiva y, por lo tanto, existe un subanillo
$(Z) contenido en K, el cual resulta ser isomorfo a Z. Los campos de fracciones
de Z y de ¢(Z) son isomorfos. De acuerdo con la observacién ??, el campo de

fracciones de ¢(Z) esta contenido en el campo K.

Si K tiene m elementos, entonces (K, +) es un grupo finito con m elementos. Por
la teoria de grupos, tenemos que, paraa € K, m-a = 0 (donde m - a denota

la suma repetida a +a + ... 4 a), y, por lo tanto, m - 1x = 0. Existe un menor
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entero positivo p tal que p - 1x = 0, que es la caracteristica de K. Por el item (a),

p es un nimero primo y K contiene un subcampo isomorfo a Z/pZ.

Definicién 1.14
Un campo con un nimero finito de elementos se le denomina campo finito

se le denota como F; a un campo finito con g elementos.

Observacion 1.2. Los campos Z/pZ y Z resultan ser iguales, es decir, sia € Z,

entonces

i={xecZ/x=a( moéd p)}={a+pt/tcZ}=a+pZ}

Teorema 1.7

Si p es un ntimero primo y a € Z tal que p { a, entonces a?~! = 1( méd p).

Demostracién. Ya que Zp €s un campo con p elementos, entonces (Z;;, -) es un
grupo con p — 1 elementos, donde Z; = Z, — {0}. Dadoqued € Z, y p +a,

entonces @ € Z,,. Luego, a1l =ap~1=( mobd p). O

Teorema 1.8
Sea p primo Z, = {0,1,- -, p — 1} es un dominio integro.

Demostracion. Sabemos que Z;, es un anillo conmutativo y unitario, por lo que

falta probar que (Z;, +, -) no tiene divisores de cero.
Sean [a], [b] € Z,
[a][b] = 0]
[ab] = [0]
[ab] = 0( méd p)
lo que implica que p|ab entonces por el Lema de Euclides p|a 6 p|b, es decir a = 0

méd p 6b =0 mébd p, es decir, [a] = [0] 6 [b] = [0]. O
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Teorema 1.9
Todo campo F es un dominio integro.

Demostracién. Al ser F un anillo, entonces F es un anillo conmutativo y unitario,
por lo que falta probar que no tiene divisores de cero, y que al tener los elementos

a,b € Fcona # 0 tal que ab = 0, entonces b = 0.

ab =20

aa b = 0a!

7

1b=0
b=0
ya que b = 0, entonces contradice la definicién de divisor de cero. O
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2

Anillos de polinomios

Este capitulo profundiza en la importante seccién de anillos de polinomios. Aqui
exploramos cémo los polinomios (objetos comunes en matematicas elementales)
pueden formalizarse y manipularse como elementos de anillos. Es decir, se dedica a
un estudio en profundidad del tema anillos de polinomios, un espacio matematico
donde las herramientas algebraicas encuentran sus expresiones mas importantes y
diversas. Estudiaremos la factorizacién de polinomios, la divisién de polinomios y
las propiedades que hacen que los anillos polinomiales sean una parte importante

de nuestro estudio de la insolubilidad de ecuaciones algebraicas.
2.1 Estructura algebraica F|x]

Definicion 2.1
Sea F un campo. Una expresion de la forma } /' ; = ao +a1x + ... + a,x",

donden € Z" y ag,ay,...,a, son elementos de F, a esto se le conoce como

un polinomio con coeficientes en F en la indeterminada x.

Nota. Al conjunto formado por todos los polinomios con coeficientes en el campo

F se lo denota como, F[x], y sus elementos se lo denotan como f(x), g(x), ..., etc.

Definicion 2.2
Sean f(x) = Y ya;x' y g(x) = Y, bix', donde f(x), g(x) € F[x]

e f(x) = g(x)siysolosi,a; = b; paracadai > 0.

e Definimos (f + ¢)(x) = Y% o(a; + b;)x'. Entonces (f + ¢)(x) € F[x].
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Definicién 2.3
Sean f(x) = Y ,aix'y g(x) = L', bix" elementos en F[x|. Definimos
(f-g)(x) = X" cix', donde ¢ = YK ,aiby_;. Entonces f - g(x) es elemento
de Flx].

Nota. e (f +¢)(x) = f(x) +8(x)
o (f-8)(x) = flx)g(x)

Lema 2.1
El conjunto F[x] es un anillo conmutativo con elemento unidad bajo las

operaciones de suma y producto de polinomios, definidas anteriormente.

Demostracion. Sea f(x), g(x), h(x) € F[x], para probar que es un anillo

conmutativo vamos a empezar probando que:

e (F[x],+) sea un grupo abeliano.

e Asociativa Sea f(x), g(x), h(x) € F[x] conn < m < k
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2.1. Estructura algebraica F|x]

e Elemento neutro: Para todo f(x) € F[x] existe 0(x) € F[x],

f(x) +0(x) = 0(x) + f(x)
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e Elemento inverso: Para todo f(x) € F[x] existe —f(x) € F[x],

i=0 i=0
n
= Z(ai a;)x'
i=0
=Y —i=0"(0)x
= 0(x)

e Conmutativa: f(x) + g(x) = g(x) + f(x),
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e (F[x],-) sea un semigrupo.
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e Asociativa

n m A .
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Definicién 2.4
Sea f(x) = Y, a;x' elemento de F[x], con a, # 0, entonces diremos que 7

es el grado de f(x). Denotaremos n = deg(f) 6 n = deg(f(x)).
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2.1. Estructura algebraica F|x]

Observacion 2.1. Sea f(x) € F[x] se tiene la equivalencia:

f(x) # 0 & deg(f(x)) > 0.

Los polinomios de grado cero en F|x] son los elementos no nulos del campo F.

Teorema 2.1
Sean f(x), h(x) elementos distintos de cero en F|x], entonces

deg(f(x)h(x)) = deg(f(x)) + deg(h(x)).

Demostracién. Sabemos que

f) =Y g
i=0

m .
h(x) =) _bx',
i=0

cona, # 0y by, # 0 por definicién de producto sabemos que

n—+m

(f-m(x) = ;) cix’

=+ X+ oo+ Cppmx™™M,

donde ¢y 4m = anby # 0, entonces deg(f(x)h(x)) = deg(f(x)) + deg(h(x)). O

Corolario 2.1
El anillo F[x| no tiene divisores de cero, entonces F[x] es un dominio de

integridad.

Demostracién. Al ser divisores de cero significa que tomamos dos elementos
no nulos, es decir, f(x) # 0y h(x) # 0, entonces f(x)h(x) # 0. Por el
Teorema 2.1 tenemos que deg(f(x)h(x)) = deg(f(x)) + deg(h(x)) > 0, luego

deg(f(x)h(x)) > 0asi f(x)h(x) # 0. O

Observacién 2.2. Como F|x] es un dominio integro, existe el campo de fracciones

de F[x] denotado también como F(x). Por lo tanto,

Fx) = {L60 /£, 8(2) € Flxly () £ 0f
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Capitulo 2. Anillos de polinomios

2.2 Algoritmo de Euclides

Definicién 2.5
El algoritmo de Euclides para ntiimeros enteros afirma que, sea a,b € Z con

b > 0, existen tinicos enteros g, r tal que a = bg +r, donde 0 < r < b.

Teorema 2.2
Sean f(x), h(x) polinomios en F[x]| con h(x) # 0, entonces existen q(x) y

r(x) polinomios en F[x] tales que f(x) = h(x)q(x) +r(x), donder(x) =06
deg(r) < deg(h).

Nota. Al polinomio r(x) se lo llama resto y al polinomio g(x) se lo conoce como el

cociente de la division de f(x) por h(x).

Demostracién. Para esta demostracion partiremos por induccién.

Notemos que si f(x) = 0 6 deg(f) < deg(h) consideramos que g(x) = 0y
r(x) = f(x).

Podemos suponer que
f(x) =a0+ai1(x)+ ...+ a,x"

h(x) = by + by + ... + by x™
cona, #0y by, #0yn > m.

Empezamos definiendo un polinomio, el cual es menor a n y suponiendo
por hipétesis inductiva que este polinomio cumple con el teorema, es decir, el
polinomio

fi(x) = f(x) = anby, ' x" " (h(x))
tiene grado menor que n, por hipétesis de induccién, existen polinomios
q1(x) y r(x) en F[x], tales que fi(x) = q1(x)h(x) + r(x), donde r(x) = 0 o
deg(r) < deg(h). Asi,

F(x) = anby 2" (h(x)) = h(x)q — 1(x) +r(x)
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2.2. Algoritmo de Euclides

flx) = anb, """ h(x) + h(x)gq1(x) +r(x)
F(x) = (anby, X" + g1 (x))h(x) + 7(x).
Por lo tanto, consideramos

9(x) = anby X" " + (%)

f(x) = h(x)q(x) +r(x),

donde r(x) = 0 6 deg(r) < deg(h), lo que demuestra la existencia de polinomios
q(x) y r(x) € F[x].
Finalmente probaremos la unicidad de g(x) y r(x) en F[x]. Empezamos

suponiendo que f(x) = h(x)g(x) +r(x)y f(x) = h(x)qo(x) + ro(x) con go(x)

y ro(x) en F[x], es decir,

r(x) =0 6 deg(r) < deg(h)
ro(x) =0 6 deg(ro) < deg(h).

Entonces
h(x)q(x) + r(x) = h(x)go(x) + ro(x)
r(x) —ro(x) = h(x)(qo(x) — q(x)),

si suponemos que r(x) + ro(x) # 0, entonces

deg(r(x) —ro(x)) = deg(qo(x) +¢(x)) + deg(h(x)) = deg(h(x)),

por otro lado concluimos que

deg(r(x) —ro(x)) < deg(h(x))

lo que nos lleva a una contradiccion. Por lo tanto, r(x) = ro(x) y asi

(qo(x) —¢(x))h(x) = 0= q(x) = go(x). 0

Ejemplo 2.1. Sean f(x) = x* — 3x% +2x? +4x — 1y g(x) = x> — 2x + 3 en Zs][x].

Encontrar el cociente g(x) y el resto r(x) de la division de f(x) por g(x).
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Capitulo 2. Anillos de polinomios

x+8
( x4—3x3+2x2+4x—1) + <x2—2x+3) :x2—x—3—|—W~|—x+3
— x* 4 2x3 — 342

—x3 —x? +4x
x® —2x% + 3x

—3x2+7x—1

3x%2 —6x+9

x+8

de donde sabemos que en Zs el valor [8] = [3], entonces podemos observar que

2

g(x) =x*—x—3yelrestoesr(x) = x+ 3.

Ejemplo 2.2. Sean f(x) = x* — 3x% + x® + 4y g(x) = x — 2 en Zy[x]. Encontrar el
cociente g(x) y el resto r(x) de la divisién de f(x) por g(x).

< x* —3x3 +x2 —|—4)+(x—2):x3—x2—x—2

— x* 248

Y B

x3 — 2x?

2

x% —2x
—2x+4
2x —4
0
Definicién 2.6

Sea f(x) un polinomio no nulo con coeficientes en F y « € F, se dice que « es

una raiz de f(x) si f(a) = 0.
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2.2. Algoritmo de Euclides

Corolario 2.2
Sea f(x) un polinomio no nulo con coeficientes en F y &« € F. Entonces «

es una raiz de f(x) si y s6lo si, existe un polinomio g(x) en F[x] tal que

f(x) = (x = a)g(x).

Demostracién. =) Supongamos que a« es una raiz de f(x). Sabemos que un
polinomio f(x) = g(x)g(x) + r(x). Luego, f(x) = (x —a)gq(x) + r(x), donde
r(x) = 06 deg(r) < deg(x —a) = 1. Asi r(x) = 0 6 deg(r) = 0, de donde
r(x) =ag € F.

Ya que « es una raiz de f(x), obtenemos que

0= f(&) = (& — )q(e) + () = r(w)

por lo tanto, ag =0y f(x) = (x —a)gq(x).

<) Existe un polinomio q(x) € F[x], tal que f(x) = (x —a)g(x). Ademds, « € F

por lo tanto al evaluar en f(x) tenemos que:

fla) = (& —a)g(w)
fa) =0.

Definicién 2.7
Sea F un campo se dice que es algebraicamente cerrado, si todo polinomio

no constante en F|x]| tiene al menos una raiz en F.

Observacién 2.3. Un polinomio no constante es aquel polinomio con grado > 1.

Corolario 2.3
Sea f(x) € F[x] y deg(f) = n > 1, donde F es un campo algebraicamente

cerrado, entonces existen elementos d, a1, ay,...,x, en F tales que,

flx)=d(x—aq)(x —ag) -+ (x — ap).
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Capitulo 2. Anillos de polinomios

Demostracién. Para esta demostracién nos apoyamos en la demostracién por

induccion, sobre el grado de f(x).

e Sideg(f) =1.

f(x)=ax+bcona,be Fya#0

f(x) =a(x = (=a~'b)).
o Sideg(f) =n>1

Ya que F es algebraicamente cerrado, existe a, € F raiz de f(x) por el corolario

??, existe q(x) € Flx] tal que f(x) = (x — a,)q(x).

Dado que deg(q) = n — 1, entonces por la hipétesis de induccién existe

d, a1, &2,...0,_1 en F tales que,
q(x) =d(x —ar)(x —az) - (x —ay_1).
Por lo tanto, f(x) = (x —ay)d(x —ap)(x —ap) -+ - (¥ —ay—1)

fx) = (x —a)(x —ag) - - (2 — & 1) (% — an)-

Teorema 2.3
El polinomio f(x) € F[x] de grado n > 1 tiene a lo més n raices en F.

Demostracién. Para la demostracion de este teorema lo haremos por induccion

sobre el grado de f(x).

e Sideg(f) =1, entonces f(x) =ax+bcona,be Fya#0,

—a~! € F esla tinica raiz de f(x).

e Sideg(f) =n>1.
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2.3. Maximo Comiun Divisor

Si f(x) tiene una raiz & € F, entonces por el Corolario 2.3 existe un polinomio
g(x) € Flx] tal que f(x) = (x — a)g(x), donde deg(q) = n — 1. Cualquier raiz
B € F de f(x) distinta de a es una raiz de g(x).

Por lo tanto,
f(B) = (B—a)q(p) =0
entonces g(B) = 0.

Por hipétesis de induccién g(x) tiene a lo més n — 1 raices, dado que las raices
de f(x) son a y B las raices de g(x), concluimos que f(x) tiene a lo més n raices

en F.

Definicién 2.8
Sea f(x) un polinomio con coeficientes en F y a € F. Se dice que & como

raiz de f(x) tiene multiplicidad m > 1, si existe g(x) € F[x] tal que

f(x) = (x —a)™q(x) con g(x) # 0.

Teorema 2.4 (Teorema Fundamental del Algebra)
Sea f(x) un polinomio no constante con coeficientes en el campo de los

complejos C, entonces f(x) tiene al menos una raiz en C. Por lo tanto, C es

un campo algebraicamente cerrado.

Demostracién. La demostracion del teorema fundamental del algebra se la puede

encontrar en la siguiente referencia [3]. O

2.3 Maiximo Comun Divisor

Teorema 2.5
Sea F[x| un anillo de ideales principales. Es decir, si I es un ideal de Flx],

entonces existe un polinomio g(x) € F[x] que es un generador de I.
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Capitulo 2. Anillos de polinomios

Demostracion. Si I = {0}, entonces I = (0), supongamos que I # {0}.
Consideramos el polinomio no nulo ¢(x) € I con la propiedad: si h(x) € Iy

h(x) # 0, entonces deg(g) < deg(h).

Por consiguiente, demostraremos que

[=(g(x)).

Sea f(x) € I por el algoritmo de Euclides

de donde r(x) = 0 6 deg(r) < deg(g)-

Debido a que I es un ideal de F[x], entonces r(x) = f(x) — g(x)gq(x) es un
elemento en I, ya que g(x) € I obtenemos que r(x) = 0. Asi f(x) = g(x)g(x) por
lo tanto I = (g(x)). O

Nota. Un polinomio ménico es de la forma f(x) = co + c1x + ...+ c,_1x" 1+ x.

Definicién 2.9
Sean los polinomios f(x), ¢(x) en F[x] con f(x)g(x) # 0. Diremos que

g(x) divide a f(x), que se denota como g(x)|f(x), si existe un polinomio

h(x) € Flx] tal que f(x) = g(x)h(x).

Definicién 2.10
Sean f1(x), f2(x) € F[x] con f1(x)f2(x) # 0. Diremos que g(x) € F[x] es un

méximo comdn divisor de f1(x) y f2(x), si y s6lo si

L. g(x)|1(x) y g(x)|f2(x),

2. h(x) € Flx] y h(x)|fi(x) y h(x)| fa(x), entonces h(x)|g(x).

Teorema 2.6
Sean f1(x), f2(x) en Flx] con f1(x)f2(x) # 0. Entonces existe un méximo

comun divisor g(x) € F[x] de f1(x) y f2(x). Ademaés existen polinomios g(x),

t(x) en F[x] tales que g(x) = f1(x)g(x) + fa(x)t(x).
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2.3. Maximo Comiun Divisor

Demostracion. Sabemos que F|[x] es un anillo de ideales principales entonces existe

un polinomio ¢(x) € F[x] el cual es un generador del idea (f1(x), f2(x)) de F|x].

Probaremos ahora que g(x) es un maximo comun divisor de fi(x) y f2(x)
tenemos que (g(x)) = (f1(x), f2(x)), entonces f1(x) € (g¢(x)) de igual manera
sucede con fr(x) € (g(x)), es decir, existen los polinomios g(x), t(x) € F[x]
tales que fi(x) = g(x)g(x) y fr(x) = g(x)i(x). Por lo tanto, g(x)|fi(x) y
g2(x)|f2(x). Ya que g(x) € (fi(x), fa(x)), existen g(x) y t(x) en F[x] tales que
g(x) = fi(x)g(x) + fa(x)t(x). Para nuestro segundo punto ha demostrar
consideramos h(x) € F[x] tal que h(x)|f1(x) y h(x)|f2(x), existen polinomios

go(x), to(x) en F[x] tales que

Alx) =h(x)qo(x) y  fa(x) = h(x)to(x).

Ahora,

filx)g(x) =h(x)qo(x)q(x) vy fa(x)t(x) = h(x)to(x)t(x),
de donde

f(x)q(x) + fa(x)t(x) = ~(x)qo(x)q(x) + h(x)to(x)t(x)
h(x)(q0(x)q(x) + to(x)(x).

Por lo tanto, h(x)|f1(x)g(x) + f2(x)t(x), es decir, h(x)|g(x).

]

Observacién 2.4. Si consideramos g(x) = a9+ a1x + --- + a,x" para la
demostracién anterior con a, # 0, entonces 4, '¢(x) es también un generador
de I y en consecuencia el polinomio monico a,, 1¢(x), también es el méaximo comin
divisor de fi(x) y f2(x). Diremos que un maximo comdn divisor ménico es el

maximo comun divisor de f1(x) y f2(x)y lo denotaremos como ( f1(x), f2(x)).

Nota. Si (f1(x), f2(x)) = 1, diremos que fi(x), f2(x) son polinomios primos

relativos en Flx].
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Capitulo 2. Anillos de polinomios

Lema 2.2
Sean f(x), g(x) en F[x] no nulos. Utilizando el algoritmo de Euclides

sucesivamente tenemos que,

F(x) = g(x)q1(x) + 1 (x), donde 1 (x) = 0.6 deg(r1) < deg(g)

g2(x) = g(x)g2(x) + r2(x), donde ro(x) = 0 6 deg(r2) < deg(r1)

r1(x) = ra(x)gs(x) + r3(x), donde r3(x) = 0 6 deg(r3) < deg(r2) y asi
sucesivamente hasta r,_1(x) = 7, (x)gn4+1(x) +7ry41(x), donde r,11(x) =06
deg(ry+1) < deg(ry).

Existe un menor entero positivo n para el cual r,,;1(x) =a € F.Sia =0
entones 7, (x) es un méximo comun divisor de f(x) y g(x). Sia # 0, entonces

Tu41(x) = a es un maximo comun divisor de f(x) y g(x).

Ejemplo 2.3. Calcularemos el méximo comun divisor de los polinomios

x) =x° +4x* +4x3+2x2 —5x — 6 x)=x3—x%2—-4
Y&

15x2 + 15x + 30
( x° 4 4x* + 4x3 +2x% —5x —6)+(x3—x2—4):x2+5x+9+ J;thzx_—z

— x> 4t + 4x?

5x* + 4x3 + 6x2 —5x
— 5x* 4+ 5x3 + 20x

9x3 +6x2+15x —6
—9x3 4 9x2 +36

15x2 + 15x + 30

por lo tanto

X0+ dxt +4x% +2x% —5x — 6 = (2% — x2 — 4)(x® + 5x +9) + (15x% + 15x + 30)

por consiguiente
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2.3. Maximo Comiun Divisor

( 3 —x2 —4)+(15x2+15x+30):%x—%
—x3 —x?—2x
—2x> —2x —4
2x? +2x + 4
0

por lo tanto

1 2
x> — x? — 4 = (15x% + 15x + 30) (—x — —)

de esta manera 15x% + 15x + 30 es un maximo comtn divisor de f(x) y g(x).

Ejemplo 2.4. Calcularemos el méximo comun divisor de los polinomios
f(x) = x5+4x4—3x3—5x2+10x—10yg(x) =x3_-9

sobre el campo Z1; de los enteros médulo 11. Encontraremos polinomios u(x),

v(x) en Z11[x] tales que f(x)u(x) + g(x)v(x) = d(x).

( x5 — 4ot — 3x% — 5x2 4 10x — 10) - (x3 —9) SN ;ffxg_ 7
—x° + 9x?
—dx* — 323 +4x% 4+ 10x
4x* — 36x
— 3x% + 4x% — 26x — 10
3x3 —27
4x? —26x — 37
ya que estamos en el campo Zq; tenemos que [—26] = [7] y [-37] = [—4],
entonces
flx) = g(x)(x* —4x = 3) + (4x* + 7x — 4)
y [1] = [12], entonces

41



Capitulo 2. Anillos de polinomios

B2x —30
( 123 —9)+(4x2+7x—4):3x—24—1+m
—12x3 — 21x% +12x
—21x% +12x —9
21x% + 17x — 21
Box —30
el valor [195] = [8] en el campo Z;; por lo tanto § =2y [-30] = [-8].

Por lo tanto, %x — 30 = 2x — 8 de manera anéloga 3x — %Tl =3x+3

de esta manera,
g(x) = (4x®> +7x —4)(3x +3) + (2x — 8)

finalmente

2x — 8 = g(x) — (4x* +7x — 4)(3x + 3)
(f(x) = g(x)(x* — 4x — 3)) (3x + 3)
(x)(x* —4x —3))(3x + 3)

Asi,

Flx)(=3x —3)+g(x)(3x*> —9x> + x —8) =2x — 8

por lo tanto, 2x — 8 es un maximo comun divisor de f(x) y g(x).
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2.4 Polinomios irreducibles

Definicién 2.11
Sea f(x) € F[x] con deg(f) > 1. Diremos que f(x) es irreducible sobre F

o irreducible en F|x], si no existen polinomios g(x), h(x) en F[x] tales que,
f(x) = g(x)h(x) condeg(g) < deg(f) y deg(h) < deg(f). Caso contrario es

reducible.

Ejemplo 2.5. Consideremos el polinomio f(x) = x> +2 € R[x], donde R es el

campo de los ndmeros reales.

Supongamos que f(x) se puede escribir como el producto de dos polinomios
g(x) y h(x) en R[x], con deg(g) < 2y deg(h) < 2, por lo que es necesario definir
los polinomios g(x) = ax+byh(x) =cx+dcona,b,c,d € R,a#0yc #0.
Luego,

x*+2=(ax+Db)(cx +d) = ac (x+§> (x+g) :

Por la igualdad de polinomios ac = 1. Sean % =y % = pB. Asi tenemos que

X2 4+2=(x+a)
= x* +ax + Bx +af
= x% + (a+ B)x + aB.
Observacion 2.5. Los polinomios con coeficientes en C y de grados > 2 son

reducibles sobre C.

Demostracion. Sea f(x) € Clx] y deg(f) = n > 2, entonces por el Teorema
fundamental del édlgebra existe una raiz « € C de f(x). Asi, existe un polinomio
g(x) € Clx] tal que f(x) = (x —a)q(x). Ahoradeg(x —a) <nydeg(q) <n—1<
n lo que prueba que f(x) es reducible sobre C. O

Lema 2.3
Sea h(x) € F[x] un polinomio de grado 2 (6 grado 3). Entonces h(x) es

reducible en F[x], si y solo si, i(x) tiene una raiz en F.
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Demostracion. =) Suponemos que h(x) es reducible en F[x], entonces existe un
polinomio de la forma ax + b € F[x| con a # 0 y un polinomio g(x) € F[x]| de
grado 2 o de grado 3 tal que h(x) = (ax + b)g(x). Ahora, & = —g € F es una raiz
de h(x).

<) Suponemos que /(x) tiene una raiz « en F, por lo tanto existe un polinomio
q(x) € Fx] tal que,

f(x) = (x —a)q(x) con deg(q) = 1 6 deg(q) = 2. Por lo tanto, es reducible en
F[x]. O
Ejemplo 2.6. El polinomio g(x) = x> +4x? + 4x + 1 € Zs][x] es irreducible sobre
Zs. Para encontrar la raiz evaluamos el polinomio en cada uno de los valores de
Zs.

p(0) = (0> +4(0)* +4(0) +1 =1,
p(1) = (1)’ +4(1)> +4(1) +1=0
y luego existe un polinomio q(x) € Zs con deg(gq) = 2 tal que g(x) = (x — 1)g(x).

Ejemplo 2.7. El polinomio g(x) = x% 4+ 3x +2 € Z;[x] es irreducible sobre Zs.
p(0) = (0)° +3(0)* +2 =2,

p(1) = (1)’ +3(1)*+2=1,
p(2) = (2 +3(2°+2=1,
p(3) = (3)>+3(3)* +2=3,
p4) = (4° +3(4)* +2=3.
Ejemplo 2.8. Para determinar si el polinomio f(x) = 2x3 + x? +2x + 2 es

irreducible sobre Z5.

Primero, evaluemos f(x) en los elementos de Z5 para ver si tiene alguna raiz en

Z5Z

f(0)=2-0°+0*42-0+2=2
f(1)=2-13+1242-1+2=7=2 (méd 5)
f(2)=2-242242-24+2=26=1 (méd 5)
f(3)=2-33+3242.3+2=71=1 (méd>5)
f(4)=2-44+4242-4+2=154=4 (mébd 5).
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por lo tanto, es irreducible en Zs.

Teorema 2.7
Sea p(x) € F[x] con deg(p) > 1. Entonces (p(x)) es un ideal maximal de

F[x] siy s6lo si, p(x) es irreducible sobre F.

Demostracion. =) Empezamos suponiendo que (p(x)) no es un ideal maximal
de Flx], siy s6lo si, p(x) es reducible sobre F. Si (p(x)) no es un ideal maximal
de F[x], entonces existe un ideal ] de F[x] tal que (p(x)) C J, con (p(x)) # Jy
] # Flx].

Como F[x] es un dominio de ideales principales, existe un g(x) € Flx] tal
que | = (g(x)) = {g(x)h(x)|h(x) € Flx]}. Ahora, (p(x)) C (g(x)), de donde
p(x) = g(x)h(x) con h(x) € F[x].Si g(x) es constante, entonces | = F[x] por lo
que es una contradiccion, ahora si h(x) es constante, entonces (p(x)) = (g(x)) =]

lo que también es una contradiccion. Por lo tanto, necesariamente deg(g) > 1y

deg(h) >1

Concluimos que p(x) = g(x)h(x) con deg(g) < deg(p) y deg(h) < deg(p) por

lo tanto, p(x) es reducible sobre F.

<) Supongamos que p(x) es reducible sobre F, entonces existen polinomios g(x),
h(x) en F[x] tal que p(x) = g(x)h(x) con deg(g) < deg(p) y deg(h) < deg(p).

Notemos que deg(g) > 0y deg(h) > 0 de lo contrario deg(g) = deg(p) 6
deg(h) = deg(p).

Claramente (p(x)) C (g(x)) y (g(x

)) # Flx] esto dado que 1 ¢ (g(x)). Ahora
¢(x) ¢ (p(x)). Si suponemos que, g

)

(x) € (p(x)), entonces g(x) = g(x)p(x)
con q(x) € Flx]. Asi p(x) = g(x)h(x) = p(x)g(x)h(x) lo cual implica que
g(x)h(x) = 1, dado que p(x) # 0y F[x] no tiene divisores de cero, entonces
de g(x)h(x) = 1 concluimos que deg(g) = deg(h) = 01lo que es una contradiccion.
Por lo tanto, g(x) ¢ (p(x)) y de esta manera obtenemos que (p(x)) # (g(x)), lo

que implica que (p(x)) no es un ideal maximal. O
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Corolario 2.4
Sea p(x) € F[x] con deg(p) > 1. Entonces p(x) es irreducible sobre F siy

solo si, F[x]/(p(x)) es un campo.

Demostracion. =) Suponemos que p(x) con deg(p) > 1 es irreducible sobre F, por
el teorema anterior (p(x)) es un ideal maximal. Si (p(x)) es un ideal maximal de

F[x], entonces F[x]|/(p(x)) es un campo.

<) Si Flx]/{p(x)) es un campo, entonces (p(x)) es un ideal maximal de F|x].
Luego, si (p(x)) es un ideal maximal de F|x], entonces p(x) es irreducible sobre

F. []

Nota. Dado un elemento f(x) + (p(x)) en F[x]/(p(x)) siempre existe un
polinomio g(x) € Flx] tal que f(x) + (p(x)) = g(x) + (p(x)), donde g(x) =06
deg(g) < deg(p).

Lema 2.4
Sea F un campo, p(x) € F[x] irreducible sobre F y deg(p) = n. Entonces

Flx]/{p(x)) = {ap + a1x + ... + a1+ (p(x))|aog, a1, ,a,—1 € F.

Demostracién. Para la demostracion de este lema consideramos f(x) + (p(x)),
como un elemento en F[x]/(p(x)). Por el algoritmo de Euclides existen los
polinomios g(x), r(x) en F[x]|, tales que f(x) = g(x)p(x) + r(x), donde
r(x) = 006 deg(r) < deg(p). Luego, f(x) —r(x) = p(x)r(x) € (p(x)), ya que
f(x)+ (p(x)) = r(x) + (p(x)) con r(x) = 0 6 deg(r) < n, entonces r(x) es un

polinomio de la forma,
ag+a1x+ - +a,_1x"1 € Flx].
Por lo tanto, f(x) + (p(x)) = ag + a1x + - - - + a,_1x" 1 + (p(x)). O

Ejemplo 2.9. Sea p(x) = x> — 2 € Q[x]. Demostraremos que el anillo cociente
Q[x]/{p(x)) es un campo, y encontrar el inverso multiplicativo del elemento

24 3x —5x% + (p(x)) € Q[x]/(p(x)).
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Los posibles raices en Q de p(x) = x> — 2 son +1, £2, como ninguno de estos

enteros es una raiz de p(x), decimos que p(x) es irreducible sobre Q.

Ahora procedemos a encontrar el inverso multiplicativo del elemento
2+ 3x — 5x% + (p(x)) € Q[x]/{p(x)) por el Lema 2.4 los elementos del campo
Q[x]/{p(x)) son de la forma a + bx + cx?> + (p(x)), donde a, b, c € Q. Por lo tanto,

vamos a encontrar 4, b, c € Q.

(a+bx +ex? + (p(x))) (2 +3x = 522 + (p(x))) = 1+ (p(x)),
lo que significa que,

(a+bx +cx?)(2+3x — 5x%)— € (p(x))
es decir,
2a — 14 (3a 4 2b)x + (—5a + 3b 4 2¢)x? + (3¢ — 5b)x> — 5cx* € (p(x))

dividiendo el polinomio

20 — 1+ (3a+2b)x + (—5a + 3b + 2¢)x? + (3¢ — 5b)x> — 5ext
por x® — 2 tenemos como cociente de la divisién,

g(x) = —5cx +3c —5b
y el resto,
r(x) = (=5a + 3b +2c)x> + (3a 4 2b — 10c)x +2a — 10b + 6¢ — 1

deseamos que r(x) = 0, por lo tanto resolvemos esto por sistema de ecuaciones

—5a+3b+2c =03a+2b—10c = 02a — 10b + 6¢ = 1,

de donde a = 17197, b= 17292 yc= 57189 por lo tanto el inverso multiplicativo es

o L -7 22 19,
(243x —5x"+ (p(x))) " = 159 ~ 1295~ 258" + (p(x)).
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Definicién 2.12 (Contenido de un polinomio)

El contenido de un polinomio a,x" + ay_1x" 14+ ... + gy donde los

coeficientes a son enteros, es el maximo comun divisor de sus coeficientes.

Definicién 2.13
Un polinomio f(x) = a9+ a1x + - - - + a,x" € Z[x] es llamado primitivo si

el méximo comun divisor de sus coeficientes es 1.

Lema 2.5
El producto de dos polinomios primitivos f(x) y g(x) es también primitivo.

Demostracion. Sean f(x) = Y a;x' y g(x) = Y, bix'. Supongamos que p es un
primo que divide a todos los coeficientes de f(x)g(x). Sea r el menor entero tal

que p 1 a, y s el menor entero tal que p { bs. El coeficiente de x5 en f(x)g(x) es

Cris = Aobris +a1brys 1+ ...+ ar s 101 + arbo.

Dado que p divide a ag,...,a,_1y by, ...,bs_1, p divide a cada término de ¢,
excepto por el término a,bs. Sin embargo, como p | c¢,4s, debe ser que p | ar o p | bs,

lo cual es imposible. O

Teorema 2.8
Sea f(x) € Z[x]. Si f(x) es irreducible sobre Q, entonces es irreducible sobre

Z.

Demostracion. Supongamos que f(x) = g(x)h(x), donde g(x) y h(x) € Q[x].
Claramente, podemos suponer que f(x) es primitivo porque podemos dividir
tanto f(x) y g(x) por el contenido de f(x). Sea a el minimo comtin multiplo de los
denominadores de los coeficientes de g(x), y b es el minimo comtin multiplo de
los denominadores de los coeficientes de /(x). Entonces abf(x) = ag(x) - bh(x),
donde ag(x) y bh(x) € Zlx]. Sea c; el contenido de ag(x) y ¢; el contenido de
bh(x). Entonces ag(x) = ¢191(x) y bh(x) = cah1(x). Dado que f(x) es primitivo,

el contenido de abf(x) es ab. Ademds, dado el producto de dos polinomios
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primitivos, se sigue que el contenido c1c3971(x)h1(x) es cicp. Asi ab = cicr y
f(x) = g1(x)h(x) donde g1(x) y hi(x) € Z[x] y deg(g1(x)) = deg(g(x)) y
deg(In (x)) = deg((x)). m

Teorema 2.9 (EI criterio de Eisenstein)
Sea f(x) =ag+ax + -+ +a,_1x" "1 + a,x" € Z[x]. Supongamos que para
algtin primo p se tiene que p { a,, p es un divisor de ag, ay, - - - a,_1y p? { ag.

Entonces f(x) es irreducible sobre los racionales.

Demostracion. Si f(x) es reducible sobre Q entonces existe elementos g(x) y h(x)
en Z[x] tal que f(x) = g(x)h(x), 1 < deg(g(x)) y1 < deg(h(x)) < n. Definimos
los polinomios g(x) = by +bix + - +bx" y h(x) = co+ c1x + -+ + csx°.
Entonces dado que plag, p? 1 ao, y a9 = boco, se sigue que p divide a by 6 divide
co. Si consideramos que p|by y p 1 co, ademds, como p { a, = b,cs sabemos
que p 1 b,. Por lo tanto, existe un entero t tal que p { b;. Ahora consideramos
a = bico + by_1c1 + - - - + bocy, por suposicion p divide a; y por eleccion de t, cada
sumando a la derecha después del primero es divisible por p. Claramente, esto
implica que p divida a bscp. Sin embargo, esto es imposible ya que p es primo y p
no divide a by ni a c¢p. H
Ejemplo 2.10. Sea el polinomio f(x) = 3x° + 15x* — 20x> + 10x + 20 es irreducible

sobre Q, tomando el namero primo p = 5,51 3 y 25 { 20 ademads de que 5 divide a
15, —20, 10, y 20.

Teorema 2.10 (Teorema de la Factorizaciéon tnica)
Sea f(x) € F[x] ydeg(f) > 1

e Existen polinomios p;(x), ..., pu(x) en F[x] irreducible sobre F tales que

f(x) = pr(x) .. pu(x).

e Si f(x) = p1(x)...pn(x) = g1(x)...gm(x), donde p1(x),...,pa(x),

g1(x),...,qm(x) en F[x] son irreducibles sobre F, entonces n = m, y

después, haciendo una posible permutacion de g1 (x), ..., qu(x), se tiene
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que g;(x) = a;p(x) cona; € F paratodoi € {a,...,n}.

Demostracién. a) Empezaremos demostrando por induccién. Si deg(f) = 1,

b)

entonces f(x) es irreducible sobre F.

Sideg(f) = k > 2 partimos suponiendo que, cualquier polinomio no constante
en F[x| con grado < k, admite una factorizacién en polinomios irreducibles
de F[x]. Si f(x) es irreducible sobre F, entonces no hay que demostrar. Si
suponemos que f(x) no es irreducible sobre F, entonces existen los polinomios

g(x),h(x) € F|x] tal que,

f(x) =h(x)g(x) deg(g) <deg(f) y deg(h)<deg(f).

Por lo tanto, podemos expresar g(x) y h(x) como un producto de polinomios

irreducibles sobre F[x], entonces f(x) = g(x)h(x).

Por hipétesis sabemos que,

f(x)=p1(x) - pul(x) = q1(x) - - - gm(x),

donde p1(x),- -+, pn(x),q1(x),- - ,gm(x) en F[x] son irreducibles sobre F, por

lo tanto,
p1(x0)[q1(x) - - - gm(x),

ya que pi(x) es irreducible sobre F, entonces pi(x)|q;j(x) para todo
j€A{l,---,m}.Luego de volver a numerar los q;(x) suponemos que p1(x)|g1(x)
y asi,

‘11(x) = alPl(x), con aq € F.

De esta manera obtenemos que

pr(x) - pu(x) = apr ()2 (x) - - g (%),

de donde py(x) - - - pu(x) = a192(x) - - - pm(x).

Repitiendo nuestro argumento inductivamente, concluimos que existe a; € F

tales que g;(x) = a;p;(x) paratodoi € {1,---,m}.
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Si suponemos n < m, obtenemos 1 = aqap -« - &ngy+1(X) - - gm(x), donde

deg(gm) = 0, lo que es una contradiccion. Asi, n = m.
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Extensiones de campos

Las extensiones de campos son los puentes que conectan las soluciones de
ecuaciones algebraicas con los fundamentos de la teoria de Galois. En este tercer
capitulo, nos centraremos en el estudio de estas extensiones, esclareciendo sus
propiedades y aplicaciones cruciales. Desde las extensiones finitas hasta las
algebraicas, abordaremos cémo estas estructuras nos permiten comprender de

manera mds profunda la insolubilidad de las ecuaciones algebraicas.

3.1 Definiciones preliminares

Definicién 3.1
Un conjunto no vacio V se dice que es un espacio vectorial sobre un campo
F si V es un grupo abeliano respecto a la operacién +, y si para todoa € F,

v € V estd definido un elemento, escrito como av, con las siguientes

propiedades:

1. a(v+w) =av+aw
2. (a+B)v=wav+ o
3. a(Bo) = (B0

4. lv=v

paracadawa, B € Fyov, w € V, donde el 1 representa el elemento unitario de

F en la multiplicacién.




3.2. Extensiones Finitas y Algebraicas

Definicion 3.2
Un conjunto S de vectores se dice linealmente dependiente sobre el campo
F si existe los vectores vy, vy, ..., v, de Sy los elementos a1, ap, ..., a, de F,
no todos cero, tal que a1v1 + a0 + - - - + 4,0, = 0. Un conjunto de vectores

que no es linealmente dependiente es llamado linealmente independiente

sobre F.

Definicién 3.3
Sea V un espacio vectorial sobre un campo F y sea U un subconjunto de V.

Decimos que U es un subespacio de V si U es también un espacio vectorial

sobre F bajo las operaciones de V.

Definicién 3.4
Un sistema de vectores {v1,vy,...,v,} C V de un espacio vectorial V se

dice que es un Sistema de Generadores de V si para todo u € V este es una

combinacion lineal finita de elementos del sistema {v1, vy, ..., v, }.

Definicién 3.5
Un sistema de generadores de un espacio vectorial V' se dice que es una Base

si los vectores del sistema son linealmente independientes.

Definicién 3.6
Un espacio vectorial que tiene una base con n elementos se dice que tiene

dimensién n. El espacio vectorial trivial {0} se dice que esta abarcado por el

conjunto vacio y que tiene dimensién 0.

3.2 Extensiones Finitas y Algebraicas

Definicién 3.7
Diremos que H es una extension de un campo F, si K es un campo y F es un

subcampo de K.
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Definicién 3.8
Sea K una extension de un campo F. Diremos que la dimensién de K, como
espacio vectorial sobre F, es el grado de K sobre F, que denotaremos por

[K : F]. Ademas, cuando [K : F] sea finito diremos que K es una extension

finita de F.

Teorema 3.1
Sean E una extension de un campo K, y K una extensién del campo F.

a) Si [E : K] y [K : F] son finitos, entonces [E : F| es finito. Ademads,
[E:F]=[E:K][K:F].

b) Si [E : K] es finito, entonces [E : K] y [K : F| son finitos.

Demostracion. a) Consideramos  {aq,---,ay,} como base de K sobre
F, v {B1,---,Bm} base de E sobre K. Debemos demostrar que
{a1Bj/i € {1,---,n};j € {1,---m}} es una base para E como espacio

vectorial sobre F.

i. Desmostraremos que los mn vectores:

“1,61/ Tty “1,81’1/ “2,31/ Tty “2,5m/ [Xi’lﬁl Tty “nﬁm,

son linealmente independientes sobre F.
Sea ) kjja;f; = 0, donde k;; € F. Entonces
Y kijaiBj = (ka1 + ki fo + - - - + ki1 fm)
+ (kxa1B2 + kapaoPo + - - + ko2 fm) + -+ -

(knlan,Bl + knzan,BZ + -+ knmlxnﬁm) =0,
lo que implica que

(k1eq + korop + - - - + kpaon) B1 + (kioag + kopop + - - - + ko) B2 + - - -

+ (klm‘xl + komoy + -+ + knm‘xn),Bmz
y esto es igual a lo siguiente,

(i ki10¢i) p1+ (i kiZ‘Xz') ot -+ <i kimoéi) Bm = 0.
i=1 i=1 i=1
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Sabemos que B4, -, Bm son linealmente independientes sobre K. Luego,
los coeficientes de f; para j € {1,---,m} es cero, es decir, }_!" , kijee; = 0.
Pero ay,ay,...,« : n también es independiente sobre F, entonces ki]- =0 con
ie{l,---,n}yje{l,---,m}.

ii. Demostraremos que los mn vectores a;B; conj € {1,--- ,myyie€ {1,--- ,n},
son generadores del espacio vectorial E sobre F.
Si tomamos el elemento B € E, debemos verificar que 8 se puede expresar
como la combinacién lineal de los mn vectores a;; con coeficientes en F. Ya
que {B1, -+, Bm} es una base de E sobre K, existen elementos k, - - - , k;, en K,
tales que B = {k1f1+kofo+ -+ kuPBm}.
Por otro lado sabemos que {ay, - - -, } es una base de K sobre F. Por lo tanto,
para cada k]- existen tqj, tpj, - -+, tyjen F tales que, k]- = tyjaq, tajan, -, Epjltn.
Finalmente,

,B - {klﬁl + k2,82 + - ‘|‘km,3m}/

es decir,

B = (tnay, tanag, - tmaan) B+ -+ (tim&r, tama, -+, tumén) B
B =) tjmp,
lo que demuestra lo deseado.
b) Por hipétesis, [E : F]| es finito y K es un subespacio vectorial de E. Luego, [K : F]
es finito.

Supongamos que {a1,- -+ , & } es una base de E como espacio vectorial sobre F,
lo que implica que para cada elemento « € E existen by, by, - - - , b, € F tal que,

« = ajxy + axx + - - - + ayay. Pero F es un subconjunto de K, entonces
o =ai&] + arar +---+ayn, con ai,dp,---,a; € K.

Por lo tanto, a1, &y, - - - , &, son generadores de E como espacio vectorial sobre K.

Asi, [E : K] < n.
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Corolario 3.1
SiFj, B, - -, F son campos tales que cada campo F; 1 es una extension finita

de F;, entonces F; es una extension finita de F; y ademas,

[Fr 5 Fl] = [Fr 5 Fr—l] [Fr—l 5 Fr—Z] cee [Fz 5 Fl]-

Demostracién. Esta demostracion la desarrollamos por medio de induccién,

partiremos tomando desde r = 2 el cual es trivial, [F, : Fi| = [F : F].

Parar =3

[P3 : Fl] = [Fg . Fl][Fz : Fl]

esto se verifica por el teorema anterior item a).

Para r = k suponemos que el corolario es vélido,
[Fk : Fl] = [Fk : Fk—l] [Fk—l : Fk—2] ce [Fz . Fl]-
Para r = k + 1 suponemos que el corolario es valido,

[Fk—i—l : Fl] = [Fk+1 . Fk] [Fk : Fl]
[Pk—l—l : Pl] = [Fk—H : Fk] [Fk : Pk—l] [Fk—l : Fk—Z] cot [Fz : Fl].

Definicién 3.9
Sea K una extensién de un campo F, y « € K, se dice que es algebraico sobre

F, siexiste f(x) € F[X] tal que f(a) = 0.Si « € K no es algebraico sobre F se

dice que « es trascendente sobre F.

Ejemplo 3.1. Para el polinomio f(x) = x> —2 € Q[x] suraizes a = /2 ya que
f(a) = 0. Por lo tanto, v/2 € R es algebraico sobre Q.

Ejemplo 3.2. El elemento i € C es algebraico sobre Q, dado que i es una raiz del
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polinomio f(x) = x> + 1 € Q esto se verifica con lo siguiente,

flx)=x*+1=0

xr=-1
x=v-1
X=1

Teorema 3.2
Si K es una extension finita de un campo F, entonces K es una extension

algebraica de F.

Demostracion. Sea [K : F] = ny a € K. Se demostrard que « es algebraico sobre F.

Notemos que a, a2

-, &, o™t son vectores en K. Debido a que la dimensién de K
como espacio vectorial sobre F es 1, entonces los n + 1 vectores «, a2, ol
son linealmente dependientes sobre F. Luego, existen elementos a1, 4y, - - - , 4,41
en F, no todos cero, tales que a4, a2, - aualt, an+1a”+1 = 0. Asi, « es una raiz
de f(x) = ayx + apx® + -+ - + ayx" +a, 1 X" = 0 € F[x] y por lo tanto, « es

algebraico sobre F. O
Observacién 3.1. El conjunto Q = {a € C/a es algebraico sobre Q} es un campo.

Lema 3.1
Sea K una extensiéon de un campo F y « € K algebraico sobre F. Entonces,
a) El conjunto ] = {f(x) € F[x]/f(x) = 0} es un ideal del anillo
de polinomios F[x|, generado por un polinomio moénico p(x) € F[x]

irreducible sobre F.

b) Existe un tinico polinomio ménico p(x) € F|x] irreducible sobre F tal que

p(a) = 0.

Demostracién. a) Partimos demostrando que el conjunto

J={f(x) € F[x]/ f(a) = 0},
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es ideal del anillo F[x].
Sea f(a),g(a) € J, entonces f(x) — g(a) € J.

fla) —g(a) =0-0
=0, donde O0€].
Entonces f(a) — g(a) € ].
Sea f(a) € Jyr(x) € Flx], entonces f(a)r(x) € J.
fla)r(x) =0-r(x)
=0 donde 0€].

Demostrando asi, que | es un ideal del anillo F|x].
Luego, ya que a € K es algebraico sobre F, entonces existe un polinomio no
nulo f(x) € F[x] tal que f(a) = 0. Asi, f(x) € Jy ] # {0}.
Sabemos que F[x] es un anillo de ideales principales, entonces
existe un polinomio ¢g(x) €  F[x] generador de ], es decir,

] = (q(x)) = {q(x)r(x)/r(x) € F[x]}. Notemos que g(x) no debe ser

un polinomio constante, dado que g(«) = 0. Asi, deg(q(x)) > 1.

Ahora demostraremos que g(x) es irreducible sobre F. Supongamos que g(x) es

reducible sobre F, entonces existe g(x), h(x) € F[x] tales que,

q(x) = g(x)h(x) con deg(g) <(q) y deg(h)<deg(q).

Pero q(a) = g(a)h(x) = 0, de donde g(a) = 0 6 h(x) = 0. Si g(a) = 0,
entonces g(x) € J = (q(x)). Luego, existe un polinomio r(x) € F|x] tal que

r(x)q(x) = g(x). Ahora,

() (1 = h(x)r(x)) =g(x) — (g(x)h(x)r(x)) = g(x) — q(x)r(x) g(x) —g(x) =0.

Dado que g(x)(1 —h(x)r(x)) =0, g(x) # 0y F[x] no tiene divisores de cero,
concluimos que h(x)r(x) = 1, lo que implica que h(x) = by € Fconby # 0y
r(x)=b,' €F
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por lo tanto,

deg(q(x)) = deg(g(x)) + deg(bo)
= deg(q(x))

lo que es una contradiccién. Se concluye que g(x) es irreducible sobre F.

Ahora si suponemos que g(x) = ag + ayx + - - - + a,x" con a, # 0, entonces el
polinomio p(x) = a,,'q(x) € F[x] es ménico y ademas, ] = (p(x)). Claramente

p(x) es irreducible sobre F, dado que q(x) es irreducible.

b) Sea t(x) € F[x] un polinomio irreducible ménico tal que t(a) = 0. Entonces

t(x) € ] = (p(x)), por lo tanto, t(x) = p(x)r(x) con r(x) en Fx].

Si deg(r) > 1, entonces, dado que deg(p) = n > 1, se obtiene que f(x) es
reducible, una contradiccién. Por lo tanto, deg(r) =0y asir(x) = ¢ € F. Ya que
t(x) = cp(x), entonces deg(t) = deg(p) = n. Los coeficientes de x" de los
polinomios t(x) y cp(x) son 1y c respectivamente, pero estos polinomios son
iguales, debido a que los polinomios son ménicos lo que implica que c = 1, de

donde t(x) = p(x). Asi, p(x) € F|[x] es tinico.

Definicién 3.10
Sea K una extension de un campo F y & € K algebraico sobre F. Entonces el

unico polinomio irreducible ménico p(x) € Flx] tal que p(a) = 0 se llama el

polinomio irreducible de « sobre F y deg(p) es el grado de « sobre F.

Ejemplo 3.3. Encontraremos el polinomio irreducible de V3 + /5 sobre Q. Sea
a = /3 + /5. Entonces a2 = (\/§-|— \/5)2 =2+4+2V3/5+5 = 8—|—2\/ﬁyasi,
a2 — 8 = 24/15. Ahora, («> — 8)? = 60, de donde obtenemos a* — 164> +4 = 0.
Por lo tanto, v/3 + /5 es una raiz del polinomio p(x) = x* — 16x> +4 € Q[x] y de
esta forma, v/3 + /5 es algebraico sobre Q.

A continuacién verificaremos que el polinomio p(x) es irreducible sobre Q.
Notemos que p(x) no tiene raices en Q. En efecto p(1) = p(-1) = —11,
p(3) = p(—3) = =59y p(9) = p(—9) = 5269. Luego, p(x)no se puede factorizar
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como el producto de un polinomio de grado 1y de grado 3 sobre Q. Si suponemos
que p(x) se puede factorizar como el producto de dos polinomios de grado 2 sobre
Q, ya que p(x) es moénico, entonces se puede expresar como el producto de dos

polinomios ménicos. Asi,
u(x) =x*+ax+b y ov(x)=x*+cx+d,
entonces x* — 16x% +4 = (x> +ax +b) (x> +cx +d),
xt—16x2 +4=xt+ (a+ )2 + (b +d + ac)x® + (ad + be)x + bd,

dedondea+c =0,b+d+ac = —16,ad +bc = 0y bd = 4. Luego c = —a,
entonces ad + b(—a) = a(d — b) = 0, para que esto suceda consideramos a = 06

d—b=0.

Si consideramos a = 0, entonces b +d +0c = —16asib+d 416 = 0y bd = 4.

Ahora,
0=b(b+d+16)

0 =b*+ bd + 16b
0 =b”+16b + 4 — 60 + 60
0 = (b? + 16b 4 69) — 60
0= (b+8)*—60
60 = (b+8)> con b€ Z,
lo que es una contradiccion.
Sid — b =0, entonces d = b por lo que,
b =4
b= +2.

Sib =d = 2, entonces 2 42 + ac = —16 obteniendo asi ac = —20. Luego,

a+c=20
a(a+c)=0
a®+ac=0

a> =20 con ae”Z,
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lo que es una contradiccién.

Sib =d = —2, entonces (—2 + (—2) + ac = —16 obteniendo asf ac = —12.

Luego,
a+c=0
a(a+c) =0
a*+ac=0

a> =12 con ac”Z,

lo que es una contradiccién.

De esta forma hemos demostrado que el polinomio irreducible de /3 4 1/5 sobre
Qes p(x) = x* — 16x2 + 4.

Nota. Sea K una extensién de un campo F y a« € K no necesariamente algebraica.
Denotaremos por Fla] al conjunto formado por todos los elementos de la forma

f(a), donde f(x) € F[x]. Es decir,

Fla] = {f(a)/ f(x) € Flx]}.

De manera similar a como se demuestra que el conjunto F[x] es un dominio integro,

podemos demostrar que F|a] es un dominio integro.

Demostracion. Supongamos que f(a)g(x) = 0, para f(«), g(a) € F[a], tomemos
en cuenta que f(x), g(x) € F[x], de donde F[x] también es un dominio integro
lo que implica que no tiene divisores de cero, asi f(x)g(x) evaluado en « es cero,
pero « no es necesariamente algebraico, entonces f(x) 6 g(x) es el polinomio nulo.

Por lo tanto, F[«| no tiene divisores de cero. O

Teorema 3.3
Sea K una extensién de un campo F y « € K. Entonces

a) ¢o : F[x] — Fa] definida por ¢, (f(x)) = f(a) para todo f(x) € F[x], es

un homomorfismo de anillos.

b) Si a € K es trascendente sobre F, entonces F[x]| y F[a| son dominios de

integridad isomorfos.

61



Capitulo 3. Extensiones

c) Siwa € K es algebraico sobre F, entonces F|«] es un campo y F(«) = Fla].

Demostracién. a) Para demostrar que ¢, es un homomorfismo de anillos

verificaremos las siguientes condiciones:
i. Sea f(x),g(x) € Flx], entonces

Pu(f(x) +8(x)) = Pu((f +8)(x))

= (f+8)(w)
= fla) +g(a)
= ¢u(f(x)) + ¢u(g(x)).
ii. Sea f(x),g(x) € Flx],
¢u(f(x)8(x)) = (f8(x))
= (f8)(a)
= f(@)g(a)

= ¢a(f (%)) ¢Pu(g(x))-

b) Sia € K es trascendente sobre F, lo que implica que no existe un polinomio no

nulo f(x) € F[x] tal que f(«) = 0. Luego,

ker(¢a) = {f(x) € Flx]/¢u(f(x)) = 0}
= {f(x) € Flx]/f(«) = 0}

= {0} dado que « es trascendente

y asi, ¢n : F[x] — F[a] es una funcién inyectiva. Lo que nos queda probar que
$u es sobreyectiva, el recorrido de la funcién ¢, es Fla] = {f(a)/f(x) € F[x|}
lo que nos garantiza la sobreyectividad, entonces obtenemos que F[x] y F[a] son

dominios de integridad isomorfos.

c) Sia € K es algebraico sobre F y p(x) es el polinomio irreducible de « sobre F,
entonces p(x) es un generador del ideal | = {f(x) € F[x]/f(a) = 0} del anillo

F[x]. Dado que | = ker(¢,), entonces por el primer Teorema de isomorfia de
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anillos, los anillos F[x]/(p(x)) e Im(¢,) = F|a] son isomorfos. Pero F[x]/(p(x))
es campo, dado que p(x) es irreducible sobre F. Por lo tanto, F|a] es un campo.

Como F[a] es un campo que contiene a F y &, entonces F(«x) = F|a].

]

Ejemplo 3.4. Los campos R[x]/(x? + 1) y C son isomorfos. Por el teorema anterior,
sabemos que la funcién ¢; : R[x] — C para todo f(x) € F[x] es un homomorfismo
de anillos. El ntcleo de esta funcién es el ideal maximal (x* + 1) de R[x] y su
recorrido es R[i] = R(7). Pero R[i] = C por el primer teorema de isomorfismo de

anillos, R[x]/(x? + 1) y C son campos isomorfos.

Teorema 3.4
Sea K una extensién de un campo F, a € K algebraico sobre F y p(x) € F[x]

el polinomio de a sobre F con deg(p) = n, entonces la extensiéon F(a) de

F es el espacio vectorial sobre F, generado por los vectores 1, o, - - -, a1

Ademas, [F(a) : F] = n.

Demostracién. Debemos probar que

F(a) = {ag+ama+---+a,_1a"" / ag,a1,--- ,a,_1 € F}

y que los vectores 1, a,--- ,a""!

son linealmente independientes sobre F.
Definimos por U el conjunto {ag + aja + - - - +a,_ 14" / ag,ay,--- ,a,_1 € F}.
Para demostrar que F(a) = U, basta probar que U = Flua]. Es evidente que
U C Fla]. Consideremos ahora, f(a) un elemento cualquiera en F|x], donde
f(x) € F[x], por el algoritmo de Euclides f(x) = q(x)p(x) + r(x), donde r(x) = 0

6 deg(r) < deg(p) = n. Luego,
r(x) =co+c1x+--+cy_1x" € Flu].
Por lo tanto,
fl@) = pla)q(a) +r(a) =r(w) = co+cra+ - +ca" ' €U,

lo que demuestra que Fla] C U. Asi, F(a) = Fla] = U.
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Para demostrar que [F(a) : F] = n, basta probar que 1,&,---,a""! son

n—1

linealmente independientes sobre F. Sea ag + aja + - + a,_1« = 0 con

ap,ai,- -+ ,ay,—1 € F. Definiendo el polinomio

g(x)=ay+ama+---+a,_1a"},

obtenemos que ¢(x) es un elemento del ideal | de F[x] tal que
g(x) = p(x)q(x). Si suponemos que g(x) # 0 entonces deg(g) < n — 1y ademds,
deg(g) = deg(p) + deg(q) = n + deg(p), lo cual implica deg(g) > n, de donde
llegamos a una contradiccién. Por lo tanto, g(x) = ag +a1x + - - - + a,_1x"1 =0,
dedondeay =a; = ---a,_1 = 0. Asi, los elementos 1, «, - - - ,a" ! son linealmente

independientes sobre F. O

Nota. Sea K una extension del campo F y los elementos &, B € K algebraicos sobre
F. Entonces del teorema anterior, F(a) es una extension finita de F y F(a)(pB) es

una extension finita de F(a). Denotaremos el campo F(«)(pB) por F(«, B).

Teorema 3.5
Sea K una extensién del campo F y &, B € K algebraicos sobre el campo F,

entonces F(w, B) es una extension finita de F y ademas,

[F(a, B) : F] = [F(a, B) : F(a)][F(a) : F].

Demostracion. [F(«) : F| es finito. Como B es algebraico sobre el campo F, entonces
existe un polinomio no nulo g(x) € F[x] tal que g(B) = 0. Pero q(x) € (F(«))[x],
luego, B es algebraico sobre F(a) y en consecuencia, (F(«))(B) = F(a,B) es una

extension finita de f(«). De esta forma tenemos

Finalmente, dado que [F(«, B) : F(«)] y [F(«] : F] son finitos, entonces obtenemos

que [F(a, B) : F] = [F(a,B) : F(a)][F(«) : F] es finito. O
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Observacion 3.2. En el caso de que [F(«) : F] = n, donde la base de F(«)
sobre Fes, {1,...,a" '}, y {1,...,8" !} es la base de F(a)(B) sobre F(a). Asf,
{Bia) /i€ {0,...,n—1},j€{0,...,n—1}} es una base de F(a)(pB) sobre F.
Como cada producto Bia/ € F(B)(a), entonces F(a)(B) C F(B)(a). De manera
analoga F(B)(«) C F(a)(B). Por lo tanto, F(a,f) = F(B,a). Ahora, si K es
una extensién de un campo F y aq,a2,...,4, € K son algebraicos sobre F,
entonces F(ay,a3) = (F(aq))(an), F(ag, ap,a3) = (F(aq,a2))(a3) y, en general

F(aq,a0,...00) = (F(aq,a2,...0,-1))(an). Ademas, si
c:{1,2,...,n} - {1,2,...,n}

es una biyeccién, entonces

F(ay,00,...,0n) = F(ag(1),as(2),...,as(n)}.

Corolario 3.2
Sea K una extensiéon de un campo F y ay,ap,...,4, € K algebraicos

sobre F. Entonces F(aq,ay,...,a,) es una extension finita de F y ademads,

[F(ag,a0,...,0n) : F] = [F(aq,ap,...,an) : F(aq,a2,...,0,-1)]...[F(aq) : F].

Demostracion. Para su demostracion consideramos el método por induccién. Para

n=1,
[F(ap) : F] = [F(aq) : F].

Supongamos que el corolario es valido paran — 1
[F(le,zxz,. . .,[xn_l) . F] = [F(D{l, o, .. .,ucn_l) . F((Xl, Ko, .. .,0(7,72)] v [P(D{l) . P]

Sabemos que

F(ay,ap,...,0n) = (F(aq,a0,...,0,-1)(an).
Luego, por el Teorema 3.5 tenemos que
[F(ag,...,an—1)(an) : F] = [F(a1, ..., &p—1,&n) : F(ay,...,0y_1)] ... [F(a1) : F].

O]
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Teorema 3.6
Si E es una extension finita de un campo F, entonces existen elementos

a1, ..., &y € Etalesque E = F(aq,...,a,).

Demostracion. Si [E : F] = 1, entonces E = F(1) = F.Si E # F, entonces existe
xy € E tal que a; ¢ F, ya que a; es algebraico sobre F, entonces por el
teorema anterior [F(aq) : F] es finito, ademas los vectores 1, a; son linealmente
independientes sobre F, de donde [F(a1) : F] > 1. Si E = F(a1), entonces existe
ay € E tal que ap ¢ F(aq) y los vectores 1, a1, a; son linealmente independientes
sobre F y asi [F(a1,a2) @ F] > 2, volvemos a considerar que E = F(aq,ap) al
cumplir esto se obtiene el teorema. Este proceso debe ser finito, caso contrario
encontrariamos un conjunto infinito de vectores independientes sobre F, lo que
contradice la hipétesis. Finalmente con este proceso, deben existir ay, ..., a;, € E

tales que E = f(ay,...,an). O

Teorema 3.7
Si K es una extension algebraica de un campo E y E es una extension

algebraica de un campo F, entonces K es una extension algebraica de F.

Demostracién. Sea a € K, se pretende demostrar que « es algebraico sobre F. Por
hipétesis, K es algebraico sobre E. Luego, existe g(x) en E polinomio no nulo
definido como g(x) = bo+ bix +--- + byx" en E tal que g(o) = 0. Como E
es algebraico sobre F, los elementos by, by,...,b, € E son algebraicos sobre F.
Por el Corolario 3.2, F(by, by, ..., b,) es una extension finita de F. Notemos que
g(x) = by +byx+ -+ +byx" € (F(by,b—2,...,b,))[x] y g() = 0 por lo tanto,

« es algebraico sobre F(by,b —2,...,b,). En consecuencia tenemos,

F(bl,bz,. . .,bn)(OC)
\
F(by,by,..., by)
|
F
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Finalmente, [F(by, by, ..., by)(a) @ F(by, by, ..., by)], [F(b1,by, ..., by) : F] finitos,
lo que implica que [F(by, by, ..., by)(«) : F] es finito. Lo que demuestra que « es

algebraico sobre F. O

Ejemplo 3.5. Demostraremos que [Q(v/3,v/5) : Q] = 4. Sabemos que
Q(v3,V5) = (Q(v/3))(+/5). Asf tenemos:

Identificamos el polinomio irreducible de v/2 sobre Q es g(x) = x> — 3. Luego,
Q(V3)={a+bv3/a,beQ}

De manera analoga encontramos el polinomio irreducible de v/5 es p(x) = x? — 5.
Luego, Q(v/5) = {a+b\/5 / a,b € Q}.

Para demostrar que p(x) = x> — 5 es irreducible sobre Q(+/3) basta probar que
p(x) = x* — 5 no tiene raices en Q(+/3). Supongamos que a + b/3 cona,b € Q es

una raiz de p(x) = x> — 5. Entonces

pla+bV3) =(a+bV3) -5 =0
(a® 4 2abV/3 430> -5 =0.
Como 1, v/3 son linealmente independientes sobre Q, entonces > +3*-5=0

y 2ab = 0. Ahora, si a = 0, entonces b? = % Si b = 0, entonces a2 = 5. En ambos

casos se obtiene una contradicciéon. Por lo tanto, p(x) = x> — 5 es polinomio

irreducible de /5 sobre Q(+/3) y asi, [(Q(+/3))(V/5) : Q(v/3)] = 2.

Dado que {1, \/5} es una base de Q(\/g) como espacio vectorial sobre Q y
{1, \/5} es una base de (Q(\/§)) (\/5) como espacio vectorial sobre Q(\/g) Luego,

[Q(V3,V5) : Q] = [Q(V3,v5) : Q(v3)][Q(V3) : Q]

=2
=4
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Ademas, {1,v/3,1/5,1/15} es una base de (Q(+/3))(v/5) como espacio vectorial
sobre Q.

Ejemplo 3.6. Vamos a demostrar a continuacién que [Q(+/3,v/5) : Q/15] = 2.
Debido a que V3, v/5 son elementos del campo Q(\/g, \/3), entonces /15 =

V3v5 € Q(\/g, \/E) De esta manera Q(\/ﬁ) es un subcampo de Q(\/g, \/5)
Ahora,

El polinomio p(x) = x? — 15 no tiene raices en Q y deg(p) = 2, lo que implica que
p(x) es el polinomio irreducible de v/15 sobre Q. Por lo tanto [Q(1/15) : Q] = 2.

Luego, a partir de que
[Q(v3),V5) : Q(V15)][Q(V15) : Q] = [Q(V3,V5) : Q] = 4
obtenemos que [Q(+/3, /5 : Q/15] = 2.

Ejemplo 3.7. Demostraremos ahora que Q(v/3,v/3) = Q(v/3 + v/5). Claramente
V3 + 5 y luego, Q(\/§ + \/5) es un subcampo de Q(\/g, \/5) Como
[Q(V3++/5):Q] =4,y [Q(+/3,V/5) : Q] = 4, entonces

[Q(V3,V5): Q(vV3+V5)] = 1.
Por lo tanto, Q(+/3,v/3) = Q(v/3 + V/5).

Ejemplo 3.8. En este ejemplo demostraremos que Q(+/3, v/5) es una extensién
finita de Q de grado 6. Sabemos que Q(v/3,v/5) = Q(v/3)(v/5) = Q(+/5)(V/3).
Asi,
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Como ya vimos en los ejemplos anteriores el polinomio irreducible de /3 sobre
Q es g(x) = x> — 3 y el polinomio irreducible de v/5 sobre Q es g(x) = x> — 5.
Ya que V2 y \3/3 son algebraicos sobre Q, por el Teorema 3.5, Q(\/§, \3/5) es una
extension finita de Q. Utilizando el Teorema 3.1, obtenemos que 2 y 3 son divisores

de [Q(V/3,V/5) : Q]. Por lo tanto, [Q(+/3,V/5) : Q(v/3)] > 6.

El polinomio g(x) = x* —5 € Q(v/3)[x] se anula en v/5. Por lo que el
polinomio irreducible de v/5 sobre Q(+1/3) es un divisor de g(x). Por lo tanto,
[Q(V5)(v3) : Q(V3)] <3.

Finalmente a partir del Teorema 3.1 concluimos que
Q(V3,v5): Q] = [Q(V5,v3) : Q(V3)][Q(V3) : Q] < 6.

Por lo tanto, [Q(v/3,v/5) : Q] = 6. Ademds, obtenemos que q(x) = x> — 5 el
cual es el polinomio irreducible de v/5 sobre Q(+/3). Asi, {1,v/5,v/25} es una
base de Q(+/3, v/5) sobre Q(1/2). Ya que {1,/3} es una base de Q(+/3) sobre Q,
conseguimos que {1, V5, v/25, /3, V/3V5, ﬁf/ﬁ} es una base de Q(\/g, \3/5)
sobre Q.

3.3 Raices de polinomios irreducibles

Si F es un subcampo de C y p(x) € F[x] un polinomio irreducible sobre F de grado
1, entonces existe una extensién E de F tal que [E : F] = n y existe « € E tal que
p(a) = 0. Por el Teorema fundamental del Algebra 2.4 sabemos que existe una

raiz a € C de p(x). Ademas, F(a) = E es una extension finita de F de grado n.
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Teorema 3.8 (Teorema de Kronecker)
Sea F un campo y p(x) € F[x] un polinomio irreducible sobre F con

deg(p) = n. Entonces el campo E = F[x|/(p(x)) es una extension finita

de F tal que [E : F|] = ny existe a« € E tal que p(a) = 0. Ademés, F(x) = E.

Demostracién. Por hipétesis sabemos que el polinomio p(x) es irreducible sobre
F, entonces el anillo cociente E = F[x]/(p(x)) es un campo. La funcién
o : F — F[x]/(p(x)) claramente es un monomorfismo de anillos. Para su

demostracion necesitamos verificar las siguientes propiedades:

e Seaa, b€ Fentonceso(a+b) =c(a)+o(b),

o(a+b)=a+b+(p(x))
= (a+ (p(x)))+ (b+ (p(x))) por las propiedades del anillo cociente
=o(a) +o(b).

e Seaa, b € F entonces o(ab) = o(a)o(b),

o(ab) = ab+ (p(x))
= (a+ (p(x)))(b+ (p(x))) por las propiedades del anillo cociente
=o(a)o(b).

e Iyectividad

ker(c) ={a € F / o(a) =a+ (p(x))}
={aeF/a+{p(x))=(p(x))}
={a€F/a=p(x)q(x)}, donde claramente q(x) =0

= {0}.

Verificando ya que ¢ es un monomorfismo podemos tomar un elemento
cualquieraa € F cona+ (p(x)) € E y se puede escribir como a = a + (p(x)), lo

que nos lleva a decir que E es una extension de F.
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Luego, demostraremos que E es una extension finita de grado n sobre F. Por el

Lema 2.4, sabemos que

E = {a0+a1(x) + - —i—an,lx”_l /ag, - ,0,-1 € F}.

Es evidente que los vectores 1+ (p(x)), x + (p(x)), - -+, "1 + (p(x)) son
generadores de E como espacio vectorial sobre F. Ademads, los vectores antes

definidos son linealmente independientes sobre F. Si suponemos que

ao(1+ (p(x))) +ar(x + (p(x))) -+ + an-1(x" 7 + (p(x))) = 0+ (p(x)),

donde ag,aq,...,a,_1 € F, entonces

ag +a1x + -+ a1+ (p(x)) = 0+ (p(x)),

de donde ag + ax + -+ + a, 1x" 1 € (p(x)). Sabemos que el
deg(p) = n, necesariamente ag + a1x + - - - +a,_1x"~! = 0, lo cual implica que
ay=a; = --- = a,_1 = 0. Por lo tanto, E es una extension finitade F y [E : F] = n.
Supongamos que p(x) = by + by (x) + - - -+ bux™ € F[x|. Entonces a = x + (p(x))

es una raiz de p(x). En efecto,

pa) = bo +b1(x) + (x + (p(x))) + -+ + bu(x + (p(x)))"
= bo+b1(x) + (x +(p(x))) + - -~ + bu(x" + (p(x)))
=Dbo+by(x)+ -+ bux" + (p(x))
= p(x) + (p(x)) = 0+ (p(x)) = 0.
Finalmente, ya que [F(«) : F] = n, [E : F] = ny F(a) es un subcampo de E,
entonces F(a) = E. O

Corolario 3.3
Sea F un campo y el polinomio f(x) € F[x] no constante. Entonces existe

una extension finita E de F con [E : F] < deg(f) y « € E tal que f(a) = 0.

Demostracion. Sagbemos por hipétesis que f(x) es irreducible sobre F o f(x) se

puede escribir como el producto de dos polinomios irreducibles sobre F. Sea p(x)
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un factor irreducible de f(x). Por el teorema previo existe una extension finita E
de F tal que [E : F] = deg(p) y « € E tal que p(a) = 0. Claramente « € E es una
raizde f(x) y [E : F|] < deg(f). O

Ejemplo 3.9. Sea f(x) = x* — 9x? + 14 € Q[x]. Construiremos una extension E de
Q, donde f(x) tenga una raiz. Notemos que f(x) = (x> —7)(x? — 2) no tiene rafces
en Q. El polinomio p(x) = x> — 7 € QJx] es un factor de f(x), irreducible sobre Q.
Luego, por el Corolario 2.4 el cociente E = Q[x]/ (x> — 7) es un campo. Ademés, E
es una extension finita de Q, [E : Q] = deg(x> —7) ya = x + (x> —7) € Eesuna

raiz del polinomio x?> — 7 € Q[x]. Por lo tanto, « también es una raz de f(x).

Ejemplo 3.10. El polinomio p(x) = x2+2x +2 € Zs[x] es irreducible sobre
Zs3. Por lo tanto, (p(x)) es un ideal maximal del anillo Z3[x| y en consecuencia,
el anillo E = Z3[x]/(p(x)) es un campo. La funcién ¢ : Z3 — E definida por
o(a) = a+ (p(x)), es un monomorfismo de anillos. Asi, podemos identificar

a€Zszcona+ (p(x)) € Eyescribira =a+ (p(x)).

Sabemos que

E={a+bx+(p(x)) / abeZs}

= {04+ (p(x)), 1+ (p(x)), x + (p(x)), 2+ (p(x)), 2x + (p(x)), 1 + x + (p(x)),
14+2x+ (p(x)), x+2+ (p(x)),2+2x + (p(x)) }.

De acuerdo a la demostracion del teorema anterior « = x + (p(x)) es raiz
de p(x) y por lo tanto a®> +2ax +2 = 0. Asi, a> = —2a —2 = a + 1. Luego,
E={0,1,4,2,20,1+a,1+ 20, + 2,2 + 20 }. De esta manera hemos construido

un campo de 9 elementos,
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(+) 0 1 2 i 20 a+1 [ 20+1|a+2 |20+2
0 0 1 2 b 20 x+1 | 2041 | a+2 | 20+2
1 1 2 0 a+1 [ 2041 |a+2 |20+2 |« 20
2 2 0 1 24+a | 2042 |« 2n a+1 | 20+1
o X 1+a [a4+2 | 2a 0 20+1 | 1 20+2 | 2
20 20 20+1 | 2a+2 | 0 x 1 x+1 |2 x+2
x+1 |a+1 |a+2 |« 20+1 | 1 2042 | 2 20 0
20+1 | 2a+1 | 20 +2 | 2 1 x+1 |2 x+2 |0 X
x+2 |a+2 |« a+1 | 20422 o 0 20+1 | 1
20+2 | 2a+2 | 2« 20+1 | 2 x+2 |0 o 1 x+1

De manera andloga sucede con el producto.

3.4 Clausuras Algebraicas

En esta seccion demostraremos que el conjunto

Q={xeC / a esalgebraicosobre Q}.

Teorema 3.9
Sea E una extension de un campo F. Entonces el conjunto

Fr = {a € E / wes algebraico sobre F}

es un subcampo de E, llamado la clausura algebraica de F en E.

Demostracién. Sean a, B € Fg. Debido a que «, B son algebraicos sobre F, entonces
por el Teorema 3.5 F(«, §) es una extension finita de F, por lo tanto por el Teorema
3.2 F(a, B) es una extension algebraica de F, de donde F(a, B) C Fg. Asi, —a, af,
a + By también a~! para a # 0, con todos elementos en F(a, ) C Fr. De esta
manera ya que Fr es un campo y subconjunto de E, entonces es un subcampo de

E. ]
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Observacion 3.3. Es claro que Fg, cuando E es una extension algebraica de un

campo F, esta situacion se tiene cada vez que E es una extension finita.

Teorema 3.10
La clausura algebraica de Q en C es un campo algebraicamente cerrado.

Demostracién. Debemos probar que el campo Qc = {a € C / «a es
algebraico sobre Q} es algebraicamente cerrado. Denotemos Q = Q¢ y sea
f(x) = ap+ax +--- +a,x" € Q[x] con deg(f) = n > 1. Por el teorema
Fundamental del Algebra, existe un elemento &« € Q. Ya que 4o, 4y, ...,0, son
algebraicos sobre Q, entonces Q(ag, a1, ..., a,) es una extension finita sobre Q
y en consecuencia, Q(ay,...,a,) es una extension algebraica sobre Q. Ahora,
f(x) € Q(ag,...,a,)[x] con F(a) = 0, es decir, « es algebraico sobre Q(ay, ..., an).
Luego, Q(ao, ...,a,, &) es una extension algebraica sobre Q(ay,...,a,), Ya que
Q(ay, ..., an, &) es una extension algebraica de Q(ay, ..., a,) y Q(ap, . ..,a,) es una
extension algebraica sobre Q, es decir, haciendo uso del Teorema 3.7, entonces
Q(ay, . .., an, &) es una extension algebraica sobre Q de donde « es algebraico sobre

Q. Por lo tanto hemos demostrado que a € Q. O

3.5 Derivada de un polinomio

Definicién 3.11
Sea F un campo y f(x) = ag + ajx + - - - +a;x' + - - - + a,x" un polinomio

f(x), denotado por f/(x) es el polinomio,
fx)=ay+ - Figx -+ nax!

en F[x].

Observacion 3.4. Si f(x) es un polinomio con coeficientes reales tal que f'(x) = o,
entonces f(x) es una constante. Esto no siempre sucede ya que cuando se considera
un polinomio con coeficientes en un campo cualquiera. Por ejemplo, si p es primo

y f(x) = xP € Z,[x], entonces f'(x) = pxP~! es el polinomio nulo.
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Lema 3.2
Sea F un campo, f(x), g(x) € F[x] ya € F.

a) Sih(x) = f(x)+ g(x), entonces ' (x) = f'(x) + ¢'(x).
b) Sih(x) = af(x), entonces h'(x) = af’(x).
) Sih(x) = f(x)g(x), entonces ' (x) = f'(x)g(x) + f(x)g'(x).

d) Sih(x) = f(x)™ param € Z", entonces I’ (x) = mf(x)" 1 f'(x).

Demostracion.a) Sea f(x) = ag + ax + -+ + axt + -+ apx" y

g(x) =bo +bix + -+ +bix' + - + bux™ conn < m. Luego,

hx) = F(x) +g(x)
— (a0+a1-|—---+al-xi+----|—anx”)—|—(b0+b1+---+bixi+---+bmx’")
= (ag +bo) + (ay +b))x + -+ (a; +b)x" + -+ (an +by)x" 4+ - + byx™
W(x)=(ag+b)+- +i(a;+b)x L+ +n(ay, +b,)x" 1+ -+ mbyx™?
= (a1 4 - +igix Va4 (b + -+ ibix T 4 4 mby ™)
— F0) g ()

b)

h(x) = af(x)
=a(ag+mx+ - +axt + - +ax")
= aag +aarx + - +aaixt + -+ aapx”

W(x)=waay + - +aigix'™ + -+ ana,x" !
=a(a; 4 +igx' " 4 4 nax" )

= af'(x)

¢) Para la demostracion de este item solo es suficiente demostrar el resultado en

el caso muy especial f(x) = x" y g¢(x) = x™, donde n, m son enteros positivos.
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d)

Entonces h(x) = x"*™, de donde /’(x) = (n + m)x"*"~1, Por otro lado

F(3)g(x) + f(x)g (x) = nx" ! 4
— nxn—l—m—l + mxn—i—m—l.

_ (n +m)xn+m71
Por lo tanto, 1/ (x) = f/(x)g(x) + f(x)g'(x).

Partiremos por induccién, consideramos primero para m = 1, la funcién
h(x) = f(x)! es simplemente h(x) = f(x). La derivada de h(x) es entonces

W (x) = f'(x), que coincide con m f(x)"~1f'(x) param = 1.

Supongamos que la regla es valida para m = k, es decir, si h(x) = f(x),

entonces 1’ (x) = kf (x)*1f/(x).

Ahora consideremos el caso m = k + 1.
h(x) = f(x)1 = f(0)* f(x).
Aplicando la regla del producto, la derivada de /(x) es:
W (x) = (F(0)5) - f(x) + F(0)"- (f(x))-

Usando la hipétesis de induccién, sabemos que (f(x)K) = kf(x)*1f"(x).

Sustituyendo esta expresion en la derivada de h(x), obtenemos:
W (x) =k f)F1 f1(x) - f(x) + F(2)F £ (),
Factorizando f(x)¥~!y f’(x), obtenemos:
W (x) = (k- f() 7 f(x) + f(0)F f/(x)).
Finalmente, podemos escribir /' (x) en la forma deseada:

W(x) = (k+1) f(0)F f(2).
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Teorema 3.11
Sea F un campo, F la clausura algebraica de F, f(x) un polinomio en F[x] de

grado > 1y «a € F unaraiz de f(x). Entonces la multiplicidad de « es mayor

que 1,siysolosi f/(a) = 0.

Demostracion. =) Supongamos que f(x) = (x —«a)™g(x), donde g(x) € F[x],
g(a) # 0y m > 1. Entonces f'(x) = m(x —a)" 1g(x) + (x — «)"¢’'(x) con

m — 1 > 1. Luego, reemplazando x por « tenemos,

f(a) = ma— )" g (w) + (& — a)"g' ()
=0.

<) Sea f(x) = (x —a)"g(x), donde g(x) € Flx], g(a) #0y f'(a) =0.Sim =1,
entonces f'(x) = g(x) + (x — a)g’'(x). Luego, f'(«) = g(a) # 0 lo que es una

contradiccién. Por lo tanto, necesariamente m > 1. O

Corolario 3.4
Dado un subcampo F de los nimeros complejos y p(x) € F[x]| un polinomio

monico irreducible sobre F. Si deg(p) = n, entonces p(x) tiene n raices

distintas en C.

Demostracion. Dado que p(x) € Clx], existen n raices de p(x) en C. Luego, lo
que tenemos que demostrar es que la multiplicidad de cada raiz de p(x) en C
es 1. Ahora, suponemos que n > 1. Sea « € C una raiz de p(x). Entonces p(x)
es el polinomio irreducible de « sobre F. Si suponemos que la multiplicidad de
a esm > 1, entonces p’(a) = 0. Pero p'(x) € F[x] y deg(p’) = n—1> 1. De
esta manera obtenemos que p'(x) € (p(x)), de donde deg(p’) > deg(p), una

contradiccion. Por lo tanto, m = 1. O
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3.6 Campos Finitos

Teorema 3.12
Sea F un campo finito con g elementos y K una extension finita F de grado .

Entonces K tiene g" elementos.

Demostracion. Sea {«1,...,a,} una base de K como espacio vectorial sobre F.
Entonces, todo elemento en K tiene una tnica representacion de la forma
ciw1 + - - - + ¢y, donde ¢y, ..., ¢, son elementos en F. Como cada coeficiente
¢; € F puede ser cualquiera de los g elementos de F, entonces debe tener g"

elementos. ]

Corolario 3.5
Si K es un campo finito, entonces K tiene p" elementos, donde p es la

caracteristica de K y n es algtin entero positivo.

Demostracion. Dado que K es un campo finito, entonces la caracteristica de K es
un ntmero primo p y K contiene un subcampo F isomorfo a Z,. Luego, F tiene p
elementos. Como K es una extension finita de F, existe n € Z* tal que [K : F] = n.

Por el teorema anterior obtenemos que K tiene p” elementos. O

Lema 3.3

Si un campo K tiene p" elementos, entonces a?" = a para todo a € K.

Demostracién. Si a = 0 entonces la afirmacién es valida. Ya que el conjunto
F* = F — 0 es un grupo con p" — 1 elementos bajo la multiplicacién de F, entonces
de la teorfa de grupos obtenemos que a?" ~! = 1 para todo a € F*. Multiplicando

. .2 n
esta ultima relacién por a, obtenemos a¥ = a O

Lema 3.6
Si un campo K tiene un p" elementos, entonces el polinomio

flx) = xP" — x € K[x] se factoriza en K[x] como f(x) = (x—ay1)--- (x —ap,),
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donde K = {ay,...ap}.

Demostracion. Por el Teorema 2.3, f(x) tiene a lo méas p" raices en K y por el
lema anterior, ay,...,ayn son todas las raices en K de f(x). Ya que x —a; es
un factor de f(x), entonces existe g1(x) € K[x] tal que f(x) = (x —ay)q1(x)
con deg(q1) = p" — 1. Ahora, q1(a;) = 0 para todoi € {2,...,p"} y ademas,
g1(a1) # 0, de lo contrario g1 (x) tendria p" raices en K, contradiciendo el Teorema
2.3. Como g1 (a2) = 0, entonces existe g2(x) € K[x] tal que q1(x) = (x — a2)g2(x)
con deg(q2) = p" —2, q2(a;) = O paratodoi € {3,...,p"} y q2(a2) # 0. Por lo
tanto, f(x) = (x — a1)(x — a2)q(x). Continuando con este proceso, obtenemos que

f(x) = (x—ay)---(x —ap)gp(x), lo cual implica que gpn (x) = 1. o

Teorema 3.13
Para todo nimero primo p y todo entero positivo 1, existe un campo con p”

elementos.

Demostracion. Consideramos el campo Z, y el polinomio f(x) = xP" —x € Zy).

El polinoio f(x) tiene todas sus raices en la clausura algebraica Z, de Z,.

Sea K ={a € Z, / af" = a}. Demostraremos que K es un campo con p"
elementos, para esto haremos uso del Lema 1.3 para probar que K es un subcampo
de Z,. Es evidente que 0 y 1 son elementos en K, esto se verifica de la siguiente
manera. Para 0 se tiene 07" —0 = 0 — 0 = 0, ademas de que cumple con la
condicién de a?" = «. Por lo tanto, 0 es una raiz de f(x) y 0 € K. De manera
andloga sucede con 1, se tiene 17w -1=1-1= 0, que también satisface la
condicién a?" = &. Por lo tanto, 1 es una rafz de f(x) y asi verificamos que 0y 1

estan en K.

Sean &, B € K. Entonces a?" = a y f" = B. Ahora,

n n

= p" k k
— B = 4" pr—k(_ —1)""gr".
(2~ B) “+,§<k)“ (—B) + (-)""B
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Ya que la carateristica de Z, es p y p es un divisor de (F;:)para todo entero k con

1 <k < p", entonces

Gilcf)a“‘ﬂ—ﬁﬁzzo

k=1
y por lo tanto

(=B = "+ (—)P"B" =+ (~1)"p
Si p" es impar, entonces (« — 8)P" = a — B. Ahora, en el caso de p" es par, entonces
p = 2yyaque —1 = 1(mod2), obtenemos (x — )" = a — B. Por lo tanto,
a — B € K. Dado que («B)?" = a?"BP" = ap, entonces ap € K.

Sea« € K cona # 0, entonces (a~1)?" = (a”")~! = a1, 1o cual demuestra que
a~! € K. De esta manera, hemos probado que K es un campo. Finalmente, ya que
f'(x) = p"xP"~1 —1 = —1, segtin el Teorema 3.12, las raices de f(x) son todas

distintas y asf, K tiene p" elementos. O
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Teoria de Galois

Al hablar de la teoria de Galois hacemos referencia a una coleccién de resultados
que conectan la teoria de campos con la teoria de grupos. La teoria de Galois fue
creada por el matemaético Evariste Galois (1811-1832). El nacimiento de dicha teoria
surgio como respuesta a la pregunta, ;por qué no existe una férmula general para
la resolucién de ecuaciones algebraicas de grado mayor o igual a cinco en términos
de coeficientes del polinomio, usando operaciones algebraicas y la extraccién de

raices cuadradas, ctiibicas, etc?.

Evariste Galois considerado como un genio matematico, en el transcurso de
su corta vida solo pudo ver publicados cinco de sus trabajos matematicos. Sus
inicios en lo que es la teoria de ecuaciones, empezo6 al presentar dos articulos a
la Academia de Ciencias sobre la solucion de ecuaciones algebraicas. El interés
por esta teoria se reforz6 al descubrir que sus trabajos inclufan resultados ya
demostrados por Abel, a partir de esto, redacté un nuevo articulo, donde plantea
las condiciones para que una ecuacion sea soluble por radicales. Empez6 a
trabajar, intentando encontrar una férmula que diera como resultado las raices
de un polinomio de quinto grado. Galois asoci6é a un polinomio el grupo de

permutaciones de sus raices, el cual lleva su nombre, grupo de Galois en su honor.

El resultado principal de este capitulo es el Teorema Fundamental de la Teoria
de Galois, el cual demuestra la existencia de una estrecha relacién entre grupo

asociado a f(x) € F[x] y un grupo asociado llamado el grupo de Galois de f(x).



Capitulo 4. Galois

4.1 Introduccion

Para iniciar este capitulo primero empezaremos con un ejemplo el cual serd la
pequenia iniciativa para el estudio de esta teoria.
Definicion 4.1
Sea F un campo y p(x) = a9+ a1x + ...+ a,x" € F[x] un polinomio no
constante. Una extensién de campos E de F es un campo de descomposicién

de p(x) si existen ay, ..., a, en E tales que

o E=F(ay,...,an)

o f(x)=all(x—«a;),a€F

Ejemplo 4.1. Sea p(x) = x* + 2x? — 8 en Q[x]. Entonces al factorizar este polinomio

obtenemos que p(x) = (x> —2)(x%+4). Por lo tanto, su campo de descomposicién

es Q(\/Zi).

Ejemplo 4.2. Encontraremos todos los automorfismos el polinomio p(x) = x> + 1.

El campo de descomposiciéon de p(x) es Q(i,—i) = Q(i). Ya que
p(x) = x>+ 1 es el polinomio irreducible de 2i sobre Q, entonces
Qi) = {a+bl / ab € Q}. Encontraremos a continuacién todos los

automorfismos del campo Q(i).

Sea ¢ : Q(i) — Q(i) un automorfismo. La restriccion de ¢ a Q, es decir,
g : Q — Q(i) tal que og(a) = o(a) para todo a € Q, es un monomorfismo.
Luego, ya que Q(i) es un subcampo de los ntiimeros complejos y 0 : Q — Q(i)
un monomorfismo de anillos. Entonces, o(a) = a para todo a € Q. Como
(0(i))? = o(i)o(i) = o(i*) = —1, entonces (i) = i 6 ¢(i) = —i. Por lo tanto,
o(i) € Q(i). De esta manera, tenemos dos posibles automorfismos del campo
Q(i):

o1 :Q(i) > Qi) con 0y (i) =iy o : Qi) — Qi) con oy (i) = —i

Ahora, sia + bi € Q(i), entonces:

o(a—+bi) =o01(a) + o1 (b)oy (i) = a+ bi € Q(i),
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de donde o7 es la funcién identidad de Q(i).
op(a+ bi) = op(a) + oa(b)o — 2(i) = a — bi € Q(i).

Es facil demostrar que 0, es un automorfismo, para esto debemos verificar que o>

es un homomorfismo y que sea biyectivo.

1. 0, es un homomorfismo:

Sea x,y € Q(i), donde x = a+biyy = c+ di, consideramos la adicién
consecuentemente tenemos
o (x +y) = op(a+ bi+ c+di)

=o(a+c+ (b+4d)i)

=0o(a+c)+ oo ((b+d)i)

=(a+c)—(b+d)i

=a—bi+c+di

=0 (x) + 0 (y).

Ahora, consideremos la multiplicaciéon

o2 (xy) = oa((a+bi)(c+di))
= oy (ac + adi + cbi — db)
= oy (ac) + o2 ((ad)i) + o2((cb)i) + o(—bd)
=ac —bd — (ad + cb)i
= ac — bd — adi — cbi
= ac + bd(i*) — adi — cbi
= (a — bi)(c — di)

= 02(x)oa(y)

2. o es biyectivo: Para demostrar que 0 es biyectivo, debemos demostrar que es

tanto inyectiva como sobreyectiva.

Inyectividad: Supongamos que existen dos elementos x,y € Q(i) tales que
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02(x) = 02(y). Entonces,

oo (a+ bi) = op(c + di)
a—bi=c—di
lo que implica que a = cy d = b, por lo tanto, x = v.

Sobreyectividad: Tomemos x € Q(i). Queremos encontrar y € Q(i) tal que

02(y) = x. Consideremos y = x + i. Luego:

O'Q(y) = O'Q(X + i)

=x+ O'Z(i)
= x4+ (—i)

Por lo tanto, 0, es sobreyectiva.

Dado que o> es tanto inyectiva como sobreyectiva, podemos concluir que es
biyectiva. Ademads, dado que 0, cumple con ambas condiciones, se puede

afirmar que es un automorfismo de Q(i) con 0, (i) = —i.

Teorema 4.1
Sea E una extension de un campo F. Entonces el conjunto

G(E/F) ={c / 0 : E — E es un automorfismo que fija F}

es un subgrupo del grado de automorfismo de E.

Demostracion. Sea o, T € G(E/F)ya € F. Entonces 0t(a) = o(7(a)) = o(a) = a.
De este modo, 0t € G(E/F). Es evidente que la funcion identidad de E es un
elemento en G(E/F). Si consideramos ¢ € G(E/F) y a € F, entonces c(a) = a.

Asi,c7Y(a) = 07 lo(a) = ay por lo tanto, o1 € G(E/F). O
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Definicién 4.2
El grupo G(E/F) se dice que es el grupo de automorfismo de E que fijan F o
que es el grupo de E sobre F.

Ejemplo 4.3. Encontraremos el grupo de automorfismos de Q(v/5) que fijan Q. El

polinomio irreducible de v/5 sobre Q es p(x) = x> — 5y la tinica raiz real de p(x)

es v/5.

Sea o : Q(v/5) — Q(v/5) un automorfismo que fija Q. Dado que

y o(+/5) es un real, entonces o(v/5) = v/5. Un elemento cualquiera de Q(v/5) es
de la forma a + bv/5 4 ¢(v/5)? con a, b, ¢ € Q. Luego,

o(a+bV5+c(V5)?) = a(a) + o(b)a(V/5) + a(c)(c(V5))? = a+bV5+c(V5)?,

es decir, o = I es la identidad de Q(+/5). Por lo tanto, el grupo de automorfismos

de Q(+v/5) que fijan Q es G(Q(v/5/Q) = {I}.

4.2 Monomorfismo

Sea F un campo y ¢ : F — C un monomorfismo. Para el polinomio expresado

como f(x) = ag+ayx + ...+ a,x" € Flx], definimos el polinomio
of(x) =0c(ap) +o(ay)x+...+0(a,)x" € Clx].
A partir de esto, es claro que 0(F) = {c(a) / a € F} es un campo isomorfo a F y
que of(x) € o(F)|x].
En virtud de lo anterior se sigue los siguientes resultados:

Lema 4.1
Sea F un campo y ¢ : F — C un monomorfismo. Entonces

a) Para todo f(x),g(x) € Flx] : o(f(x) +g(x) = of(x) +og(x) y
o(f(x)g(x)) = of (x) - og(x).
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b) Si f(x) € F[x] es no nulo, entonces deg(f(x)) = deg(cf(x)).
c) Sigo(x) € o(F)[x], entonces existe g(x) € F|[x] tal que cg(x) = go(x).

d) Si f(x),g(x) € Flx]yof(x) = cg(x), entonces f(x) = g(x).

Demostracion. a) Para todo f(x),g(x) € F[x]|, debemos demostrar que o(f(x) +
g(x)) = of(x) + ocg(x). Utilizamos la definicién de ¢ y las propiedades del
monomorfismo:

o(f(x) +g(x)) = (ialw )

n

=Y o((a; + bj)x

i=0

— Z((T bi))o(x')
i=0

=) o(a + Y o(bi)o(x)
i=0 i=0

Para todo f(x),g(x) € Flx], la afirmacién es o(f(x)g(x)) = of(x) - og(x).

Nuevamente, aplicamos la definicién de ¢ y las propiedades del monomorfismo:
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(£ Lot ow) + (E Lo o)

_ Z_ég (g a]-bijx")> + (:g:;a (g ﬂjbi]’xl))

_ (ia(a(x)-b(x))) " ( Y oa(x) -b(x)))
g

i=m-+1

b) Si f(x) es no nulo por lo que f(x) = ag +a1x + - - - +a,x" € F[x] con a, # 0.

Como ¢ es inyectivo, entonces o (a,) # 0.

c) Sea go(x) = do+dix+---+dux" € 0(F)[x], cada d; € o(F), existe b; € F tal
que o(b;) = d;. Asi,

Qo(x) =0(bg) +o(by)x+---+0(by)x" = a(by+bix+ -+ byx").
Definiendo g(x) = by + byx + - - - + bp,x™ € F[x], entonces 0 (g(x)) = go(x).

d) Sif(x),g(x) € Flx]yof(x) = cg(x), entonces f(x) = g(x).
Sabemos que o f(x) = 0g(x), lo que implica que para cada coeficiente a; de f(x)

y b; de g(x) se cumple:
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Dado que es un monomorfismo, implica que es inyectivo, es decir,

o(a;) = o(b;), siy solosi, a; = b;. Por lo tanto f(x) = g(x).

Corolario 4.1
Sea F un campo y ¢ : F — C un monomorfismo. Si p(x) es un polinomio

irreducible en F|x], entonces cp(x) es un polinomio irreducible en o (F)[x].

Demostracion. Supongamos que op(x) es un polinomio reducible en o(F)|x].
Por lo tanto, existen go(x)ho(x) € oF[x] tales que op(x) = go(x)ho(x) con
deg(go) < deg(op) y deg(hy) < deg(op), por el literal b) del lema anterior
deg(op) = deg(p). Luego, por el literal ¢) y b), og(x) = go(x) y oh(x) = ho(x).
Ademés deg(vg(x)) = deg(go(x)) y deg(oh(x)) = deg(ho(x)).
Asi,
op(x) = og(x)oh(x)

luego por el item a)

Finalmente, por el item d)

Ya que deg(g) < deg(p) y deg(h) < deg(p), obtenemos una contradiccién, esto
debido a que p(x) es irreducible en F|x]. O

Lema 4.2
Sea F un campo, f(x) € Flx] y « € C algebraico sobre F.Sic : F(a) — C es

un monomorfismo, entonces (0 f)(ca) = o(f(a)). En particular, si « es una

raiz de f(x), entonces o («) es una raiz de o f(x).

Demostracion. Si f(x) = ap+ a;x + - - - + a,x" € F[x], entonces

of(x) =o0(ap) +o(aix) + - -+ o(axx").
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Luego,

(0f)(o(a)) = o(ao) + o(ar)o(a) + - - - + o(an)o(a”)
=o(ag) +o(ax) + - - -+ o(aua™)
=o(ag+ma+---+aua”)

(

= o(f(a)).

Si w es una raiz de f(x), entonces o(«) es una raiz de ¢ f(x). Esta implicacion se

sigue de la igualdad demostrada, ya que si f(a) = 0, entonces

entonces () es una raiz de o f(x).

Definicién 4.3
Sea F un campo, ¢ : F — C un monomorfismo y E una extensién de F. Un

monomorfismo T : E — C, se dice que es una extensién de o si T(x) = o(x)

para todo x € F.

Ejemplo 4.4. La funcién 0 : Q — C definida por o(x) = x para todo x € Q, es un

monomorfismo.

Para demostrar que ¢ es inyectiva, debemos verificar que si o(a) = o(b) para
a,b € Q,entonces a = b.
Supongamos que o (a) = o(b), esto implica que a = b ya que o(x) = x, por lo

tanto,

Ahora, T : Q(+/5) — C por t(a+b\/5) = a— b(v/5) para a,b € Q es un

monomorfismo.

Supongamos que o(x) = o(y), entonces x = y para x,y € Q(v/5), donde
X = a+b\/§ey = c+dv5, lo que implica quea—b\/g = ¢ — d+/5, de donde

tenemos que a = c y b = d por lo tanto x = y teniendo asi que ¢ es inyectiva.
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Observemos que 7(a) = a para todo a € Q. Luego, 7(x) = o(x) para todo x € Q.

Por lo tanto, T : Q(1/5) — C es una extensién de o.

Teorema 4.2
Sea F un campo y ¢ : F — C un monomorfismo. Sea « € C algebraico sobre

F, p(x) € F[x] el polinomio irreducible de « sobre F y € C una raiz de

op(x) € C[x]. Entonces:
a) Existe una extension 7 : F(a) — C de o tal que (o) = B.

b) Para toda extension 7 : F(a«) — C de o se tiene que T(«) es una raiz de

op(x).

Demostracion. a) Recordemos primero que F(a) = {f(a) / f(x) € F[x]}

consideramos 7 : F(a) — C, es decir,

T(ap +ama+ - - -apa) = o(ag) +o(a1)p+---+o(an)p"

=o(ag+aB+---+ap").

Debemos verificar que 7 : F(a#) — C este bien definida. Esto es necesario,
ya que podriamos tener dos polinomios distintos f(x),g(x) € F[x] tales que

f(a) = g(a) conof(B) # og(B). Demostraremos que dicha situacién no sucede.
Sean f(x),g(x) en F[x] tales que f(x) = g(a). El polinomio f(x) — g(x) se
anula en «. Dado que « es algebraico sobre F existe el polinomio irreducible

p(x) € F[x] tal que p(a)) = 0. Como « es una raiz de p(x), entonces p(x) divide
a f(x) —g(x), ast, f(x) = g(x) € (p(x)) y luego, f(x) —g(x) = p(x)g(x) con

q(x) € F[x]. De esta manera

o(f(x) = g(x)) = o(p(x)q(x))
of(x) —08(x) = op(x)oq(x).

Porlo tanto, o f (B) —ocg(B) = op(B)oq(B) = 0,lo que implicaque 7 : F(a) — C

esta bien definida.

90



4.2. Monomorfismo

A partir del Lema 4.1 (a), T : F(a) — C es un homomorfismo, luego
t(p(w)) = (tp)(7(a)
=1(co) +T(c1)T(a) + ...+ T(cn)T(ay)

=0(co) +o(cr)o(a)+...+0(cn)T(an)

esto aplicando el Lema 4.2. También sabemos que

T(p(w)) = o(co) +0(c1)B+ ... +0(cu)Bp"
obteniendo asi que T(a) = B.
Lo que nos queda probar que T : F(a) — C es inyectiva.

Sea 7(f(a)) = t(g(x), donde f(x),g(x) € F[x]. Debemos demostrar que
f(a) = g(a). Por el algoritmo de Euclides f(x) — ¢(x) = p(x)g(x) + r(x) donde
r(x) =006 deg(r) < deg(p). Por lo tanto,

of(x) —0g(x) = op(x)og(x) +or(x),
de donde obtenemos

of(B) —og(p) = ap(B)oq(p) +or(p)

= or(B).

Pero 7(f(a)) = t(g(a)), es decir, f(B) = 0g(B). De esta forma or() = 0.
Por el Corolario 4.1, op(x) es un polinomio irreducible y ménico en o (F)|x].
Entonces, op(x) es el polinomio irreducible de B sobre ¢(F). Dado que

or(x) € o(F)[x], B es una raiz de or(x) y deg(or) < deg(p) = deg(op),

entonces necesariamente or(x) = 0. El Lema 4.1 (d) implica que r(x) = 0.
Finalmente f(x) — g(x) = p(x)q(x) y asi f(a) — g(a) = p(a)q(a) = 0.

b) Haciendo uso del Lema 4.2 la parte (b), si « es una raiz de p(x) = co+ c1x +

...+ cux™ € Flx], entonces T(«) es una raiz de 7(p(«)), donde

T(p(a)) = t(co+ e+ ...+ cpa”)
= 1(co) + T(c1)T(a) + ...+ T(cn)T(a")
=0(co) +o(c1)t(a) +...+0(cn)T(a™)
= (op)(t(a)).
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Entonces 7(«) es una raiz de op(x).

Ejemplo 4.5. Encontraremos todos lo monomorfismos de Q(+/5) en C.

En el caso de que ¢ : Q(1/5) — C sea un monomorfismo, entonces la restriccion
de ¢ a Q también lo es. Interesa saber cémo son los monomorfismos o : Q — C. A
partir del Corolario 1.1 decimos que existe una tinica funcién ¢ : Q — C definida
por ¢(x) = x para todo x € Q. En consecuencia, queremos encontrar todas las

extensiones ¢ : Q(v/5) — C de o, para esto haremos uso del Teorema 4.2.

El polinomio irreducible de /5 sobre Q es p(x) = x> -5 y luego
Q(v5) = {a+b/5 / a,b € Q}. Segtin el Teorema 4.2, deseamos encontrar una
raiz B € C del polinomio op(x) = x2 —0(5) = x> — 5. Asi, B = v/50 B = —/5.
Por lo tanto, existen extensiones 07 : Q(v/5) — Cy 02 : Q(v/5) — C de ¢ tales que
01(v5) = V5 y 02(V/5) = —+/5. Ademas, 01 (x) = 02(x) = 0(x) = x para todo
x € Q. De esta manera, para todo a,b € Q.

0’1(& + b\/g) = 0'1(5[) + 0'1(17)0’1(\/5) =a-+ b\/g

o (a +bV5) = ou(a) + 02 (b)o2(V5) = a+ b(—V/5) = a — bV/5.

Corolario 4.2
Sea F un campo ¢ : F — C un monomorfismo, &« € C algebraico sobre F y

p(x) el polinomio irreducible de « sobre F de grado n. Entonces, el namero

posible de extensiones T : F(a) — C de 0 esigual a [F(a) : F| = n.

Demostracion. Si p(x) € F[x] es no nulo, entonces deg(p(x)) = deg(c(p(x))) =n
esto por el Lema 4.1. Luego, si p(x) es un polinomio irreducible en F[x], entonces
op(x) es un polinomio irreducible en ¢(F)[x]. Sea F un subcampo de C y
p(x) € F[x] irreducible sobre F, sabemos que deg(c(p(x))) = n, entonces op(x)
tiene n raices distintas en C. Finalmente aplicando el Teorema 4.2, se obtiene que

T:F(a) - Cdecesiguala [F(a): F] =n. O
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Corolario 4.3
Sea F un campo, ¢ : F — C un monomorfismo y &, € C algebraicos

sobre F. Entonces, el namero de extensiones 7 : F(«, ) — C de ¢ es igual a

[F(a, ) : F.

Demostracion. Sea [F(a) : F] = n. Por el Corolario 4.2, el nimero de posible
extensiones de f(x) en C de ¢ es igual a [F(x) : F] = n. Sean 04, ...,0;, tales
extensiones, para cada j € {1,...,n},0j : F(x) — C es un monomorfismo. El
ntimero posible de extensiones de F(«, 3) = F(a)(B) en C de cjes [F(a)(B) : F(«)].
Luego existen n[F(«)(B) : F(a)] extensiones 7 : F(a, B) — C de ¢. Por el Corolario

3.1, obtenemos que

El corolario que sigue es una generalizacién del corolario anterior, el cual se

demuestra por induccién.

Corolario 4.4
Sea F un campo, ¢ : F — C un monomorfismo de campos y ay,...,a € C

algebraicas sobre F. Entonces, el nimero de extensiones
T:F(ay,...,ar) > C

de o esiguala [F(aq,...,ax) : F].

Demostracion. Al ser la demostracion por induccion construimos la base inductiva

e hipétesis inductiva para asi llegar a nuestro paso inductivo.

Consideramos que el corolario es valido para k = 1. Entonces tenemos
«1 € C algebraico sobre F. Por el corolario anterior, el nimero de extensiones

T:F(a1) — Cdecesiguala [F(aq) : Fl.
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Supongamos que el corolario es valido para k = m, es decir, para ay,...,a, € C
algebraicos sobre F, el nimero de extensiones 7 : F(a,...,a,) — C de ¢ es igual

alF(ay, ..., am): F.

Ahora tomemos el campo F(ajy,...,ap41). Por la hipétesis de
induccién, el numero de extensiones de ¢ a F(ay,...,a,) es igual a
[F(aq,...,&p) : F]. Ahora, aplicamos el corolario previo al campo
F(ay,...,am) con los elementos a1 y a,41 (repetidos) para obtener
que el numero de extensiones de o a F(ay,...,an11) es igual a

[F(aq, ..., 0m &pme1) s Flaq, ... am)] - [F(aq, ..., am) : Fl.

Notemos que [F(aq,...,&m, &pi1) @ F(a1,...,am)] es simplemente el grado
de la extensién de a1 sobre F(ay,...,an), y denotamos este grado como
n. Entonces, el ntumero total de extensiones de ¢ a F(aqy,...,ap511) €s

n-[F(ay, ..., am): F|.

Por lo tanto, hemos demostrado que el corolario es vélido para k = m 4 1y, por

lo tanto, por induccién, es vélido para cualquier k.

Ejemplo 4.6. Encontraremos todos los monomorfismos de Q(+/5, i)

Sabemos que Q(V/5,i) = Q(1/5)(i). Ademas,

Q(V5, i)

Q(v/5)
|
Q

Probaremos a continuaciéon que {1,v/5} es una base de Q(1/5) como espacio

vectorial sobre Q y {1,i} es una base de Q(+/5)(i) como espacio vectorial sobre

Q(V5).

Para que {1,1/5} sea una base, debemos probar verficar que {1,v/5} sea
linealmente independiente, para esto mostraremos que la tinica forma en la que

podemos obtener el vector nulo 0 somo combinacién lineal de los elementos de la
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base es tomando los coeficientes ¢y, ¢
11+ Cz\/g =0.

Supongamos que c; y ¢z son los coeficientes que permite que la ecuacién cumpla.

Entonces

Cz\/g =0

lo que es una contradiccién ya que v/5 es un ntmero irrecional y no puede
expresarse como una fraccién ; con a y b enteros y b # 0. Por lo tanto, la tinica

forma en que la ecuacién se cumpla es sic; = c; = 0.
Ahora tomamos x € Q(+/5) tal que x = a + by/5 cona,b € Q.

Dado que 1y V/5 son elementos de Q(\/E), podemos expresar x como:

x=a-1+b-/5.

Luego {1,i} es una base de Q(+/5)(i) como espacio vectorial sobre Q(+/5).

De manera andloga consideramos cj, ¢; y la ecuacién

c1-14ci=0,
donde cq,¢ € Q,
c1+ci=0
Czi = —C
€1
=

Pero sabemos que i es un niimero imaginario y no puede expresarse como una
fraccion § cona y b enteros y b # 0. Por lo tanto, la Ginica manera en que la ecuacién

se cumplaessic; =cp =0.

Finalmente, tomamos y € Q(+/5) tal que y = a + bi cona,b € Q. Dadoque 1 e
i son elementos de Q(+/5,i) podemos expresar como y = a - 1 + bi lo que es una

combinacién lineal de los elementos de la base {1,i}.

Por lo tanto {1,i} es generadora de Q(+/5)(i).
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El conjunto {1, V5,1, Vi } es una base de Q(+/5,1), como espacio vectorial sobre

Q y en consecuencia
Q(v/5,i) = {a+bV5+ci+dV5i / a,b,c,d € Q.}

Cualquier monomorfismo de Q(+/5,i) en C es una extensién de la funcién

0:Q — Ctal que o(x) = x para todo x € Q.

Sabemos que o1 : Q(v/5) — Cy s : Q(v/5) — C definidas de la siguiente
manera o1 (a + bv/5) = a+ by/5y 02(a + b/5) = a — by/5 para todo a,b € Q, sin
las tinicas extensiones de ¢. Por lo tanto, cualquier monomorfismo de Q(\/g, i) en

C debe ser una extension de o 6 0».

Encontraremos las extensiones 7 : Q(v5)(i) — C de oy. El
polinomio irreducible de i sobre Q(v/5) es p(x) = x*+ 1. Las raices de
o1p(x) = x2 + 01(1) = x? + 1 son i, —i. De esta manera, existen dos extensiones
de 0. Estas son: 71 : Q(+/5)(i) — C tal que 7 (i) = i y 12 : Q(+/5) (i) — C tal que
T(i) = —i. Ademas, 11 (a + b\/5) = o1(a + b\/5) = a+ b\/5paratodoa,b € Qy
To(a+bv/5) = o1(a+ b\/5) = a +b\/5 para todo a,b € Q.

A continuacién encontraremos las extensiones T : Q(1/5)(i) — C de 0. El
polinomio irreducible de i sobre Q(1/5) es g(x) = x2 + 1 por lo que sus raices de
029(x) = x>+ 02(1) = x*> + 1 son i, —i. De esta manera, existen dos extensiones
de 0. Estas son: 13 : Q(+/5) (i) — C tal que 13(i) = i y 74 : Q(+/5) (i) — C tal que
74(i) = —i. Ademas, 13(a + b\/5) = 02(a + b\/5) = a — b\/5paratodoa,b € Qy
Ty(a + b\/g) =o(a+ b\/g) =a—b\V5 para todoa,b € Q.

Por lo tanto, obtenemos que Tl(\/g) = 5 1 (i) = i, Tz(\/g) = /5,
T(i) = —i,Tg(\/B) = —/5, (i) =1y T4(\/5) = —/5, 14(i) = —1, lo que implica

la existencia de 4 monomorfismos de Q(\/E, i)enC:

7 (a + bV5 + ci + dv/5i) = a4+ b\/5+ ci+ dV/5i paratodo a,b,c,d € Q,
T(a+ b\/§+ci—|—d\/§i) a+bV5—ci—dvbsi para todo a,b,c,d € Q,

(a+ b\/g—l-ci—l—d\/gi) a— b5+ ci—dvbi para todo a,b,c,d € Q,
Ty(a+ b5+ ci + dv/5i) = a — b\/5 — ci +dv/5i para todo a,b,c,d € Q,

T3
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Teorema 4.3 Teorema del elemento primitivo
Sea E una extension finita de un campo F. Entonces existe un elemento y € E

tal que E = F().

Demostracion. Para la demostracion de este teorema, probaremos que, sia, g € C

son algebraicos sobre F, entonces existe v € F(«, ), tal que f(a, ) = F(7).

Sea a, B € C algebraicos sobre F, [F(a,) : F] = ny o : F — C definida por
o(x) = x para todo x € F. Por el Corolario 4.3, existen o7y, ..., 0, extensiones
de F(a,B) en C de o todas distintas. Luego, cada o; : F(a,) — C es un

monomorfismo tal que 0;(x) = ¢(x) = x para todo x € F.

Probaremos que podemos encontrar un elemento a4 & F tal que
0i(a 4+ aB) son distintos para todo i € {1,...,n}. Observemos que el polinomio
oi(a) — oi(a) + (¢j(B) — ci(B))x es no nulo, cuando i # j, lo que es una

contradiccién. Consideremos el polinomio no nulo
h(x) = [ J(0j(@) = oi(@) + (05(B) — @i(B))x).
i#]
Dicho polinomio posee un nimero finito de raices en C, a partir de encontrar un

elemento a € F tal que
h(a) = EI(‘TJ'(“) —0i(a) + (0j(B) — i(B))a) # O.
i#]

Asi, parai # j,tenemos

oj(@) — ci() + (0j(B) — i(B))a = oj(a + ap) — oi(w +ap) # 0

lo cual implica que o;(« + af) son distintos para todo i € {1,...,n}. Sea

v = a + ap. Claramente F(vy) es un subcampo de F(«, ). Demostraremos que
F(y) = F(a, B).
Las restricciones de cada o; : F(a, B) — C a F(vy) siguen siendo monomorfismos,

es decir, extensiones de ¢. Dado que 01(7),...,0x(7) son distintos, entonces

o1, ...,0, de F(7y) en C son todos distintos. Por el Corolario 4.2, [F(v, B) : F] > n.
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Dado que el subespacio vectorial F(y) de F(a,p) sobre F, [F(x,8) : F| = ny
[F(y) : F] > n, entonces F(a, B) = F(7).

Si E es una extension finita de un campo F, por el Teorema 3.6, existen elementos
01,...,0ren E tales que E = F(4y,...,d). Por lo previamente demostrado, existe

1 € F(61,02) tal que F(61,02) = F(y1). Ahora,

E =F(dy,...,6)
= F(61,62)(d3,...,0)
= F(,Yl)(d?v cee rék)
= F(r)/ll 53)(54/ ceey 5]()
Continuando inductivamente con este proceso, demostramos lo deseado. O

Ejemplo 4.7. Encontraremos € C tal que Q(v/2,v/5) = Q(7)

Para encontrar un elemento primitivo usando el Teorema 4.3, primero debemos
probar que la extensién de campo Q(v/2, v/5) sea finito. En este caso la extensién
es finita, dado que V2 y V/5 son algebraicos sobre Q y, por lo tanto, Q(\/Z \/5) es

un campo de extension finita de Q.

El teorema del elemento primitivo establece que sea una extensién de campo
finita, entonces existe un elemento primitivo que genera la extension, es decir,

existe un v € C tal que Q(v/2,v/5) = Q(7).

Para encontrar el elemento 7y consideramos el polinomio irreducible que tenga

como raices a /2 y V5, dicho polinomio es

fx) = (x* =2)(x* - 5),

donde f(x) es irreducible sobre Q y tiene a v/2 y /5 como raices.
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4.3 Extension de Galois

Definicién 4.4
Sea E una extension finita de un campo F. Un monomorfismo 7 : E — C se

dice que fija F, si T(x) = x para todo x € F.

Lema 4.3
Sea K una extensién finita de un campo Fy 7 : K — C un monomorfismo

que fija F. Si 7(K) C K, entonces 7(K) = K.

Demostracién. Dado que T : K — C fija, entonces T : K — C es una funcién lineal.
Para demostrar que es una funcion lineal debemos verificar que T verifique las

siguientes propiedades:

o f(x+y)=f(x)+f(y)
o f(ax) =af(x)

para x,y € Kya € F se tiene que T1(x +y) = 7(x) + T(y) y T(ax) = at(x) ya
que fija F. Dado que T : K — C es lineal inyectiva. Para probar esto supongamos
que 7(a) = 7(B), llegando asi que 7(a) — T(B) = 0, debido a la linealidad de T
implica que 7(a — B) = 0. Pero T es un monomorfismo por lo que « — = 0, asi
a = B. Asi ker(t) = {0}. Ahora dim(K) = dimp(ker(t)) + dimp(7(K)) llegando
asi que dimp(7(K)) = dimp(K). Como T(K) es un subespacio de K, obtenemos

que 7(K) = K. O

El lema expuesto tambieén se lo conoce como Extensién normal, ya que K es

una extensibn normal de F si K es una extension finita de F tal que F es el campo

fijo de G(K/F).
Ejemplo 4.8. En el ejemplo ?? encontramos todos los monomorfismos

7:Q(V5,i) = C.
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Estos monomorfismos fijan Q y ademas, 7(Q(~+/5,i) C Q(+/5,i). Por el Lema
43 11, T, 173, T4 son todos los automorfismos de Q(\/g,i). En consecuencia,
G(Q(V5,i)/Q) = {1, T, 13, T}, que como sabemos es un grupo bajo la

composicién de funciones.

Dado que 71(v/5) = V5, 11 (i) = i, »(v5) = V5, (i) = —i, 3(v/5) = —V/5,
73(i) = i,T4(\/5) = —/5, 14(i) = —i, entonces

15(V5) = o(5(V5)) = u(—V5) = —u(V5) = —V5

Tz’l’3(i) = Tz(’l’3(i)) = Tz(i) = —1.
Por lo tanto 713 = 14.

Este procedimiento resulta similar para los productos restantes, obteniendo asi

la siguiente tabla:

o T T T3 T4
T T T T Ty
T T T Ty 3
T3 T3 Ta L5 (%]
T T4 (%] © (5!

Teorema 4.4
Sea G el grupo de automorfismos de un campo K y H un subgrupo de G.

Entonces, el cojunto KH = {x € K/ o(x) = x para todo ¢ € H} es un campo

llamado el campo fijo de H.

Demostracién. Es suficiente probar que K es un subcampo de K, para esto

hacemos uso del Lema 1.3.

Primero partimos demostrando que 0 y 1 estan en K'!, esto es evidente dado que

o € H es un automorfismo c(0) =0y (1) = 1.
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Continuando con la demostracién probaremos la cerradura bajo el producto y la

resta.

Sean x,v € K,y 0 € H. Entonces 0(x) = x y ¢(y) = y. Ahora
y y yoly Y

o(x—y) =0(x) —o(y) =x—y

o(xy) = o(x)o(y) = xy.
Por lo tanto, x —y € K" y xy € K. Como ¢ : (K*,:) — (K*% ) es un
homomorfismo de grupos, entonces o(x~') = o(x)™! = x~! y por lo tanto,

x~1 € KH. Finalmente hemos probado que K es un subcampo de K. O
Ejemplo 4.9. Consideramos en grupo G = {1, T2, 13, u} del ejemplo ?? y el
subgrupo H = {7y, 74} de G. Encontraremos el campo fijo de H.

Sabemos que T es la funcion identidad de Q(v5,i) y
Ty(a + b5 + ci + d\/gi) = a— b5 — ci + dvV5i paratodo a,b,c,d € Q.
Teniedo asi,

(Q(V5,i))" ={x € Q(V5,i) / ui(x) = xyu(x) = x}
={a+bV5+ci+dv5i / T(a+bV5+ ci+dv5i) =
a — b5 —ci+ dV/5i}

Sity(a + b\/5 + ci + d\/gi) = a — b\/5 — ci + d+/5i. Entonces,
a—bvV5—ci+dv5i=a+bv5+ci+dVsi,

lo que nos lleva a decir que 2b+/5 + 2¢i = 0, de donde bv/5 + ¢ci = 0. As

i1 b = c = 0. Por lo tanto, el campo fijo de H es:
(Q(V5,i)H = {a+dV5i/a,b e Q} =Q(V5i).

Definicién 4.5
La extension finita K de un campo F, se denomina extensién de Galois, si

para todo monomorfismo ¢ : K — C que fija F se tiene que c(K) = K. Es
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decir, para todo monomorfismo ¢ : K — C se tiene que o & G(K/F).

Ejemplo 4.10. La extensiéon Q(+/5,7) de Q es una extensién de Galois. De igual

manera sucede con la extensién Q(v/2,1) de Q.

Teorema 4.5
Sea K una extension finita de un campo F, es una extensioén de Galois, siy

s6lo si, K es el campo de descomposicion de algtn polinomio f(x) € F[x].

Demostracion. =) Sea K una extension de Galois de F, dado que K es una extension
finita de F, existe « € K tal que K = F(a) esto por el Teorema 4.3. Sea p(x) el
polinomio irreducible de « sobre F y deg(p) = n. Sabemos que existen n distintos
monomorfismos de K en C que fijan F. Como K es una extensién de Galois,
entonces los n homomorfismos por la definicién 4.4 son automorfismos de K. Sea
o1, . .., 0y automorfismos de K, por el Teorema 4.2 01 (a) = «1,...,04(x) = &, son

las n raices de p(x) y todas en K. Por lo tanto, K = F(a, ..., an).

<) K es un campo de descomposicién de algin polinomio f(x) € F[x]| (no
necesariamente irreducible) con raices aq,..., 0, € C. Asi K = F(aq,...,ay).
Sea ¢ : K — C un monomorfismo que fija F y «; una de las raices de f(x). Si
consideramos a g(x) el polinomio irreducible de a; sobre F, entonces 4(x) es un
divisor de f(x). Luego, por el Teorema 4.2 o(«;) es una raiz de g(x), por lo tanto
«; también es una raiz de f(x). Asi o(«;) € K, entonces ¢ es un automorfismo de

K, demostrando asi que K es una extension de Galois. O

Observacién 4.1. Sea F un campo, p(x) € F[x] un polinomio irreducible en F|x]
y deg(p) = n.Siay,...,ay € C son las raices de p(x), las cuales son distintas,
K = F(ay,...,a,) es el campo de descomposicién de p(x) y T € G(K/F), por lo
tanto, (1), ..., T(a,) son las mismas n raices distintas de p(x). Asi, T permuta las
raices a1, . .., &, de p(x). De esta manera, podemos mirar a T como un elemento del

grupo de permutaciones S, de n elementos {1, ..., n}. Concluimos que, G(K/F)
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es isomorfo a un grupo de S,,. Luego a partir del Corolario 4.4 el niimero de

elementos del grupo G(K/F) es [K : FJ.

Ejemplo 4.11. Sea K una extension de Galois de un campo F. Si p(x) € F[x] es
irreducible en F[x] y « € K es una raiz de p(x), demostraremos que p(x) tiene

todas sus raices en K.

Dado que p(x) es irreducible en F[x], el campo de descomposicién K de p(x)

sobre F es una extension de Galois.

Sabemos que a es una raiz de p(x) en K, lo que implica que p(x) = 0.
Consideremos el conjunto de todas las raices de p(x) en F, denotado por
{a,a3,...,a,}.Dado que p(x) esirreducible, todas las raices son distintas. Ademas,
K = F(«) es el campo de descomposicién de p(x). Entonces, K contiene todas las

raices de p(x).

Consideremos un automorfismo ¢ € G(K/F) Como ¢ es un automorfismo que
fija F, se extiende a un automorfismo sobre F. Debido a que a es una raiz de p(x),

tenemos o («) también es una raiz de p(x).

Dado que ¢ es un automorfismo arbitrario en G(K/F), cada raiz de p(x) es
llevada a otra raiz de p(x) por algtin automorfismo en G(K/F). Esto implica que

todas las raices de p(x) estdn en K.

Por lo tanto, hemos demostrado que si p(x) es irreducible en F[x| y « es una raiz

de p(x) en K, entonces todas las raices de p(x) estdn en K.

4.4 Teorema Fundamental de la Teoria de Galois

Teorema 4.6
Sea K una extension de Galois de un campo F. Sea G = G(K/F) el grupo de

automorfismos de K sobre F. Entonces F es el campo fijo de G.

Demostracién. La demostracion se realiza mostrando que F es igual al campo fijo
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de G, es decir, F = K€, donde por el Teorema 4.4 se define de la siguiente manera:

K¢ = {x € K| ¢(x) = x paratodo o € G}.

Supongamos, por contradiccion, que F # K©. Entonces, existe a € K© tal que
x ¢ F.Como a € Ky K es algebraico sobre F, existe el polinomio irreducible
p(x) € F[x] de a sobre F. Necesariamente, deg(p) > 1, dado que a ¢ F, lo que
implica [F(«) : F] = n > 1. Por lo tanto, existe un monomorfismo ¢ : F(a) — C tal

que o(a) # a por el Teorema 4.2.

Sea T : K — C una extensién de ¢ : F(a) — C. Como K es una extension de
Galois de F, entonces 7(K) = K, de donde T € G. Ahora, 7(a) = o(a) # a. En

consecuencia, & ¢ KC, lo que es una contradiccién. Por lo tanto, F = KC. O

Definicién 4.6
Si K es una extension de Galois de un campo F, entonces el grupo de

automorfismos de K que fijan F, se llama el grupo de Galois de K sobre

F.

Nota. Si F es un campo y K es el campo de descomposicion del polinomio f(x) €

F[x], entonces diremos que G(K/F) es el grupo de Galois de f(x).

Teorema 4.7
Sea K una extension de Galois de un campo F y E un campo tal que F < E <

K. Entonces:

a) K es una extension de Galois de E.

b) E es el campo fijo del subgrupo G(K/E) de G(K/F) y [K : E|] =
o(G(K/E)).

o) La funciéon E — G(K/E) de los campos intermedios entre F y K y el

conjunto de subgrupos de G(K/F) es inyectiva y sobreyectiva.

d) Si Eg es un campo tal que F < Ey < E < K, entonces G(K/E) < G(K/Ey).
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e) E es una extension normal de F, si y s6lo si G(K/E) es un subgrupo

normal de G(K/F). Luego e G(E/F) es isomorfo a G(K/F)/F(K/E)

Demostracion. a) Sea T : K — C una extension de ¢ : E — C definida por o(x) = x

b)

para todo x € E. Dado que ¢ : E — C es una extensiéon de i : F — C definida
pori(x) = x para todo x € F, y como 7 : K — C es una extensiéon de i : F — C
y K es una extension de Galois de F, entonces 7(K) = K. Por lo tanto, K es una

extension de Galois de E.
Es una conclusién inmediata del item a) y del Teorema 4.4.

Demostraremos primero que la funcién es inyectiva.

Sean E, E’ campos distintos tales que F < E < Ky F < E' < K. Sabemos
que los campos fijos de G(K/E) y G(K/E') son E y E’, respectivamente. Como
E # E’, entonces necesariamente G(K/E) # G(K/E'), y por lo tanto, la funcién

es inyectiva.

Demostraremos que la funcién es sobreyectiva. Sea H un subgrupo de G(K/F).

Debemos demostrar que existe un campo E con F < E < Ktal que H = G(K/E).

Dado que K es una extension finita de F, existe « € K tal que K = F(a) por
el Teorema 4.3. Sea H = {o0y,...,0:} v f(x) = (x —o1(a)) - - (x — ov(a)).
Claramente, deg(f) = r. Para cualquier ¢ € H, los elementos o0y, ..., 00}
siguen estando en H y son todos distintos. Luego, {c0y,...,00; } ={01,..., 04},
lo cual implica que {ooy(),...,00:(a)} = {o1(a),...,0.(a)}. Por lo tanto,
cf(x) = (x —oo(a)) - (x —oo(ay)) = f(x). El coeficiente de x"~! del

polinomio o f(x) es

(—oo1(a)) — ... —ooy(ay)) = 0(—oq(a) — ... — 01(ar))

yelde f(x) es

—op (o) — ... —op(ar).
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d)

Se debe tener que
o(—o(a) —...—01(ay)) = —op(a) — ... — oy (ar).

Asi, el coeficiente a,_1 de x"~! del polinomio f(x) es invariante por los elementos
de H. Esto es, 0;(a,_1) = a,_1 paratodoi € {1,...,r}. Por lo tanto, a,_1 es un
elemento del campo fijo de H, el que denotamos por E. Puede verificarse que
la misma situacién ocurre con el resto de los coeficientes del polinomio f(x).
Es decir, los coeficientes de f(x) son elementos en E. Asi, f(x) es un polinomio
en E[x] y que se anula en «, de donde [K : E|] < r.Pero 07, ..., 0 son r distintos
automorfismos de K que fijan E, en consecuencia [K : E] > r. Por lo tanto,

[K:E]=ryH=G(K/E).

Sea Ep un campo tal que F < Eg < E < K. Entonces, G(K/E) < G(K/Ep).

Dadoa € Ky f(x) el polinomio irreducible de a sobre F. Como F < Ey < E <K,
entonces « es también algebraico sobre E. Sea g(x) el polinomio irreducible de
a sobre Ey. Dado que f(x) es irreducible sobre F, también lo es sobre Ey. Esto

implica que ¢(x) y f(x) tienen las mismas raices en K.

Consideremos H = G(K/E) y Hy = G(K/Ey). Luego H y Hy son subgrupos de
Gal(K/F),y Ey Eg son los campos fijos respectivos de H y Hy. Dado que « es
una raiz de f(x) y g(x) en K, « es fijo por todos los automorfismos en H y Hy,

lo que significa quea € Ey « € Ey.

Por lo tanto, Ey = E y, en consecuencia, G(K/E) = G(K/Ey).

Sea K una extensiéon normal de F. Si ¢ estd en G(E/F) y 7 estd en G(E/K),
debemos demostrar que o~ 'tc € G(E/K); es decir, debemos mostrar que
c~lto(a) = « para todo &« € K. Supongamos que f(x) es el polinomio
irreducible de « sobre F. Entonces o («) también es una raiz de f(x) que estd en K,

pues K es una extensién normal de F. Luego, T(c(a)) = o(a) y o~ tto(a) = a.

Reciprocamente, sea G(E/K) un subgrupo normal de G(E/F). Debemos
demostrar que F = KG(K/F). Sea T € G(E/K). Para todo ¢ € G(E/F)

existe T € G(E/K) tal que ¢ = 07. De esta manera, para todo « € K
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T(o(w)) = o(t(a)) = o(a); luego, o(«) es el campo fijo de G(E/K). Sea ¢
la restricciéon de o a K. Entonces ¢ es un automorfismo de K que fija F, pues

o(a) € K para todo w € K; luego, o € G(K/F).

A continuacién, mostraremos que el campo fijo de G(K/F) es F. Sea § un
elemento en K que queda fijo por todos los automorfismos en G(K/F). En
particular, o(B) = B para todo o € G(E/F). Por lo tanto, B pertenece al campo
fijo F de G(E/F).

Finalmente, debemos mostrar que si K es una extensién normal de F, entonces
G(K/F) =2 G(E/F)/G(E/K).

Sea o € G(E/F), y sea ok el automorfismo de K obtenido restringiendo o a K.
Como K es una extension normal, el argumento del pdrrafo precedente muestra
que g € G(K/F). Tenemos asi una funcién ¢ : G(E/F) — G(K/F) definida

por ¢ — k. Esta funcién es un homomorfismo de grupos pues
¢(0T) = (0T)k = oxTK = P(0) (7).
El ntcleo de ¢ es G(E/K). Por (b),
o(G(E/F))/ o (G(E/K)) = [K : F] = o(G(K/F)).

Luego, la imagen de ¢ es G(K/F) y ¢ es sobreyectiva. Por el Primer Teorema de

Isomorfia, tenemos

G(K/F) = G(E/F)/G(E/K).
0

Ejemplo 4.12. Consideremos el polinomio f(x) = x* — 3 € QJx]. Por el criterio de
Eisenstein, el polinomio f(x) es irreducible en Q[x] y las raices en C de f(x) son

{4/5, — \4/5, \4/§i, —V/3i.Sia = \4/§, entonces el campo de descomposicion de f(x) es

K=0Q(a, —a,ai, —ai) = Q(a,ai) = Q(a)(ai) = Q(a) (i) = Q(w, 1)

Encontraremos los elementos del grupo de Galois G(K/Q) y la correspondencia

biyectiva entre los subcampos de K y los subgrupos de G(K/Q). (Notemos que

107



Capitulo 4. Galois

cualquier subcampo de K contiene a Q. Dado que [Q(«a) : Q] = 4, entonces
existen cuatro monomorfismos, 01,07, 03,04 de Q(a) en C tales que oq(a) = «a,
m(a) = —a, 03(a) = iy oy(a) = —ai. Dado que [Q(a)(i) : Q(a)] = 2, entonces
cada monomorfismo o; : Q(a) — C da origen a dos automorfismos de Q(«) (7). Si

T, Ty, - - -, Tg son los automorfismos de Q(«)(7), entonces

ta) =a,  n(i)=1i
Ba)=a,  w()=—i
B(a) = —a, (i) =1
u(a) = —a, (i) =—i,
w(a) =ai, (i) =1,
To(a) = ai,  T6(i) = —i,
7(a) = —ai, T(i) =1
() = —ai, T8(i) = —i.

Por lo tanto, el grupo de Galois de f(x) es

G(Q(a,1)/Q) ={t1, 2, 3,.-., T8}

La tabla de multiplicacién del grupo es

o T T T3 T4 T5 Te T7 T8

T T ) T3 T4 T5 To T7 T8

T %) T Ty T3 T8 T7 To T5

T3 T3 T4 T T Ty T8 T5 Te

T T4 T3 T T Te Ts T8 Ty

T5 Ts Te Ty T8 3 T4 T T

Te Te T5 T8 Ty T T T T3

T7 T7 T8 T5 To T T T3 T4

T8 T8 T7 Te Ts T4 T3 T T
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Los subgrupos ciclicos de G(Q(«,7)/Q) son (1) = {n}, (n) = {n, w},
(1) = {m, B}, (u) ={n,u}, (B5) = {0, 5,517} () = {1, %}, () = (1),

<T8> = {Tll TS}'
Existen otros subgrupos de G(Q(«, i) /Q) que no son ciclicos los cuales son
{Tll T, T3, T4} y {T]J T3, Te, TS}
. Encontraremos los campos fijos de cada subgrupo de G(K/Q). Sabemos que

{1,a, o?, 03,1, ai, 0, oc3i}

es una base de K como espacio vectorial sobre Q. Encontraremos K{7%) = {x €

K| 1(x) =x}.Si

13 (ag + aya + ara® + aza® + agi + asai 4 aga’i + aya’i)

= ag + a1 + axa® + aza® + agi + asai + aga’i + aya’i,
entonces
ap — a1& + azzxz — a30c3 + a4l — aswi + a6zxzi — a7(x3i =ag + a1& + azaz + a3a3
+ aqi + asai + aga®i + aya’i,
de donde
K{m) = {ag + axa® + agi + aga®i | ag,az, a4, a6 € Q}
=Q(V3,i)
= Q(V9,i).
Encontraremos K{M®%%) = {x € K | 13(x) = x Ae(x) = x A1s(x) = x}.

Sabemos que

13(ag + ara® + agi + aga®i) = ag + ara® + agi + aga’i.

Ahora,

To(ag + aoa® + agi + aga®i) = ag + ara® + agi + agni

implica que

ag — ape® — agi + aga®i = ag + ara® + agi + aga’i.
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Luego,

Te(ag + aga®i) = ag + aga’i.

Dado que t3(ag + agn?i) = ag + aga?i, entonces
q

K56 T) — {ap + a6zx2i | ag, a6 € Q} = Q(\/gl) = Q(\/gl)

En forma similar se encuentran los campos fijos restantes correspondientes a cada

subgrupo de G(K/Q). Se obtienen

De esta forma, la correspondencia biyectiva es:

Q — G(Q(«,1)/Q)
Q(V3,
Q(v3) — {n, o}
Q(V3i) — {m,u}

— {7, 13}

Q(V3 +V3i) — {1, 76}
Q(V3 — V3i) — {1, 8}

Q(V3) — {1, 7, 5, 1}
Q@) — {n, 5,117}

i)
)
31)
)
3i)
)
)
)

(\/51 — {1, 13, T6, T8}
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La correspondencia biyectiva se representa por el siguiente diagrama

{Tll Tyeeey TS}

{Tll T2, T3, T4} {Tll T5, T3, T7} {Tll T3, Tp, TS}

{1, »} {7, 1} {1, 3} {m, 76} {7, 8}

{r}

4.5 El grupo de Galois de un polinomio de Grado 3

Estudiaremos a continuacién el grupo de Galois de un polinomio de grado 3 sobre
un campo F. Consideramos el polinomio f(x) = x> 4+ ax? + bx + ¢ € F[x], dicho

polinomio es equivalente a,

1\° 1, 1 2 5
f(x)—(x+§a) +(b—§a)<x+§a)+c—§ab+27

Para verificar dicha equivalencia manipulamos el polinomio f(x) = x3 + ax? +

bx + ¢, primero afiadiendo y restando términos para completar el cubo perfecto:

2 2

f(x):x3+ax2+bx+c:x3+ax2+%x2—%x2+bx+c,

agrupando términos convenientemente tenemos lo siguiente:

= (x3+2—2x2) + (axZ— L;—2x2+bx> +c
(o5 () e ]
( >3+(b——) <x+§>+c—§

( >3+(b——) <x+§>+c—%ab+2£7a

X+

X+

Wi W
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Capitulo 4. Galois

Asi verificamos que el polinomio f(x) = x% + ax? + bx + ¢ es quivalente al
3
potinomio £(x) = (x+ )" + (b~ 162) (x-+ da) +— Lab+ 3

Luego, seay = x + %a y consideremos el polinomio
1 1 2
— .3 ) _ = 3
sy) =y +<b 3a>y—|—c 30+ a7

Ahora, si B € C es una raiz de f(x), entonces f + %a es una raiz de g(y). En

efecto,

g(ﬁ+%ﬂ) = <ﬁ+%a>3+ (b—%aZ) (ﬁ+%a) +c—§ab+22—7a3
= c+bB+p +ap* =0.

Ademds, si v € C es una raiz de g(y), entonces v — 14 es una raiz de f(x). Por lo

tanto, obtenemos el siguiente resultado:

Lema 4.4
Sea F un campo. Entonces, los polinomios f(x) = x3 + ax? + bx + ¢ € F[x]

y g(x) = x>+ (b — a*)x +c — 3ab + %4> € F[x] tienen el mismo campo de

descomposicion.

Luego, para saber cudl es el grupo de Galois que le corresponde a un
polinomio de grado 3 sobre un campo F, basta estudiar polinomios de la forma

f(x) = x>+ bx +c € F[x].

Sea p(x) = x>+ bx + ¢ € F[x] irreducible en F[x] y «, 8,7 € C las raices de

p(x). De la relacion existente entre las raices de p(x) y sus coeficientes, obtenemos
at+p+y=0aptay+py=byapy=—c

Sead = (a—pB)(a—7)(B—).Sead = (« — B)(« —v)(B— 7). A continuacion

desarrollaremos el resultado de 62.

0:

6= (a—B)(a—=7)(B—7)
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4.5. El grupo de Galois de un polinomio de Grado 3

desarrollando, 6%
02 = (a—p)*(a —1)*(B—)
= (o = 20p + p7)(a? — 207 + ) (B = 287 +77)
= (2B = 20p° + pY) (a%9% — 209" + o) (B*0* = 287" + 1)
= 227 (o =287 + B (0 — 292 + 1) (B - 207 +7Y).
Luego relacionando con los coeficientes del polinomio p(x):
a+B+7=0
af+ay+py=>
xBy = —c
hacemos uso de las relaciones para simplificar, llegando asi que
6% = —4b® — 27¢°.
Luego, 6> € F. Reemplazando vy = —a —Bend = (a —B)(a —7)(B—7) yen
& + ay + By = b, respectivamente, obtenemos que

5= (0 — B)(50B + 202 + 262)

af+a® + p* = —b.
De estas ultimas dos relaciones, § = (« — ) (5ap 4+ 2(—b — ap)) = 2bp — 2ba —
3ap? + 3a2B.
Dado que aBy = aB(—a — B) = —c, entonces a3 = ¢ — a?B. Por lo tanto,
8 = 2bB — 2ba — 3(c — a®B) + 3a°B = 2bB — 2ba — 3¢ + 6a>B.
Asi, B(6a® +2b) = & + 2ba + 3c.
Notemos que 6a® + 2b # 0, de lo contrario p(x) no seria el polinomio irreducible

de « sobre F. Concluimos que B = ‘szfzbﬁfc, de donde § € F(6, ).

A partir del estudio previo realizado obtenemos como resultado el siguiente

teorema:
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Teorema 4.8
Sea F un campo y p(x) = x° + bx + ¢ € F[x] irreducible en F[x]. Entonces

K = F(dp, ) es el campo de descomposiciéon de p(x), donde §y € C es una

raiz del polinomio g(x) = x? +4b3 + 27¢% y « € C es una raiz de p(x).

Demostracion. Sean «,p,y € C las raices de p(x), entonces el campo de
descomposiciéon de p(x) es K = F(a,,7). Por lo demostrado anteriormente
B € F(6,a),donded = (o« — B)(a —7)(B — 7). Dado que a + B + v = 0, entonces
v € F(J,a). Claramente K = F(«,,7) = F(J,a). Como J es una raiz de g(x),

entonces &y = 6 0 &9 = —J. Concluimos que K = F(dyp, a). ]

Corolario 4.5
Sea F un campo, p(x) = x3 + bx + ¢ € F[x] irreducible en F[x] y K el campo

de descomposicion de p(x).

a) Si —4b® — 27¢? es un cuadrado en F, entonces G(K/F) es un grupo de

orden 3, es decir, isomorfo a (Z3, +).

b) Si —4b® — 27¢? no es un cuadrado en F, entonces G(K/F) es un grupo

isomorfo a Ss.

Demostracién. a) Si —4b® — 27¢? es un cuadrado en F, entonces existe dy € F una
raiz de g(x) = x? 4+ 4b® + 27¢%. Si a € C es una raiz de p(x), entonces por el
Teorema 4.8, K = F(Jdp,«) = F(a). Dado que [F(«) : F] = 3, obtenemos que
G(K/F) es un grupo de orden 3.

b) Si —4b® — 27¢> no es un cuadrado en F, entonces el polinomio
g(x) = x? + 4b® + 27¢? no tiene raices en F y por lo tanto, es irreducible en
F[x]. Como § = (« — B)(a — ¥)(B — ) es una raiz de g(x), entonces g(x) es el
polinomio irreducible de ¢ sobre F. Si a € C es una raiz de p(x), por el Teorema
4.8, K = F(4,a). Dado que [F(é) : F] = 2y [F(a) : F] = 3 son divisores de
[K : F], entonces 6 es un divisor de [K : F|. Luego tenemos que, [K : F|] = 6. Por

lo tanto, G(K/F) es un grupo isomorfo a Ss.
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4.5. El grupo de Galois de un polinomio de Grado 3

Ejemplo 4.13. Encontraremos el grupo de Galois del polinomio
p(x) = x® —5x +1 € Q[«]

. Dado que al considera p = 5, haciendo uso del criterio de Eisenstein deducimos

que p(x) es irreducible en Q[x], luego por el corolario previo
—4b% —27c% = —4(—5)% — 27(7)?
= 500 — 1323
= —823.

Ahora, —4b% — 27¢* = —823 no es un cuadrado en Q. Por lo tanto, el grupo de

Galois es isomorfo a S3

Ejemplo 4.14. Encontraremos el grupo de Galois del polinomio

p(x) = x® —x —1 € Q(v23i)[x]. Determinaremos si p(x) es irreducible o
reducible en Q(+/231)[x].

Supongamos que p(x) tiene una raiz en el campo Q(v/23i) = {a + b\/23i | a,b €
Q}. Entonces, existen a,b € Q tales que a + b+/23i es una raiz de p(x). Luego,

a® —a —69ab®> — 1+ b(3a* — 1 —23b%)V23i =0,

de donde a® —a —69ab> —1 = 0y b(3a> —1—-23b?) = 0. Asi, b = 0o
3a%> — 1 —23b> = 0.

Si b = 0, entonces p(x) tiene una raiz en Q, lo cual es una contradiccion.
Si 32> — 1 —23b> = 0, entonces de a®> —a — 69ab> — 1 = 0 obtenemos que
8a% —2a+1 = 0, lo cual implica que el polinomio 8x> — 2x + 1 tiene una raz en
Q. Es facil verificar que dicho polinomio no tiene raices en Q. Hemos demostrado

que p(x) es irreducible en Q(+/23i)[x].

Ahora,
—4b® —27¢% = —4(—1)°> —27(-1)> = —23

es un cuadrado en Q(1/23i). Por lo tanto, el grupo de Galois de p(x) es un grupo
de orden 3.
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4.6 El Grupo de Galois del Polinomio x" — 1

En esta demostracion, exploraremos propiedades de la estructura del grupo de
Galois del polinomio f(x) = x" — 1 sobre Q y demostraremos su naturaleza
abeliana. En el caso particular en que n = p es un nimero primo, mostraremos
que el grupo es ciclico.
Definicién 4.7
Un ntmero complejo w se dice que es una raiz primitiva n-ésima de la

unidad, si w" = 1, pero w™ # 1 para cualquier entero positivo m < n.

Observacion 4.2. Si w es una raiz primitiva n-ésima de la unidad, entonces

w,w?, ... Wt

w™ = 1 son todos distintos. Esta afirmacién se fundamenta
en que si existen p,q € Z tales que w¥/ = wiconl < p < g < n, entonces
wT P =1conl < g—p < n,locuallleva a una contradicciéon. En consecuencia,

—1=(x—-1(x—w) - (x—w" .

27

Observacién 4.3. Sabemos que w = cos(2F + isen(%X) es una raiz n-ésima

primitiva de la unidad.

Demostraremos primero que el conjunto C, = {a € C | " = 1} es un grupo
con el producto usual de C. Para esto debemos verificar que sea cerrado bajo
el producto, existencia del elemento neutro, la asociatividad y la existencia de

inversos.
Cerradura: Sea o, B € C;, entonces a - € C, ya que

(a-B)'=a"-p'"=1-1=1.

Asociatividad: Dado que el conjunto de C es asociativa, entonces C, también es

asociativa.
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4.6. El Grupo de Galois del Polinomio x" — 1

Seaw, ,v € Cy, entonces (a- (B-7)) = ((«-p) - 7))

Elemento Neutro: El niimero complejo 1 es el elemento meutroen C, y 1" = 1.

Por lo tanto, 1 es el elemento neutro en C,,

Inverso: Para cada a € C,,, existe un a~! € C tal que « - a1l =a"1. 0 =1. Dado

n

ue ¢ = 1implicaquea " =1 or lo tanto, a ! es el inverso de a.
q p q yp

Ademéds, C; es un grupo ciclico dado que w = cos (27”) + isen (27”) es un
generador de C,,. De la teoria de grupos, sabemos que si m es un entero primo
relativo con 7, entonces w™ también es un generador del grupo C,,. Ademés, C,
tiene ¢(n) generadores, siendo ¢ : ZT — Z7 la funcion definida por ¢(n) = s,
donde s es el nimero de enteros positivos menores o iguales a n y primos relativos

con 7. Dicha funcién es conocida como la funcién ¢ de Euler. Concluimos que

existen ¢(n) raices primitivas n-ésimas de la unidad.

Lema 4.5
Si w es una raiz primitiva n-ésima de la unidad, entonces se tiene que

Q1,w,...,w" 1) = Q(w) es el campo de descomposicién del polinomio

f(x) = x™ — 1 sobre Q. Por lo tanto, Q(w) es una extension de Galois de Q.

Demostracién. A partir de la observacioén anterior se verifica dicho lema. O
Definicién 4.8
El polinomio ¢u(x) = (x — wi)(x — w2)...(x — wy(,), donde

W1, Wy, - -, We () SON las raices primitivas n-ésimas de la unidad, se llama el

n-ésimo polinomio ciclotémico.
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Teorema 4.9
El n-ésimo polinomio ciclotémico ¢, (x) es un elemento en Q|x] e irreducible

sobre Q.

Demostracion. El lector puede revisar la demostracion en [3] de la bibliograia. [

Corolario 4.6
El grupo de Galois del polinomio f(x) = x" — 1 sobre Q tiene ¢ (1) elementos.

Demostracién. Si w es una raiz primitiva n-ésima de la unidad, del Lema 4.5,
K = Q(w) es una extensinn de Galois de Q. Por el Teorema 4.9, ¢, (x) es el
polinomio irreducible de w sobre Q. Por lo tanto, el grupo de Galois G(K/Q) tiene
deg(¢,) = ¢(n) elementos. O

Ejemplo 4.15. Encontraremos el grupo de Galois del polinomio f(x) = x® —1
sobre Q. Sabemos que, w = cos () +isen (%) = %\/i + %\/Ez es un generador
del grupo Cg = {a € C | a® = 1}. El campo de descomposicién de f(x) es Q(w) y
el polinomio irreducible ¢g(x) asociado a la raiz primitiva octava de la unidad w

sobre Q es:

BT T T A R B A B ISR B
1 1
(2 22 Lo
=(x4—x2+1)(x4+x2+1)
4 4
1
— 8 0 Z 4
=X X +2x 4

Por lo tanto, ¢g(x) = x® — x° + %x4 — 411 es el polinomio irreducible de w sobre
Q. Para el polinomio f(x) = x® — 1 sobre Q, consideramos las raices primitivas
octavas de la unidad, denotadas como wy, donde k es un entero tal que 1 < k < 7.

Cada una de estas raices estd asociada a un automorfismo T en el grupo de Galois

G(Q(w)/Q), definido como T (w) = wk.
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4.6. El Grupo de Galois del Polinomio x" — 1

Para explorar la accién de algunos de estos automorfismos, observemos

especificamente 72 (w) y 72 (w). Calculamos:

Siguiendo un razonamiento similar, se obtienen los resultados para 73 (w), 72 (w),

T (W), y T (w):

7 (w) =w® =1,
2 (w) = w?,
% (w) = o,
7 (w) = b

Notamos que 72(w) es equivalente a T>(w), ya que w® = 1 implica w’ = w. De

manera similar, se obtienen los productos para otros 7.

O |1 | T2 | T3 |Ta| T | T | Ty
M| || T3 | T4 | T | T | Ty
D | || 1l ||| T
3|3 |Te | T | Ty | T7| T2 T5
o700 e 7R N W e o7 N W e o7 O W B 71
T | T | T2 | T7 | T4 | T | Te | T3
To | T | Ty | T2 1 To | Ty | T2
T7 | T7 | T | T5 | T4 | T3 | T2 | T

Teorema 4.10

El grupo de Galois del polinomio f(x) = x" — 1 sobre Q es isomorfo a U,,.

Luego, el grupo de Galois es Abeliano.

Demostracion. Sea w una raiz primitiva de la unidad. Entonces, K = Q(w) es el
campo de descomposicién de f(x) y [K : Q] = ¢(n). Si o es un elemento en

el grupo de Galois G(K/Q), entonces ¢(w) es una raiz del n-ésimo polinomio
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ciclotémico ¢, (x) y, por lo tanto, existe un entero positivo k tal que ¢'(w) = w* con

(k,n) = 1.

Observemos que, si k = s (mdd n), entonces existe g € Z tal que k = s + nq.
Luego,

o(w) = W = WM = @' (W) = W'

Definamos una funcién ¥ : G(K/Q) — U, por ¥(¢) = k. Sean o, T elementos
en G(K/Q). Existen enteros k, r tales que 0(w) = w*y 7(w) = w" con (k,n) =1y

(r,n) =1.

Demostraremos que ¥ es un homomorfismo de grupos. Dado que

0t(w) = o(t(w)) = o(w") = oc(w)" = (*)" = Wk, entonces
Y(otr)=k-r=k-7="%(0)¥(7).

Demostraremos a continuacion que Y es inyectiva. Si ¥(¢) = 1, entonces
0(w) = w. Un elemento cualquiera p de K = Q(w) es de la forma

B = Z?:(g) a;w', donde ag, ay,...,a,(,_1 son elementos en Q. Ahora,

¢(n)
p(n)-1 . . .
o(B) = Z(:) o(a;w') = Z a,0(w') = 2 aw' = B,

lo cual demuestra que ¢ = idx (donde idk es la funcién identidad de K) y por lo

tanto, ¥ es inyectiva.

Como G(K/Q) y U, son grupos con ¢(n) elementos, entonces ¥ es sobreyectiva.

]

Corolario 4.7
Si p es un nimero primo, entonces el grupo de Galois del polinomio

f(x) = xP — 1 es ciclico com p — 1 elementos.

Demostracion. Por el teorema anterior, el grupo de Galois del polinomio
f(x) = xP — 1 sobre Q es isomorfo a U,. Pero U, = Z, — {0} y dado que Z,
es un campo finito con p elementos, entonces Z, — 0 es un grupo ciclico con el

producto de Z,, con p — 1 elementos. O
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4.7 Solubilidad por Radicales

Teorema 4.11
Sea F un campo y f(x) = x® + ax? + bx + ¢ € F[x]. Entonces f(x) es soluble

por radicales sobre F.

Demostracion. En la seccién 4.5, se estudia que los polinomios f(x) = x3 + ax? +
bx +cyg(x) = x°+ (b — %a2> x + ¢ — 2ab + %a® estdn relacionados por la
siguiente propiedad: Si € C es una raiz de f(x), entonces 5 + %a es una raiz de
g(x),ysiy € C es una raiz de g(x), entonces y — 34 es una raiz de f(x). Por lo
tanto, los campos de descomposicién de f(x) y g(x) son iguales. De esta forma,

para encontrar las raices de f(x), basta con encontrar las raices del polinomio

g(x) = 3+ px+q, 4.1)

donde p = b— 122y q = ¢ — tab+ %a®. Si suponemos que p = 0, entonces
las soluciones de x> + g = 0 ser4n las raices cdbicas de —q. Ahora, si suponemos
que g = 0, entonces las soluciones de x*> + px = x(x?> + p) = 0 serdn 0 y las
raices cuadradas de —p. Podemos suponer que pg # 0. Consideremos la ecuacién
cuadratica

1
2 3
— 3= 4.2
X°+qx — 55p 0, (4.2)
cuyas soluciones son no nulas. Como
1 [, 4 ) 1 /1, 1 4
2( 7+ ”7+27”>_ 2T EV T P

Por lo tanto, las soluciones de esta ecuacion son: —%q +oy — %q —J,donded € C

y % =14’ + 51’

Sea u € C tal que u® = —%q +6.510v= —3%, entonces v° = —%q — J. En efecto,
s P _ P PGI=s
7" (- +e)  27(i— &)
_ P’ P(=39-9) _ 1
- 1 3 0
27(=34—9) p 2
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Ahora, sabemos que

wW+oP=—q y 3uv+p=0. (4.3)

Utilizando estas relaciones, obtenemos que
(u+0P +pu+ov)+qg=u’+*+ Buo+p)(u+0v)+4q=0,

lo que demuestra que u + v es una raiz de (1). Esta solucién se puede escribir como

7_1 Sl L 3+7_1 NP
21N 3T T ogb 217V g7 TP

Si w # 1 es una raiz ctibica primitiva de la unidad, es decir, si w = —% + @i 0
w = —% — @i, entonces se puede verificar que uw + vw? y uw? + vw también
son raices de g(x). O

Ejemplo 4.16. Utilizando el método dado en la demostracién del Teorema 4.11,

encontraremos todas las raices en C del polinomio f(x) = x® + 3ix — 1 —i.
Claramente, p = 3i y g = —1 —i. La ecuacién (4.2) es x> — (1 +i)x +i = 0.
Una solucién de esta ecuacién es § = i. Una raiz cibica deies u = %\/g + %i.
Ahora, v = —tiu = —1 — 21/3i. Las soluciones de f(x) son:
1 1 1 1 .
u+ov= E\/_—E—i‘ (5—5\/5) Z,

2
Uuw +vw? = u —1—1—1\/51' + v —1+1\/§i
2 2 2 2
1 1 1 1
= ——V3—-= —+=V3]i
5 2+<2+2\/_)1

2 2
=1-—1i

5 11 -)\? 1 1 .
U +ow = u ——+§f31 +o ——+§\/§z

Teorema 4.12
Sea F un campo y f(x) = x* + ax® + bx? + cx +d € F|[x]. Entonces f(x) es

soluble por radicales.
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4.7. Solubilidad por Radicales

Demostracién. Sustituyendo x por y — 14 en f(x), obtenemos

1
fly—z0) =y +py’ +ay+r,
donde p = b—3a%,q = c—Jab+ ga® y r = d — Jac — sa* + a?b. A

continuacién, buscaremos g, 7y, € C tales que

v +pyt gy +r =+ By +7) (v — By + ).

Dado que

P +By+ 1) —By+6) =y*+ (v +5— By + (B — B7)y + 9,

entonces

Y+o—B=p p—pr=qyri=r (44
Utilizando estas relaciones, obtenemos que

Bo+2ppt+ (p* —4n)Bt —q" = p° +2(y +0 - BB
+((v+6—p*)? —470)p* — (B0 — B7)* = 0.
Por lo tanto, B2 es una raiz de la ecuacién z3 + 2pz? + (p? — 4r)z — g*> = 0, que
podemos calcular para obtener B. A partir de las relaciones (4.4), obtenemos
v y 6. Luego, calculamos las soluciones de las ecuaciones y> + By + = 0 e
y?> — By + & = 0. Finalmente, al sustituir estas soluciones en x = y — }La, obtenemos

las soluciones de f(x). O

4.7.1 Grupos Solubles

Nota. e Sea G un grupo y H un subgrupo de G, entonces, se dice que H es un

subgrupo normal de G si y sélo si

(Para todo elemento g € G) (Hg = gH)

e Sea H un subgrupo normal de G y sea la operacion (x) definida en G/H de
la siguiente manera aH x bH := abH. Entonces, (G/H; x ) es un grupo y se lo

llama Grupo cociente o grupo factor.
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Capitulo 4. Galois

Definicién 4.9
Un grupo G es soluble si existe una cadena finita de subgrupos

G=NoDN;D...D Ny ={e}
tal que

1. N; sea subgrupo normal de N;_1.

2. N;_1/N; es abeliano.

Corolario 4.8
Todo grupo abeliano es soluble.

Demostracién. Para demostrar que todo grupo abeliano es soluble, podemos

utilizar la definicién de grupo soluble y la propiedad de los grupos abelianos.

Un grupo G se dice soluble si existe una serie de subgrupos:

G:NQDN1DN23...DNk:{€}
donde cada subgrupo N; es normal en N;_; y el grupo cociente N;_1/G; es
abeliano.

Ahora, consideremos un grupo abeliano G. Dado que G es abeliano, todos los
subgrupos de G son normales. Por lo tanto, podemos construir una serie de

subgrupos:

G=NyDNi CNyD...DNy={e}

donde cada subgrupo N; es normal en N;_1.

Veamos ahora si los grupos cociente N;_1/N; son abelianos. Tomemos dos
elementos g1N; y g2N; en el grupo cociente N;_1/Nj. La operacion en el grupo

cociente se define como (¢1N;)(g2N;) = (N1Nz)N;.

Dado que G es abeliano, la operaciéon de multiplicacién en G es conmutativa.
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4.7. Solubilidad por Radicales

Por lo tanto, para cualquier par de elementos g1, g2 en G, se tiene que g182 = $281-
Esto implica que (gng)Ni = (gzgl)Ni = (gZNi)(glNi)-
Por lo tanto, el grupo cociente N;,1/Nj es abeliano para cualquier i.

En conclusién, hemos construido una serie de subgrupos donde cada subgrupo
es normal en el siguiente y los grupos cociente son abelianos. Por lo tanto, todo

grupo abeliano es soluble. O

Ejemplo 4.17. Probaremos a continuacién que el grupo simétrico de grado 3 es

soluble.

Para demostrar que el grupo simétrico de grado 3, S3, es soluble, consideremos

el subgrupo N1 =¢,(1,2,3),(1,3,2).

N; es un subgrupo normal de S3 ya que es cerrado bajo la operacién de

multiplicacién y toma de inversos.
Ahora, consideremos los grupos cociente S3/ N7y Nj /e.

El grupo cociente S3/Nj tiene un orden de 2, ya que Nj tiene 3 elementos y la
identidad e se incluye en N;j. Como cualquier grupo de orden 2 es abeliano, S3/ N

es abeliano.

El grupo cociente Nj /e tiene un orden de 3, ya que Nj tiene 3 elementos y se
excluye la identidad {e}. Como cualquier grupo de orden 3 es abeliano, Ny /e es

abeliano.
Por lo tanto, se ha demostrado que el grupo simétrico de grado 3, S, es soluble.

Nota. Dado el grupo G y los elementos a y b de G, entonces el conmutador de a 'y
b es el elemento a~'b~'ab. El subgrupo conmutador, G’, de G es el subgrupo de G

generador por todos los conmutadores de G.

El grupo G’ es un subgrupo normal de G, ademas el grupo G/G' es abeliano,

pues dados dos elementos, aG' bG’ con a, b € G, entonces

(aG")(bG') = abG' = ba(b"'a~1ab)G' = baG’ = (bG')(aG').

Si consideramos un grupo conmutador de G’ seria G?) = (G’). Este es el
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Capitulo 4. Galois

subgrupo de G generador por todos los elementos (a’) =1 (b') ~1a’b’ donde @/, b’ €
G'. Continuando de esta forma definimos los subgrupos conmutadores mas altos
Gm) = (G(m=1)y,

Lema 4.6

El grupo G es soluble si y sélo si G*

) = {e} para algtn entero k.

Demostracion. Si G es un grupo soluble, existe una cadena
G=NyDN;DN;D...DNy={e}

donde cada N; es normal en N;_1, y donde N;_;/N; es abeliano. Pero entonces, el
subgrupo conmutador Nl-’_1 de N;_; debe estar contenido en N;, es decir, Ni’_1 -

N;j, entonces para cada i se deduce lo siguiente,
Nl D Nl{—l'

Creando asi, una cadena descendente de subgrupos conmutadores, pues, N1 D
N) =G, N, DN} > (G =G, ...,N; 5 GD, {e} = N; D G. De donde
resulta que G*) = {e}.

Reciprocamente, si G = {e},seaNy =G, N1 =G, N, =G",..., Ny = Gk =
{e}. Tenemos G = Ny D N; D ... D Ny = {e} con cada N; normal en N;_;.

Finalmente,
N, GU-1 GGi-1)

N, GO (GU-Dy
luego es abeliano. Asi pues, segtin la definicién de grupo soluble obtenemos que

G es un grupo soluble. O

Corolario 4.9
Si G es un grupo soluble y ¢ : G — G un homomorfismo, donde G es una

imagen homomérfica de G bajo ¢, entonces G es soluble.

Demostracién. Dado que G es una imagen homomérfica de G, es decir, G = ¢(G).

G es un grupo soluble, entonces existe una cadena finita de subgrupos

G=NoDN;DN;D...DNy={e}
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4.7. Solubilidad por Radicales

donde N; es normal tal que G = Ny, Ny = {e} y cada grupo cociente N;_1/Nj es

abeliano.

Para cada subgrupo N; en G el homomorfismo ¢ induce un subgrupo ¢(N;) en G

G =¢(No) D ¢(N1) D ¢(N2) D ... D p(Ny) = {e}.

Como G® = {e} para alguna k, (@(k)) = {e} para la misma k, esto por
homomorfismo de grupos. De donde, de acuerdo con el lema previo, G es

soluble. ]

El siguiente lema es esencial en la prueba de que la familia de grupos S;;, conn >
5, no es soluble, para esto recordemos que el orden de un ciclo con k movimientos
es igual a K. En general el orden de una permutacién ¢ es el minimo comun
multiplo de las longitudes de los ciclos que componen a ¢.

Lema 4.7

Sea G = S, donde n > 5, entonces G paracadak =1,2,..., contiene todo

ciclo de orden 3 de S;, aqui S, es simétrico de grado n.

Demostracién. Observemos primero que para un grupo arbitrario G, si N es un

subgrupo normal de G entonces N’ también es un subgrupo normal de G.

Afirmamos que si N es un subgrupo normal de G = S, donde n > 5, que
contiene todo ciclo de orden 3 en S,,, entonces N’ debe también contener todo ciclo
de orden 3. Supongamos los elementos a = (1, 2, 3), b = (1, 4, 5) de N; entonces

a'=(3,21)yb ! =(54,1),porlo tanto
a v lab=(3,2,1)(54,1)(1,2,3)(1,4,5) = (1,4,2),

como conmutador de elementos de N debe estar en N'. Dado que N’ es un
subgrupo normal de G para cualquier (1) = i1, 7(4) = i y 1(2) = i3, donde
i1, iy e i3 son cualesquiera tres enteros distintos en el rango de 1 a n, entonces
7'[_1(1, 4, 2)7t = (iy, iy, i3) estd en N'. Luego N contiene todos los ciclos de orden
3. Haciendo N = G, que es ciertamente normal en G y contiene todos los ciclos

de orden tres, tenemos que G’ contiene todos los ciclos de orden 3; como G’ es
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normal en G, G” contiene todos los ciclos de orden 3; como G” es normal en G,
G"" contiene todos los ciclos de orden 3. Continuando de esta forma llegamos a la

conclusion de que G) contiene todos los ciclos de orden 3 para cualquier k. [

Teorema 4.13
Su no es soluble paran > 5.

Demostracion. Si G = S, segun el lema previo G*) contiene todos los ciclos de
orden 3 de S,, para todo k. Por tanto, G} # {e} para toda k, de donde G no puede

ser soluble esto por el lema 4.6. O

4.7.2 Ecuacién general de grado n

Definicién 4.10
Sin > 1y Fesuncampoy K = F(ay,...,a,-1) es un campo de fracciones

algebraicas en las indeterminadas ay, . . ., 4,1, llamaremos polinomio general

de grado n sobre K el polinomio
f(x) =x" ‘|'anflxn_1 +...+ax+ag € Flx]

y f(x) = 0 ecuacion de grado n.

Definicién 4.11
Diremos que un polinomio en varias variables es simétrico si queda

invariante bajo cualquier permutacién de sus variables.

Definicién 4.12
Llamaremos polinomios simétricos elementales de Flx1,...,xn] a los
polinomios
so(x1,...xn) =1y sp(xg, ..., x0) = 2 Xiys Xiy - .- Xj parak =1,...n

1§i1<...<ik§1/l
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Ejemplo 4.18. Paran = 2:
so(xl,xz) =1
s1(x1,%2) = x1 + 22

Sz(xpxz) = X1X2

paran =3
So(xl,xzf x3)
s1(x1,x2,x3) = X1 + X2 + X3
$2(x1, X2, X3) = X122 + X1x3 + X2X3
Ss(xl,xzf xs) = X1X2X3
paran = 4:

so(x1,x2, X3, X4

s1(x1, X2, X3, X4 X1+ x2+x3+ x4

X1X2 + X1X3 + X1X4 + X2X3 + XoX4 + X3X4

)
Xy) =
s2(x1, X2, X3, X4)
s3(X1, X2, X3, X4) = X1X2X3 + X1X2X4 + X1X3%4 + X2X3X4
) =

54(x1,x2, X3, X4 X1X2X3X4

Nota. Para los polinomios simétricos elementales K[x1, ..., x| y K[x1, ..., X;41]
. Sn—l—l(xl/ Ry xn+1) = Xp+15n (xlr ceey x?l)

o Sp(x1,. ., Xp11) = Sk(x1, ..., Xn) + Xpa1Sk—1(X1, ..., Xn)

Teorema 4.14
Sea K un campo y s, 51,...,5:; los polinomios simétricos elementales en

K[x1,...,x,] entonces

n

(x—x1)...(x —xy) = Z(—l)”*ksn_k(xl, U P
k=0

Demostracién. Su demostracion la puede encontrar en la siguiente referencia [?]

]
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Nota (Férmulas de Vieta). Sean a1, ...,a, y cy,...,c, nimeros complejos tales que
(x—a)(x—a) - (x—ay) =x"+ x4 o2 .+ oy

Entonces ¢, = (—1)kc7k(tx1, ...,y) para k = 1,...,n. Donde 0} son las sumas

elementales simétricas

Teorema 4.15
Sea F un campo y n > 1. Entonces, el campo de las fracciones

algebraicas simétricas de F(x1,...,x,) es F(s1,...,5,). Ademads, la extension

F(x1,...,%xn)/F(s1,...,5,) es finita de Galois, y su grupo de Galois es Sj,.

Demostracion. Sea p(x) = (x — x1)...(x — x,) entonces p(x) =
Yo o(=1)" s, x(x1,...,x4)x5, luego p(x) € F(sq,...,sq)[x] y dado que
los elementos xy,...,x; son algebraicos sobre F(s1,...,54) y cada una
de las raices son simples (multiplicidad 1) de p(x) por lo tanto, son
separables por lo que F(xy,...,x,)/F(s1,...,5,) es finita de Galois por lo

que o(G(F(x1,...,xn)/F(s1,...,54))) < nl.

Por otro lado si ¢ € S, tenemos que la siguiente aplicacion o
F(x1,...,xn) = F(x1,...,%n) definida por o(p(x1,...,xu)) = p(Xo1), - Xo(n))
es un homomorfismo de campos. Consideramos a continuaciéon
r : Sy, — Automorfismos de F(xy,...,x;) definido como r(¢) = ©. Notar
que r es un homomorfismo inyectivo y dado que S, deja fijos los elementos de
F(s1,...,54) tenemos un monomorfismo de S, en F(x1,...,x,)/F(s1,...,5u) por

lo que n! = o(S,,) > o(G(F(x1,...,%4)/F(s1,-..,51))), pero dado que
o(G(F(x1,...,x4)/F(s1,...,51))) > n!
tenemos que S, = o(G(F(x1,...,xn)/F(s1,...,54))), por lo tanto

Sn = G(F(x1,...,xn)/F(s1,-..,54))
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Teorema 4.16
Sea F un campo caracteristica cero. Entonces el grupo de Galois de polinomio

general de grado n sobre F es isomorfo a Sj,.

Demostracion. Sean ay,...,a,_1 los coeficientes de f,(x) y sean ay,...,a, las
raices de f,(x) en una extension de F(ay, ...,a,) luego tenemos que el campo
de descomposicion de f,(x) sobre F(a,,...,a,-1) es F(ag,...,an,a1,...,a,) y asi
tenemos que f,(x) = (x —a1)...(x —ay) porloque ay = (—1)"Ks,_(ay,...,a,)
para k = 0,...,n — 1. Consideremos el siguiente homomorfismo de anillos
¢ : Flag,...,a,—1] — F[(=1)"sy,...,—s1] definido de la siguiente manera
¢(h(ag,...,a,-1)) = h((—1)"sy, ..., —s1). Ahora veamos que este homomorfismo

es inyectivo si

$(h(ag,...,a0-1)) = ¢(g(ao,...,a,-1))
h((=1)"sy,...,—s1) = g((—=1)"sp, ..., —s1),

expandimos las funciones y usamos las raices de p(x). Por lo tanto

h((=1)"su(a1, ..., &n), ..., —s1(a1, ..., 00)) = g((=1)"sp(a1, ..., an), ..., —s1(1,...,an))
h(ag,...,an-1) = g(ao,...,a5-1)
para que sea sobreyectiva debemos probar que para cada elemento b € B existe a

tal que ¢(a) = b, donde ¢ : A — B.
Dado un polinomio & en F[(—1)"s,, ..., —s1] que podemos expresar
h=h((=1)"sy,...,—51)
existe un elemento g € Flay,...,a,_1], tenemos
h=h((-1)"sy,...,—s1)
expandimos las funciones a las raices algebraicas a7, .. ., a,, entonces

h((=1)"sp(a1, ..., an), ..., —s1((a1,...,an))
= h(ao,...,a,_1), € Flag,...,a,_1]
por lo que hemos demostrado es sobreyectiva. Asi, ¢ es un isomorfismo

de anillos, lo que se puede extender a un isomorfismo ¢’ de F(ay,...,a,_1)
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en F((—1)"s,,...,—s1) y este a otro isomorfismo ¢" de F(ag,...,a,_1)[x] en

F((=1)"sy,...,—s1)[x], asi
" (fn(x)) = 2" —sx" L4+ (1) = (x —x1) ... (x — xy).

Por ultimo como F(ag,...,a,-1,&1,...,&,) es el campo de descomposicion de
fn(x) sobre F(ag,...,a,-1)y F(x1,...,x,) es el campo de descomposcién de la

imagen isomorfica de f,(x) sobre F(sy,...,s,) tenemos que
F(ag,...,an_1,01,...,&,)/F(ag,...,ay,_1) = F(x1,...,%xn)/F(s1,-..,5n)
y asi también sus respectivos grupos de Galois, por el teorema previo sabemos que
G(F(x1,...,x0)/F(s1,...,51)) = Sy
entonces, el grupo de galois de f, es S;, es decir,

G(F(QOI' v lAp—1,%1, .. ~/‘Xn)/F(a(),. . .,an,l)) & Sn

4.7.3 Extensiones radicales

Definicién 4.13
Una extension K de un campo F se dice que es una extension radical de F, si

existe una cadena de subcampos

F=FRhCRC..CE=E

talquei=1,2,...,r, tenemos F; = F;_q(a;) y oc?i € F_4.

Ejemplo 4.19. Queremos demostrar que Q(y/1 + v/2) es una extensién radical

de Q. Comencemos observando que (v/1+12)2 = 1++v2 € Q(vV1++2),
lo cual significa que v/2 estd en Q(1/1+ v/2). Por lo tanto, Q(v/1+v2) =

Q(V2,V1+V2).

Ahora, para demostrar que Q(\/E, Vv1+ \/5) es una extension radical de Q,
necesitamos mostrar que ambos V2 y (V1+ \/E)2 estdn en Q(\/E, vV1+ \/E)
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1.v2 € Q(v/2, V1 +v/2): Esto es evidente ya que estamos incluyendo v/2 en la

extension.

2. (V1+v2)2 € Q(vV2,V1+V2):
(V1+v2)2=1+V2

Ya que 1+ /2 ya estd en Q(v/2,1/1++/2), esto demuestra que (/1 + 1/2)?

también esta en la extension.

Al incluir tanto v/2 como (V1+ \/5)2 en Q(\/E, V1+ \/E), podemos concluir
que Q(v/1+ v/2) es una extension radical de Q.

Definicién 4.14
Si f(x) € F[x]|, entonces es soluble por radicales si existe una extension

radical L de F tal que f se descompone sobre L.

Lema 4.8
Supongamos que el campo F tenga todas las raices n-ésimas de la unidad

y supongamos que a4 # 0 estd en F. Sea x" — a € F[x] y sea K su campo de

descomposicion sobre F. Entonces
1. K = F(u) donde u es cualquier raiz de x" — a.

2. El grupo de galois de x" — a sobre F es abeliano.

Demostracién. Dado que F contiene todas las raices n-ésimas de la unidad, es decir,
contiene a w = e’ ; notese que w" = 1perow™ # 1para0 <m < n.Siu € Kes
cualquier raiz de n" — a, entonces u, uw?, ..., uw" 1 son todas las raices de x" — a.
Que sean raices es evidente, ahora probaremos que dichas raices sean distintas,
para esto tenemos que w’u = wu con < p < g < n, entonces debido a que
u#0y (wP —wl)u =0, debemos tener que w? = w1 lo que es imposible ya que
wT P =1conl < p < g < nesto por la observacién 4.6. Luego dado que w € F,
todos los u, uw?, ..., uw" ! esten en F(u), asi F(u) descompone a x" — a. Ademads

F(u) es el campo més pequeiio que contiene a F y a u y al contener a w también
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debe contener a uw'. Por lo tanto, el campo F(u) es el campo de descomposiciéon

de x" —ayasi K= F(u).

Si T, 0 son dos elementos cualquiera de x" — 4, es decir, si T, ¢ son automorfismos
de K = F(u) que dejan todos los elementos de F fijos, entonces como tanto o(u) y
7(u) son raices de x" — a, c(u) = w'u y T(u) = w/u. Si F contiene a las raices de

unidad, entonces

Por lo tanto, ot y To coinciden sobre u y sobre F, de donde, en todo K = F(u). Asi
0T = 70 entonces el grupo de Galois es abeliano, es decir, G(K/F) es abeliano, en

particular es soluble esto por el Corolario 4.8. O

Teorema 4.17
Si p(x) € F[x] es soluble por radicales sobre F, entonces el grupo de Galois

sobre F de p(x) es un grupo soluble.

Demostracion. Consideramos K como el campo de descomposicion de p(x) sobre

F, el grupo de Galois de p(x) sobre F es G(K/F).

Dado que p(x) es soluble por radicales, entonces existe una extension radical, es
decir,

F C Fl = F(oci) C P2 = Fl(Oéz) C...C Pk = Fk_l(ock),

donde a'' € F(ay), a}f € F_; y donde K C F. Sin pérdida de generalidad
1 k y p &
podemos suponer que Fy es una extensién normal de F, esto dado que F; es una

extension finita de F tal que F es el campo fijo de G(K/F).

Como extension normal de F, Fy es también una extensién normal de cualquier

campo intermedio, de donde F; es una extensién normal de cada una de las F;.

Luego por el lema previo todo F; es una extensién normal de F;_; y debido a que
Fi es una extensién normal de F;_; de acuerdo con el Teorema Fundamental de la

Teoria de Galois G(Fi/F;) es un subgrupo normal en G(F,/F;_1).
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Continuando con la demostraciéon consideramos la cadena
G(Fk/P) C G(Fk/Fl) cC...C G(Fk/kal) C {6},‘

entonces cada grupo es un subgrupo normal en el que le precede.

Como F; es una extension normal de F;_; de acuerdo con el Teorema Fundamental

de la Teoria de Galois 4.7, el grupo de Galois de F; es isomorfo a
G(F/F-1)/G(F/F),

pero segun el lema previo G(F;/F;_1) es un grupo abeliano. Asi, todos los grupos
cocientes G(Fy/F;_1)/G(F¢/F;) de la cadena es abeliano. Por lo tanto, el grupo
G(F;/F) es soluble.

Finalmente, dado que K C F es una extensién normal de F (por ser un campo de
descomposicion ) segun el Teorema Fundamental de la Teoria de Galois G(F;/K)

es un subgrupo normal de G(F;/F) y G(K/F) es isomorfo a

G(F¢/F)/G(E/K).

Asi pues, G(K/F) es una imagen homomorfica de G(F,/F) que es un grupo

soluble. Por lo tanto el grupo de Galois G(K/F) de p(x) sobre F es soluble.
El recproco de este teorema se puede encontrar en la referencia proporcionada

[?]. ]

Recordemos que un polinomio general de grado n sobre F se entiende como

p(x) = x" +a;x" "1 + ... 4+ a, y cerrado con el teorema clasico de Abel.

Teorema 4.18
El polinomio general de grado n > 5 no es soluble por radicales.

Demostracion. En el Teorema ?? demostramos que el Grupo de Galois de un

polinomio general de grado 7 es isomorfo a S;,.

Luego por el Teorema ?? S;, no es un grupo soluble para n > 5y finalmente por

el Teorema ?? p(x) no es soluble por radicales. O
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Conclusiones

e A partir del andlisis de la teoria de Galois, mediante la revisiéon de
material bibliografica especializado, se logré generar una monografia sobre
la insolubilidad de ecuaciones algebraicas de grado mayor o igual a cinco por

medio de radicales.

e La examinacién de los documentos especializados sobre la teoria de Galois,

permiti6 la comprension de dicha teoria.

e El estudio de la Teoria de Galois aplicada a la insolubilidad de ecuaciones
algebraicas de grado mayor o igual a cinco por medio de radicales, ofrece a los
estudiantes explorar y comprender un tema especifico que no se ve en los cursos

regulares de pregrado.

e La monografia, resultado de este trabajo sevird como fuente de conocimiento
valioso para los estudiantes, sobre lo que es la teoria de Galois aplicada a la
insolubilidad de ecuaciones algebraicas de grado mayor o igual a cinco por

medio de radicales.
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