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RESUMEN

En la ESPOCH, no hay evidencia de la existencia de informacién sobre la eliminacién de
cuantificadores, lo cual dificulta a que estudiantes interesados en clasificar y construir estructuras
matematicas, puedan iniciar sus investigaciones. Por lo tanto, el objetivo de la presente investigacién
fue realizar un anélisis de la teoria de eliminacién de cuantificadores mediante la presentacion de
definiciones, ejemplos y demostracion de teoremas, con el fin de elaborar una monografia que
pueda servir como material bibliografico para los estudiantes de la Carrera de Matemética de
la ESPOCH, y a todas aquellas personas interesadas en comprender este tema. La metodologia
implementada tuvo un enfoque cualitativo y se utilizé un estudio descriptivo, con el fin de analizar
y describir los tépicos mds relevantes sobre eliminacién de cuantificadores, y se aplicé un disefo
de tipo documental, porque implicé un proceso basado en la buisqueda, recuperacion y analisis
critico de contenidos relevantes. Mediante esta metodologia se logré determinar que la técnica
de eliminacién de cuantificadores ayuda a simplificar utilizando en l6gica matemadtica, teoria de
modelos y teoria de la computacién. Se pud6é demostrar que ciertas teorias admiten eliminacién
de cuantificadores, haciendo més facil demostrar que dichas teorias son decidibles, definibles y
completas. En este contexto se concluye que la técnica de eliminacién de cuantificadores sintentiza
mucho el estudio de teorias que cuentan con propiedades tales como la decidibilidad, definibilidad

y completitud.

Palabras clave: <MATEMATICA>, <LOGICA>, <CUANTIFICADORES>, <TEORIA DE
MODELOS>, <MONOGRAFIA>.
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SUMARY/ABSTRACT

ESPOCH does not have any evidence on the existence of information regarding quantifier
elimination, which impedes students interested in classifying and building mathematical structures
to initiate their research. Therefore, the aim of this research was to perform an analysis on the
theory of quantifier elimination by presenting definitions, examples and proof of theorems, in
order to develop a monograph to be used as bibliographic material for students of Mathematics
at ESPOCH, and all those students interested in understanding this topic. The methodology
implemented had a qualitative approach and used a descriptive study to analyze and describe
the most relevant topics on quantifier elimination. In addition, a documentary type design was
applied, since it implied a process based on the search, recovery and critical analysis of relevant
contents. By means of this methodology it was possible to determine that the quantifier elimination
technique helpsin the simplification process mathematical logic, model theory and theory of
computation. It was possible to evidence that certain theories admit quantifier elimination, making
it easier to demonstrate that such theories are decidable, definable and complete. In this context it is
concluded that the quantifier elimination technique greatly synthesizes the study of theories that

have properties such as decidability, definability and completeness.

Keywords: <MATHEMATICS>, <LOGIC>, <QUANTIFIRS>, <MODEL THEORY>,
<MONOGRAPH>.

Lic. Paul Rolando Armas Pesdntez Mgs.
0603289877
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INTRODUCCION

La eliminacién de cuantificadores es un tema de la 16gica matematica y la teoria de modelos que
tiene sus raices en el siglo XIX y se ha desarrollado a lo largo del siglo XX. Los fundamentos
de este campo se encuentran en los trabajos de matemdticos y 16gicos como Gottlob Frege,
Georg Cantor, David Hilbert y otros. El problema fundamental que aborda la eliminacién de
cuantificadores es como expresar afirmaciones matemdticas que involucran cuantificadores en
términos de expresiones sin cuantificadores. Esto es relevante para la 16gica y la matemética porque
permite demostrar propiedades y relaciones entre objetos matematicos de una manera mas simple.
Uno de los primeros pasos significativos en el estudio de la eliminacién de cuantificadores fue el
trabajo de Giuseppe Peano a fines del siglo XIX, que buscaba axiomatizar la aritmética y reducir

las afirmaciones aritméticas a formulas l6gicas mas bésicas.

El presente trabajo de investigacén se sumerge en el fascinante mundo de la eliminacién de
cuantificadores en el contexto de las teorias formales de primer orden. La idea fundamental detras
de este concepto es la capacidad de transformar cualquier férmula de un lenguaje de primer orden,
que haga uso de cuantificadores existenciales (3) o universales (V), en otra férmula equivalente
dentro de una teoria T especifica, prescindiendo de dichos cuantificadores.

En términos mas formales, la eliminacién de cuantificadores se manifiesta como una propiedad
deseable de una teoria 7, demostrando que para cada férmula de primer orden ¢ (V) en el lenguaje
de la teoria, existe, en el mismo lenguaje, una férmula sin cuantificadores, representada por ¢'(V) y
l6gicamente a @ (V). Esta propiedad estd respaldada por la capacidad de la teoria para demostrar la

equivalencia entre ambas férmulas; es decir,

T+ Vi(e(¥) <= ¢'(V)).

El interés en la eliminacién de cuantificadores se enmarca en la bisqueda de una comprensién mas
profunda y eficiente de las teorias formales, permitiendo una representacion mds clara y manejable
de sus propiedades. Este trabajo de investigacion se embarca en explorar definiciones, teoremas y
aplicaciones précticas de la eliminacién de cuantificadores, destacando su importancia en la lgica
matematica y teoria de modelos. Ademds, este trabajo se presenta como un andlisis académico para
el entendimiento y la aplicacién de la eliminacién de cuantificadores, con el propdsito de contribuir
al conocimiento en légica matematica y brindar una perspectiva integral a estudiantes, académicos

y profesionales interesados en este campo de estudio.



CAPITULO I

1. PROBLEMA DE INVESTIGACION

1.1. Planteamiento del Problema

La eliminacién de cuantificadores presenta algunos desafios debido a su abstraccién matemdtica y
su complejidad tedrica. Para iniciar estudios sobre la técnica de eliminacién de cuantificadores se
requiere una comprension profunda de la 16gica matematica.

En la ESPOCH, no hay evidencia de la existencia de una monografia sobre la eliminacién de
cuantificadores, lo cual dificulta que estudiantes interesados en clasificar y construir estructuras

matematicas, puedan iniciar sus investigaciones.

1.2. Objetivos

1.2.1. Objetivo General

Analizar la teoria de eliminacién de cuantificadores mediante la presentacion de definiciones,
ejemplos y demostracion de teoremas con el fin de elaborar una monografia que pueda servir como
material bibliografico para los estudiantes de la Carrera de Matemdtica de la ESPOCH, y a todas

aquellas personas interesadas en comprender este tema.

1.2.2. Objetivos especificos

e Aplicar técnicas de busqueda de informacién que involucren la identificacién de palabras
clave, con el propésito de localizar fuentes bibliograficas relevantes sobre la eliminacién de

cuantificadores.

e Analizar la bibliografia hallada sobre eliminacién de cuantificadores, mediante una lectura critica,

para seleccionar la bibliograffa mas relevante sobre la eliminacién de cuantificadores.

e Determinar los contenidos mds relevantes sobre la eliminacién de cuantificadores, a través de un
andlisis critico de contenidos, con el fin de resumir y sintetizar la informacién de manera més

efectiva.

e Recopilar informacién precisa y detallada sobre la eliminacién de cuantificadores, para
posteriormente redactar una monografia que tendrd una estructura y metodologia basada en

"Monografia Guia"de (OBI, 2018).



e Redactar una monografia sobre eliminacién de cuantificadores, utilizando el editor de texto
IATEX, con el fin de proporcionar un recurso completo y de alta calidad para los estudiantes de la

carrera de matematica de la ESPOCH.

1.3. Justificacion

La eliminacién de cuantificadores es un tema fundamental en l6gica matemdtica en general,
y la teoria de modelos en particular. Este proyecto de titulacion busca explorar a profundidad
los resultados més relevantes en este campo, brindando una comprensién mas sélida de las bases
tedricas que sustentan importantes dreas de investigacion. El presente Trabajo de Titulacién pretende
documentar y resaltar la teorfa de eliminacién de cuantificadores. Como producto final, se generara
una monografia que servird como referente y guia para los estudiantes de la carrera de matematica,

facilitando su consulta en el futuro.



CAPITULO 11

2. MARCO TEORICO

Dentro de la bisqueda selecta sobre la eliminacién de cuantificadores se puede observar en varios
libros (ver por ejemplo (David Marker, 2002), (Rene Cori y Daniel Lascar, 2006) y (Maria Manzano, 2006)) la
mencién de que el trabajo fundamental del matematico consiste en examinar estructuras, sugerir
propiedades que puedan corresponder a éstas y preguntarse si dichas propiedades se satisfacen o no.
Tras una lectura critica, se puede observar la gran dificultad en entender el tema de eliminacién
de cuantificadores, ya que son temas muy abstractos y que se debe tener una amplia gama de
conocimientos previos.

Las férmulas 16gicas que involucran cuantificadores afaden un nivel de complejidad que puede
obstaculizar su andlisis y manipulacién. Los cuantificadores, ya sean universales o existenciales,
introducen la idea de generalidad o existencia en las proposiciones l6gicas, generando capas
adicionales de abstraccion y ambigiiedad. Esto da lugar a desafios que trascienden las férmulas
proposicionales mds simples, ya que los cuantificadores tienen la capacidad de expresar relaciones
entre variables y conjuntos de manera abstracta y amplia.

La dificultad tambien se presenta en la complejidad al acceso de informacion, pues la bibliografia
escencial se encuentra en otros idiomas (inglés por lo general) lo que limita su estudio de una
manera eficaz, ya que es un trabajo extra poder comprender la teoria en dicho idioma.

En (David Marker, 2002) la eliminacién de cuantificadores se estudia en el capitulo 3, posterior al
estudio de estructuras y teorfas. La notacién que utiliza es comprensiva y es muy similar a la
de (Rene Cori y Daniel Lascar, 2006), lo cual ayuda a comprender mucho mejor la teoria, su analisis y
estudio.

En (Marfa Manzano, 2006) se trata la eliminacién de cuantificadores en el capitulo 7, su estudio no es
muy profundo; ademads, su notacién es confusa y poco didéctica, lo que dificulta su entendimiento.
En (Annalisa Marcja y Carlo Toffalori, 2003) presenta la eliminacién de cuantificadores en el capitulo 2,
su notacién es mds comprensiva en comparacién con (Marfa Manzano, 2006), su estudio se basa en
ejemplos y en algunas aplicaciones, las cuales seran analizadas en el transcurso de la redaccién de

la monografia que se realizara.

2.1. Elaboracion de Monografia en Matematica

La elaboracion de una monografé presenta un desafio significativo, por lo tanto, la planificacién

resulta crucial. Es fundamental que se inicie la redaccién lo antes posible y se comunique con sus

4



asesores ante cualquier dificultad que se presente.

Antes de iniciar el proceso de redaccidn de una monografia en Matematica se recomienda realizar
una bisqueda exhaustiva de fuentes primarias y secundarias del tema que se va ha estudiar.
Segtin (OBI, 2018), en el &mbito de la Matematica, el titulo de la monografia tiene la capacidad de
presentar de manera evidente el tema u objetivo del trabajo. Se aconseja que no sea excesivamente
extenso y que cualquier aclaracién necesaria se proporcione al inicio de la monografia. Ademads, se
debe incluir una indicacién clara de las areas y técnicas matematicas que se abordaran.

Al recopilar bibliografia especializada, se recomienda buscar fuentes que aborden tanto el tema de
estudio como los obstaculos matematicos especificos en relacion con el tema que se estd estudiando.
La integracién de estas técnicas fortalecen la argumentacién y hacen que la monografia sea mas
accesible para las personas al que estd dirigido.

La construccién de una monografia bien estructurada requiere no solo de una profunda indagacién
en la bibliografia especializada, sino también de la aplicacién de herramientas y técnicas que

mejoren la claridad y coherencia de los argumentos matemaéticos.



CAPITULO 111

3. MARCO METODOLOGICO

3.1. Descripcion de enfoque, alcance, diseiio, tipo, métodos, técnicas e instrumentos de

investigacion empleadas

El proyecto de investigacion se centré en el andlisis cualitativo, adoptando una perspectiva que
implicé una selecta revision bibliografica sobre la eliminacién de cuantificadores, utilizando como
recurso libros cuidadosamente elegidos. En el marco de esta iniciativa, se llevé a cabo un estudio
descriptivo, orientado a examinar detenidamente y describir con detalle los temas mds relevantes
relacionados con la eliminacién de cuantificadores. Este enfoque se sustenté en la meticulosa
eleccion de bibliografia destacada y especializada en la temdtica, con el propdsito de asegurar una
base s6lida y comprensiva para el andlisis.

El disefio que se aplicé es de tipo documental, porque implicé un proceso basado en la biisqueda,
recuperacion y andlisis critico de contenidos relevantes dentro del marco de una investigacién
cualitativa. En consecuencia, se aplicé mecanismos de bisqueda, recopilacién, organizacion y
andlisis de la informacidn relacionada con el tema en cuestion.

Dentro de estd perspectiva, en estd investigacion se realizé las siguientes actividades.
1) Recopilacién y organizacién de informacidn relacionada con la eliminacion de cuantificadores.

ii) Revision del material bibliografico recopilado en la etapa anterior. En estd actividad, con el
objetivo de identificar las mejores fuentes de consulta, el material bibliografico se ordené y
clasificé, segtin los objetivos proporcionados en la investigacion. Posteriormente, se analizé

rigurosamente todas aquellas fuentes que son mds significativas para la investigacion.

iii) Redaccién de la monografia con revisiones por capitulos especificamente, una vez
comprendida la informacién seleccionada, se redactd los primeros borradores de cada capitulo

correspondiente al tema de investigacidn, realizando revisiones en cada uno de ellos.

Los instrumentos que fueron utilizados en el trabajo de investigacién abarcan tanto libros
tradicionales como libros virtuales, bibliografia virtual y dispositivo electrénico (computadora),
finalmente la monografia fue escrita con el editor de texto I&IEX, que es un sistema de composicion

tipografica de alta calidad en la escritura para matemaética.



CAPITULO IV

4. MARCO DE ANALISIS E INTERPRETACION DE RESULTADOS

4.1. Resultado derivado del trabajo de investigacion

Como resultado derivado del trabajo de investigacion, se obtuvo una monograffa titulada
"Dominando la l6gica, una exploracion de la eliminacion de cuantificadores”, las ideas y aportes que
se establecié toman importancia y pueden ser consultadas por todas aquellas personas interesadas
en estudiar la teorfa investigada. Al analizar y comprender la informancion selecta, se realiz6 la
redaccién de los primeros borradores de cada capitulo correspondiente al tema de investigacion,

posterior se realizo la redaccién de la monografia. La monografia estd organizada en cinco capitulos:

Capitulo 1: Lenguajes de primer orden y estructuras.

Capitulo 2: Eliminacion de cuantificadores.

Capitulo 3: Ordenes lineales discretos y ordenes lineales densos.

Capitulo 4: Campos algebraicamente cerrados

Capitulo 5: Eliminacién-pp de cuantificadores y médulos.

4.2. Procesamiento, analisis e interpretacion de resultados

El interés por la eliminacién de cuantificadores surgié antes del nacimiento oficial de la teoria de
modelos, Lowenheim y Skolem presentaron procedimientos a principios del siglo XX que traducian
féormulas a una forma maés simple, evitando los cuantificadores. Langford, en 1927, proporciond
ejemplos explicitos de eliminacién de cuantificadores en algunas estructuras algebraicas concretas,
especificamente en 6rdenes lineales discretos y densos. Los primeros resultados y los teoremas de
Tarski enfatizaban la decibilidad como un objetivo clave.

La eliminacién de cuantificadores se percibia como un paso hacia la decibilidad, con el tiempo,
el énfasis en la decibilidad disminuy6 es asi que hubo un cambio hacia un creciente interés en la
definibilidad como tema principal en la interseccion entre Teoria de Modelos y la eliminacién de
cuantificadores. Es por ello que se destaca que la definibilidad se convirti6 en el tema principal
donde convergen la Teoria de Modelos y la eliminacién de cuantificadores, no solo se trata de la
decibilidad, sino también de cdmo las estructuras pueden ser definidas de manera efectiva. También

se observé que la Teoria de eliminacién de cuantificadores es fundamental para establecer que las



teorfas son definibles y completas. Lo cual contempla el estudio de propiedades de una manera méas
sencilla y factible.

El proyecto de invetigacion generé una monografia que esta estructurada en 5 capitulos, los cuales
son organizados de acuerdo a la necesidad de comprensién y de la complejidad de los temas. Por
ende el primer capitulo consta de preliminares y un estudio de la l6gica, donde se abordaron temas
tales como, lenguajes de primer orden, estructuras y teorias. El segundo capitulo es el tema central
y primordial, pues se estudia la teoria de eliminacién de cuantificadores, donde se estudia las
definiciones asi como también un lema fundamental para reducir férmulas y establecer cémo una
teorfa admite eliminacién de cuantificadores. Los capitulos tercero, cuarto y quinto estan dedicados
a ilustrar varios ejemplos clave de eliminacién de cuantificadores, empezando por los mds antiguos
(los resultados de Langford sobre los 6rdenes lineales discrétos o densos) hasta llegar a los que
probablemente sean los mas clasicos y célebres (los procedimientos de eliminacién de Tarski para
los campos reales y complejos). Se tratd también otros conjuntos de eliminaciones (en particular, la
eliminacién de pp-férmulas para médulos sobre un anillo dado).

Para obtener informacién mas detallada sobre la monografia, se recomienda consultar el Anexo A.



CAPITULO V

5. CONCLUSIONES Y RECOMENDACIONES

5.1. Conclusiones

Luego de culminar el trabajo de investigacién se pueden ver algunas conclusiones:

1. La aplicacién de técnicas de bisqueda de informacién que incluyan la identificacién de palabras
clave fue esencial para localizar fuentes bibliograficas pertinentes sobre la eliminacién de
cuantificadores. Al utilizar palabras clave especificas relacionadas con el tema, se optimizé la
bisqueda y se aument6 las probabilidades de encontrar informacién relevante. Este enfoque
permitié centrarse en el estudio directamente relacionada con la eliminacién de cuantificadores

en lugar de explorar ampliamente temas no pertinentes.

2. El andlisis critico de la bibliografia sobre eliminacién de cuantificadores ha llevado a la
identificacion y seleccidn de las fuentes mas relevantes y valiosas para la investigacion. Este
proceso no solo contribuyé a la calidad y solidez del estudio, sino que también orienté6 la
investigacién hacia areas especificas de interés y relevancia en el &mbito de la eliminacion de

cuantificadores.

3. El proceso de determinar los contenidos més relevantes implic6 una evaluacidn critica, seleccion

cuidadosa y sintesis eficiente de la informacién relacionada con la eliminacién de cuantificadores.

4. La combinacién de una recopilacién detallada de informacién sobre la eliminacién de
cuantificadores y la implementacién de la metodologia del libro "Monografia Guia"de (OBI, 2018)
establecié un sélido fundamento para la redaccion de la monografia académica estructurada y

metodoldgicamente respaldada.

5. La elaboracién de una monografia sobre la eliminacién de cuantificadores representard un
valioso recurso para los estudiantes de la carrera de matematica en la ESPOCH. La monografia
se presenta como un documento completo y de alta calidad que sirvird como guia integral para
comprender y aplicar los procedimientos relacionados con la eliminacién de cuantificadores en

el contexto de la Teoria de Modelos.



5.2. Recomendaciones

Como recomendacion final, se sugiere profundizar en otras teorias y algoritmos que complementen
y enriquezcan la comprensién de la eliminacién de cuantificadores. De igual modo se sugiere lo

siguiente:

1. Aplicar técnicas de bisqueda de informacién que incluyan la identificacién de palabras clave,
ya que este enfoque ayudo a optimizar la bisqueda y aument6 las probabilidad de encontrar

informacién relevante.

2. Realizar un andlisis critico de la bibliografia de los temas de investigacion para identificar y
seleccionar las fuentes mds relevantes. Este proceso contribuird a la calidad y solidez del estudio,

ademds de orientar la investigacion hacia areas especificas de interés y relevancia.

3. Llevar a cabo una evaluacion critica, una seleccion selecta y una sintesis de la informacion. Esto

permitird determinar los contenidos mas importantes.

4. Seguir el enfoque presentado en el texto "Monografia Guia"de (OBI, 2018), para la redaccién de
la monogafia. De esta forma se tiene un sélido fundamento metodolégico para la escritura de

una monograffa de matematica.

5. Utilizar el editor de texto IATEX para la elaboracion de la monografia. Ya que este software se
caracteriza por generar documentos de alta calidad, sobre todo en ambientes que manejan gran

catidad de formulas matematicas.
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Resumen

En la ESPOCH, no hay evidencia de la existencia de informacion sobre la eliminacion de
cuantificadores, lo cual dificulta que estudiantes interesados en clasificar y construir estruc-
turas matemdticas, puedan iniciar sus investigaciones, por lo tanto, el objetivo de la presente
investigacion fue realizar un andlisis de la teoria de eliminacion de cuantificadores mediante
la presentacion de definiciones, ejemplos y demostracion de teoremas con el fin de haber
elaborado una monografia que pueda servir como material bibliogrdfico para los estudiantes
de la Carrera de Matemadtica de la ESPOCH, y a todas aquellas personas interesadas en
comprender este tema. La metodologia implementada tuvo un enfoque cualitativo y se utilizo
un estudio descriptivo, con el fin de analizar y describir los topicos mds relevantes sobre
eliminacion de cuantificadores, y se aplico un diserio de tipo documental, porque implico
un proceso basado en la biisqueda, recuperacion y andlisis critico de contenidos relevantes.
Mediante esta metodologia se logro determinar que la técnica de eliminacion de cuantifica-
dores ayuda a simplificar utilizando en l6gica matemdtica, teoria de modelos y teoria de la
computacion. Se pudo demostrar que ciertas teorias admiten eliminacion de cuantificadores,
haciendo mds fdcil demostrar que dichas teorias son decidibles, definibles y completas. En
este contexto se concluye que la técnica de eliminacion de cuantificadores sintentiza mucho
el estudio de teorias que cuentan con propiedades tales como la decidibilidad, definibilidad y

completitud.



Abstract

ESPOCH does not have any evidence on the existence of information regarding quantifier
elimination, which impedes students interested in classifying and building mathematical
structures to initiate their research. Therefore, the aim of this research was to perform an
analysis on the theory of quantifier elimination by presenting definitions, examples and proof
of theorems, in order to develop a monograph to be used as bibliographic material for students
of Mathematics at ESPOCH, and all those students interested in understanding this topic. The
methodology implemented had a qualitative approach and used a descriptive study to analyze
and describe the most relevant topics on quantifier elimination. In addition, a documentary
type design was applied, since it implied a process based on the search, recovery and critical
analysis of relevant contents. By means of this methodology it was possible to determine that
the quantifier elimination technique helpsin the simplification process mathematical logic,
model theory and theory of computation. It was possible to evidence that certain theories
admit quantifier elimination, making it easier to demonstrate that such theories are decidable,
definable and complete. In this context it is concluded that the quantifier elimination technique
greatly synthesizes the study of theories that have properties such as decidability, definability

and completeness.



Introduccion

La légica matemdtica y la teoria de modelos se han beneficiado significativamente
de la evolucion de conceptos y técnicas que permiten abordar de manera mas eficiente
y profunda la expresion de proposiciones cuantificadas. Entre estas, la eliminacion de
cuantificadores ha emergido como un area fundamental que desempefia un papel crucial en
la simplificacién y comprensién de enunciados matemédticos complejos. La capacidad de
encontrar formulas que involucran cuantificadores universales y existenciales, a férmulas
sin dichos cuantificadores han revolucionado la resolucién de problemas y la demostracién
de teoremas.

Esta monografia se sumerge en el mundo de la eliminacién de cuantificadores, exploran-
do técnicas y herramientas utilizadas para transformar afirmaciones légicas cuantificadas
en férmulas equivalentes sin cuantificadores.

Se examinara la relacion entre la eliminacion de cuantificadores y la teoria de orden
lineal discreto, que proporciona herramientas para entender las estructuras ordenadas
discretas y sus propiedades fundamentales. Ademads, exploraremos su conexién con la
teoria de orden lineal denso, ofreciendo perspectivas adicionales para la resolucion de
problemas cuantificativos en entornos mas amplios. También se estudiard la aplicacién de
la eliminacién de cuantificadores en campos algebraicamente cerrados, destacando cémo
esta técnica ha permitido simplificar y clarificar los enunciados en este contexto especifico.
Se abordaré las pp-férmulas, profundizando en su relevancia y aplicacién en la eliminacién
de cuantificadores, ofreciendo asi una vision mds completa y detallada de los elementos

que componen este intrigante campo de estudio.
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1. Lenguajes de primer orden y estructuras

1.1 Lenguaje de primer Orden

El trabajo fundamental del matemdtico es examinar estructuras, sugerir propiedades que

podrian pertenecer a ellas y preguntar si estas propiedades se satisfacen o no [4].

En la I6gica matematica, los lenguajes de primer orden juegan un papel fundamental en el
andlisis y la descripcion de diversas estructuras matemadticas. Aunque en esta seccidon nos
detendremos en explicar detalladamente cada uno de estos conceptos, proporcionaremos
una primera comprension de los mismos.

En términos generales, podriamos afirmar que una estructura matemética consiste en
un conjunto (sobre el cual hay interés de estudio) equipado con una serie de funciones,
relaciones y elementos destacados. Después, se elige un lenguaje adecuado mediante el
cual se analice el comportamiento de dichas funciones, relaciones y elementos destacados
en el conjunto bajo estudio.

Un ejemplo de estructura bastante simple podria ser (N, +,0, 1), que esta formada por
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el conjunto de nimeros naturales y la funcién de suma, junto con 0 y 1 como elementos
destacados. Para estudiar esta estructura, se selecciona un lenguaje apropiado que incluya
el simbolo de una funcién binaria (para la suma) y otros dos simbolos para las constantes

0y 1. Gracias a la eleccién de este lenguaje, es posible formular enunciados como:

Vx(x=0V3Iy(x=y+1)),

que puede interpretarse como la afirmacién de que "todo nimero natural diferente de O es
el sucesor de otro nimero natural".

Este pequefio ejemplo resalta tanto el interés como la utilidad de los lenguajes al
describir propiedades de las estructuras matemadticas. A partir de aqui, introduciremos
algunas definiciones bdsicas.

No habra un alfabeto Gnico sino més bien un alfabeto apropiado, llamado lenguaje,
para cada tipo de estructura bajo consideracion. Por estructura entendemos un conjunto M
no vacio, provisto de lo siguiente:

Un cierto numero de elementos distinguidos; para cada entero positivo p, un cierto
nimero de relaciones de p — lugar en M; y para cada entero positivo p, un cierto nimero
de funciones de M” a M.

Obviamente, no usariamos el mismo lenguaje para hablar, por ejemplo, de grupos y de
conjuntos ordenados.

Definicion 1.1 — Lenguaje de primer orden.
Un lenguaje de primer orden es un conjunto L de simbolos compuesto por dos partes:
a) La primera parte, comun a todos los lenguajes, consiste por un lado de un conjunto
infinito numerable.

V= {vo,vl,...,vn,...}

de elementos llamados simbolos de variables.
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Por otro lado los siguientes simbolos
ay) Los paréntesis: ), (y
los simbolos para los conectores: A\,V,=, <=, ademds
el simbolo de negacién: —
ay) Dos nuevos simbolos que son:
V para todo, el cuantificador universal; y
7 existe por lo menos uno, el cuantificador existencial.
Cada uno de estos cuantificadores se llama el dual de otro.
b) Segunda parte: Puede variar de un lenguaje a otro.
Es la unién de un conjunto ¢ y de dos sucesiones de conjuntos (-%,)qen+ ¥
(%) nen+ disjuntas por pares y toda disjunta de %
Los elementos de % se llaman simbolos constantes.
by) Para cada entero n > 1, los elementos de .%, se denominan n — lugar(o
n — ario) o de aridad n, o con n argumentos. Simbolos de funciones (o
funcionales). Y los elementos de %, se llaman de aridad n, simbolos de
relacién (o predicados).
Se dice unario, binario y ternario respectivamente, 1 — ario, 2 — ario, 3 —
ario
by) Considere el simbolo ~ llamado simbolo igualdad.
En un lenguaje de primer orden, es un elemento de %, i.e. un simbolo de
relacién binaria.
El lenguaje que contiene este simbolo se denomina lenguaje con igualdad.

Asi, tener un lenguaje de primer orden, L es definir las dos sucesiones (%, )nen+ ¥
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(:Zn)nen+ y considerar el conjunto

"g = /VU {), (,_\,/\,\/,:>, — ,V,H} Ué U (gn)neN* U (%n)neN*

Los simbolos para las constantes, las funciones y relaciones son llamadas

simbolos no légicos.

= Ejemplo 1.1 Consideremos el lenguaje . = {R,c, f,g} donde R es un simbolo de

relacién binaria, ¢ es un simbolo constante, y f, g son dos simbolos de funcién unarios.

» Elemplo 1.2 Consideremos el lenguaje . = {f,g,c1,c2} donde f es un simbolo de

funcién binaria y g un simbolo de funcién ternario, c1 y ¢, son simbolos constante.

Conjunto de términos

Definicion 1.2 — Conjunto de términos,definicion desde arriba.

El conjunto .7 (.Z’) de
términos del lenguaje es el subconjunto mds pequefio # (%) que
a) Contiene las variables y los simbolos constantes, es decir ¥ U%

b) Es cerrado bajo la operaciéon

(my,my,....my) — fmymy...my,

para todo entero positivo m > 1y cada elemento f € .Z,,.
En otras palabras, los términos son palabras que se pueden obtener aplicando las
siguientes reglas, un nimero finito de veces.
= Los simbolos de variables y constantes son términos.

s Sim e N* si f es un simbolo de funcién n — ario de &, y si ty,t2,...,t, son
y ) 9 )
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términos, entonces la palabra

ft17t27"'7tn

es un término.

Definicion 1.3 — Conjunto de términos, definicion desde abajo.
Fo(L) =V UL
Para cada entero k > 1, fijemos

Tr1 =T LYV | {fntn: f € Fuyt1 € T(L) 12 € Ti(L)....ta € Ti( L)}

neN*

= Ejemplo 1.3 Sea el lenguaje ¥ = {0,1,+,-} donde + y - son simbolos de funcién

binarios y 0,1 constantes entonces sea el término +141-01.

Definicién 1.4 — Altura de un término.

La altura de un térmio t €€ .7 (%) es el menor entero k tal que t € J; (%)

= Ejemplo 1.4 Sea .Z un lenguaje que tiene un simbolo constante ¢, un simbolo de

funcién unario f y un simbolo de funcién g ternario. Considere la palabra

W = ggffvogvavocfcffgfegvafvoffcfefc

su altura es h[W]| =17

Definicion 1.5 — Férmulas atémicas.

Una palabra W € #/(.Z) es una férmula atémica si y sélo si existe un nimero natural
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n € N*, un simbolo de relaciéon n — ario R, y un término #1, .. .t,, del lenguaje L tal que

W =Rtty...t,

En el caso donde L es un lenguaje con igualdad y ¢, u son términos arbitrarios en

T (LZ), se escribe

para la férmula atémica ~ fu

Denotaremos el conjunto de férmulas atémicas del lenguaje L por At(.Z).

= Ejemplo 1.5 Sea ¥ = {vy,v1,R} donde vp,v; son simbolos de variables y R simbolo

de relacion binaria. Entonces la formula atémica es:

F = Rvgvy

Definicion 1.6 — Conjunto de férmulas.
El conjunto .7 (.¥) de férmulas del lenguaje (de primer orden) -Z es el subconjunto
mds pequefio de 7 (.Z) que

a) Contiene todas las féormulas atomicas.

b) Siempre que contenga dos palabras V y W también contiene las palabras

-W,(VaW) donde o€ {A,V,—, +—}

y, para todo nimero natural n, las palabras Vv,W y Jv,W.
Dadas dos féormulas F y G en .% (.Z) las férmulas —F, (F AG), (F V G) se llaman
respectivamente, la negacion de la férmula F, la conjuncién de las férmulas F'y

G y la disjuncion de las formulas F' y G.
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Toda formula es una palabra, el reciproco no es cierto.

» Ejemplo 1.6 Sea .Z = {vg,v1,,v2,c, f,R} donde vg,v; son simbolos de variables, R

simbolo de relacién binaria, f simbolo de funcion unario. Entonces la férmula es:

F =Yvo(IviVvo(Rvivg — o =~ v3) AVva(Fva(Rviva V fyvg =~ ¢) Avy >~ 1))

Variables libres, variables acotadas y formulas cerradas

Definicién 1.7 — Ocurrencias libres y acotadas.
Dado un k € N y una férmula F € .7 (£) las ocurrencias, si las hay, de las variables de
vi en la férmula F pueden ser de dos clases: libres y acotadas.
Se procede por induccién
a) Si F es atomica, entonces las ocurrencias de v, en F son libres.
b) Si F = =G, las ocurrencias libres de v, en F' son las ocurrencias libres de v; en G.
¢) Si F = (GaH), donde ¢ € {V,\,—,«—}, las ocurrencias libres v en F son las
ocurrencias libres de v en G y las ocurrencias libres de v, en H
d) Si F =Vv,G o si Jv,G para h # k, las ocurrencias libres de v, en F son las
ocurrencias libres de v; en G.
e) Si F =VYv;G o si v, G ninguna de las ocurrencias de v; en F es libre.

Las ocurrencias de v, en F' que no son libres se llaman acotadas.

Veamos las siguientes notas

1. Con respecto al paso de G a la formula Vv, G se tiene que las variables vy ha sido
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universalmente cuatificada.
2. Con respecto al paso de G a la formula v, G se tiene que las variables v ha sido

universalmente cuatificada.

= Ejemplo 1.7
1. Sea .Z = {vy,vi1,v2,c, f,R} donde vp,v; son simbolos de variables, R simbolo

de relacion binaria, f simbolo de funcion unario. Entonces la férmula es:

F =Yvo(IviVvo(Rvivg — o =~ v3) AVva(Fva(Rviva V fyvg =~ ¢) Avy >~ 1y))

En F, todas las ocurrencias de vg y todas las ocurrencias de v, estdn acotadas;
las dos primeras ocurrencias de v; estdn acotadas mientras que la tercera estd
libre; por dltimo, la tnica ocurrencia de v3 esta libre.
2. El campo ordenado de los nimeros reales estd completamente axiomatizado por
las siguientes propiedades:
Axiomas de campo:
a) YviYvmYvs[(vi +v2) + vz =vi + (va+v3)
b) Wi(vi+0=viAv; =0+v)
¢) Yvidva(vi +v2 =0)
d) Yva(vi+vo =vy+vy)
e) YviYvaVv3[(vi-va) vz =vy - (v2 - v3)]
) YWi(vi-1)=viAvy=(1-vy)
g) Wi(vi #0) = Ivp(vi-vy) =1)
h) Yva(vi-va) =vy-vy)
) YviYvaVvs(vi(va +v3)) =vi-va 4y - v3)

Axiomas de orden:
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D i (vi <va Vv = Vv <vp)

k) YviYvaWvs((vi < va Ava <v3)) = vy < v3

D YviYvVv3(vi < vp = vi+v3 <va+v3)

m) YviVvaVvs((vi <vaAvz >0)) = vi-v3 <vy-vs

n) YiVmWvs((vi <vaAvz <0)) = vy vz <vy-vs
Completitud:
VS C R[Avi(vi € S)ATnuWvi(vi €S = vy < vp) = IV (Tt € SAv <
HVv =3 Vv <v3)]
De estas propiedades, solamente la tltima (axioma de completitud) no parece ser
expresable en primer orden porque cuantifica sobre subconjuntos de los reales,

y utiliza el simbolo € que no estaba en el lenguaje de primer orden.

Definicion 1.8 — Variables libres, Formula Cerrada.
1. Las variables libres en una férmula F € .7 (.£) son aquellas variables que tienen
al menos una ocurrencia libre en F.

2. Una férmula cerrada: Es aquella en la que no hay variables libres.

Notacion
Dado una formula F € % (£) y niimeros naturales distintos por pares i,iy,... iy, se
usard la notacion F[v;,vi,,...,v;,], para identificar que las variables libres de la formula

F estdn entre

Vi;Vigy-o o5 Vi

n

Como es el caso para los términos, se debe notar que cada formula F € .7 (L), existe un
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entero n tal que

F=F(vo,vi,...,vu) =F(¥) donde V= (vo,vi,...,v)

Definicién 1.9

Dada la férmula F = F(v;,vj,,...,v;,) del lenguaje . en cada una de las variables
Vi,Viy,...,V;, tiene al menos una ocurrencia libre, la férmula

VV,',VV,’Z, coc ,Win
y todas las férmulas similares obtenidas permutando el orden de las variables v;,v;,,...,v;,

son cuantificadas se denominan cierres universales de F'.

Notacion

Consideremos la ocurrencia en una formula de cuantificadores Q,, donde Q denota ¥ o

3, y v la variable que necesariamente sigue a Q en F.

0, = WG 0, — G

la palabra Q, es seguida por una subformula G de F.

1.2 Estructuras

La palabra estructura en el contexto de la matematica se refiere comtinmente a un con-
junto en el cual se definen un conjunto especifico de funciones, relaciones (u operaciones

internas), y a veces incluye elementos que son considerados como "distinguidos".
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Un ejemplo de esto seria el campo ordenado de los nimeros reales es la estructura
(R7 §7+7 '707 1)

Una estructura en matemadtica es una conjunto donde se define un cierto nimero de

funciones y relaciones, junto con elementos que se denominan distinguidos.

= Ejemplo 1.8 El campo ordenado de los niimero reales
(R7 §7+7 ><707 1)
El grupo aditivo de enteros es la estructura

(Z,+,0)

Modelos de un lenguagje

Consideremos un lenguaje de primer orden .Z que no es necesariamente un lenguaje

con igualdad.

Definicién 1.10 — Modelo.
Un modelo del lenguaje .Z, o0 .£ — estructura, es una estructura 91 consistiendo de
a) Un conjunto M no vacio, llamado el dominio o el conjunto base o el conjunto
subyacente de la estructura 1.
b) Para cada simbolo constante ¢ de . un elemento ¢™ de M, llamado interpretacién
del simbolo ¢ en el modelo 1.
¢) Para todo nimero natura k > 1 y para cada simbolo de funcion k — ario, f de .Z,
una aplicacién ™ de M¥ en M (es decir, una operacién k — aria en el conjunto
M, llamado interpretacion del simbolo f en el modelo 9.
d) Para todo nimero natura k > 1 y para cada simbolo de relacién k — ario R de

Z, un subconjunto R™ de M* (es decir una relacién k — aria en el conjunto M)
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llamado interpretacion del simbolo R en el modelo 9.
e) En el caso donde L es un lenguaje con igualdad, se dice que el modelo 91 respeta
la igualdad, si ~™ la interpretacién en 9t de simbolo de iguadad en M.(Es decir

es el conjunto {(a,b) € M? : a = b}, tambien llamado la diagonal de M?).

Veamos las siguientes notas:
1. Se denotara los modelos por letras caligraficas N,N, ... y para el conjunto base
letra latina M,N, ..

2. La & — estructura N se suele denotar:

M= (M; (C'm)ce.f’ (fm)fei”, (Rim)Re.f)

= Ejemplo 1.9 Sea el lenguaje £ = {R, f,c} donde R es un simbolo de relacién binario,
f un simbolo de funcién unario y ¢ una constante, podemos denotar el siguiente

modelo

N = (R, <,cos, 7).

Homomorfismos e isomorfismos

Consideremos en el lenguaje .2, sean M = (M;...) y N = (N;...) dos £ —estructuras
y sea ¢ una aplicacion de M a N.
Definicion 1.11 — Homomorfismo.
La aplicacion ¢ es un homomorfismo de .Z — estructura de 9t en I si y solo si se

cumple las siguientes condiciones
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a) Para cada simbolo constante ¢ de .

b) Para cada numero natural n > 1 para cada simbolo de funcion n —ario f'y para

todos los elementos a;,ay...a, € M

o(fM(anaz...an)) = 7 (p(ar),..., @(an))

c) Para cada numero natural k > 1 para cada simbolo de relacion k —ario Rde Ly

para todos los elementos aj,a; ...a, € M, si (aj,az...a,) € R™ entonces

(@(a1),...,p(an)) € R™

Asi, un homomorfismo de una . — estructura a otra es una aplicacion del conjunto
base del primero en el conjunto base que respeta todas las relaciones, funciones y

constantes de otras estructuras.

Decimos que ¢ es llamado incrustacion de 9t en 9 si ¢ es inyectiva y por (c),
(o(ar),...,0(a,)) € R™ implica (ai,...,a,) € R™ para todo a,...,a, € M. Cuando

hay alguna incrustacion de 9t en 1, escribimos 90T C N

= Ejemplo 1.10
1. La aplicacién n — (—1)" es un homomorfismo de la estructura (Z,0,+) a la

estructura ({—1,1},1,-).

0O — 0
2. La aplicacion es un homomorfismo de la estructura (Z,,0,+) ala

1 — 2
estructura (Z4,0,+).
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Definicién 1.12 — Monomorfismo.
Un monomorfismo de .Z — estructura de )t en 91 es un homomorfismo de 9t en N
que tiene la siguiente propiedad

a) Para cada numero natural k > 1, para cada simbolo de relacion k — ario R de £

y para todos los elementos ay,a;...a, € M,
R™ siy solosi R™
(a1,az...ay) € siysolosi (¢(aj),...,0(an)) €
I Lema 1.2.1 Cada monomorfismo es inyectivo.

Demostracion. Debemos recordar aqui que solo estamos considerando lenguajes con
igualdad y modelos que respetan la igualdad.
Si ¢ es un monomorfismo de M en N, la propiedad de la definicién 1.12 aplicada al

simbolo de igualdad ~ muestra que para todos los elementos a y b de M, tenemos
(a,b) € R™ siysolosi (¢(a),@(b)) € R™
es decir que a = b siy s6lo si ¢(a) = @(b). [

Definicion 1.13 — Isomorfismo.
Un isomorfismo de una .¥ — estructura )t sobre otra £ — estructura 9t €s un mono-

morfismo de 911 en 1 que es sobreyectiva.

Definicién 1.14 — Automorfismo.

Un automorfismo de & — estructura )t es un isomorfismo de 9t sobre

Definicion 1.15 — Estructuras isomorfas.

Si existe un isomorfismo entre dos estructuras, se dicen que son isomorfos.
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Definicion 1.16 — Satisfaccion de las féormulas de una estructura.

Consideremos 91 una cierta .Z —estructura y sea F una férmula de 90t con variables

libres v = (vi,,...,vi,) Yy d = (ai,,...,a;,) elementos de M. Inductivamente definimos

M |= F(d) como sigue:

1.

Si F es de la forma t; = t, entonces, M = F(d) si (@) = £3(d), con 11,1
términos.

Si F es de la forma R(ty,...,t,), entonces,

M = F(a) si (17(a@),...,27% @) € R™.

Si F es de la forma —G entonces 9t |= F(a) si M = G(4).

Si F es de la forma G A H, entonces MM = F(d) si M = G(d) y M = H(a).

Si F es de la forma GV H, entonces 9 |= F(d) si M = G(d) o M = H(a).

Si F es de la forma 3v;G(V,v;), entonces M |= F(a) si existe un cierto b € M tal
que M = G(d,b).

Si F es de la forma Vv;G(V,v;), entonces M = F(a) siM |= G(d,b) para todo

beM.

En caso de que 9 |= F(d), diremos que 91 satisface F(d) o que F(d) es verdadero en

2t 0 M es un modelo de F(a).

Definicién 1.17 — Estructuras elementalmente equivalentes.

Dos .Z — estructuras 21 y 91 son elementalmente equivalentes (9t = 1) si satisfacen

las mismas ¥ —sentencias. Es decir

MEF < MNEF paratodas las sentencias F € Z.
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Nota. De aqui en adelante llamaremos sentencias a las formulas cerradas de un

lenguaje es decir a las formulas que no contienen variables libres.

Definicion 1.18 — Elemental.
Sea M y N dos £ —estructuras. Una incrustacion ¢ de 991 en 91 se llama elemental

si, para cada férmula F (V) en .£ y cada sucesion d en M, 9 = F(d) si y sélo si

Ni=F(e(d)).

Teorema 1.1 Sea 9 y 1 dos £ —estructuras, sea ¢ una funcién de M en N. Entonces
las siguientes proposiciones son equivalentes:
(i) ¢ es una incrustacion de 2 en 1;
(ii) Para cada férmula libre de cuantificadores F (V) en . y para toda sucesién d en
M,

M = F(@) < N F(p(@);
(iii) Para cada formula atomica G(V) en . y para cada sucesién d en M,
M G(d@) < NEG(e(a)).
La demostracién es de manera directa utilizando la definicién de incrustacion, término,

formula (atémica o sin cuantificador).

Teorema de compacidad

Teorema 1.2 Sea . un conjunto infinito de sentencias de un lenguaje .. Supongamos

que cada subconjunto finito de .7 tiene un modelo. Entonces .7 tiene un modelo.
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Conjuntos definibles

Definicion 1.19 — Conjuntos definibles.
Sea 91 una cierta .2 —estructura de dominio M.
Decimos que un conjunto X C M" es definible si y sélo si existe una férmula
F(Vi,eo iV, Wi, e ooy Why) y b € M™ tal que X = {deM":Mm %F(Zi,z)}. En este caso
decimos que F(¥,b) define X en M.
= Ejemplo 1.11 Sea el lenguaje . = {c1,¢2, f,g} donde ¢y, ¢, son simbolos constantes
y f,g simbolos de funciones binarias.
1. Sea 9 = (N,0,1,+,-), el conjunto de los nimero primos es definible en 1.

Basta considerar
Fx)=x#1AYWzx=y-z—>y=1Vz=1)
2. SeaM = (Z,0,1,+,-) el anillo de los entero. Consideremos
X = {(m,n) € Z* :m < n}

El conjunto X es definible. En efecto, el Teorema de Lagrange nos garantiza que
todo entero no negativo puede expresarse como a suma de cuatro cuadrados. De

este modo, si consideramos F'[x,y] la férmula
dz13z03z3324(z1 #ONAy = x-l—z% -l-Z% +Z§ +Z42;),
entonces podemos expresar X como

X ={(m,n) € 2> : M= F(x,)}
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De aqui en adelante llamaremos sentencias a las formulas cerradas de un lenguaje es

decir a las formulas que no contienen variables libres.

1.3 Teorias de primer orden

Definicién 1.20 — Teoria de primer orden.

Una teoria de primer orden .7 consiste en un conjunto de formulas cerradas de un
determinado lenguaje .2 (de primer orden). Dichas férmulas son conocidas como los
axiomas no logicos (o simplemente axiomas) de la teoria .7 .

Denotaremos al lenguaje de .7 como .Z(.7) y diremos que .7 es una .Z —teoria.

Definicion 1.21 — Satisfaccion de teorias de primer orden.

Dado un lenguaje . y una . —teoria .7, decimos que una . —estructura 91 es un
modelo de .7, que escribiremos como 9 |= T , si se verifica que M = ¢, para toda
sentencias ¢ perteneciente a los axiomas no logicos de .7 . Decimos que una teoria .7

es satisfacible si posee, al menos, un modelo.

1.4 Teorias completas

Definicién 1.22 — Teoria consistente.

Una teoria .7 es llamada consistente si existe un modelo 9t tal que 9 = 7

Definicion 1.23 — Teoria completa.
Se dice que una teoria (consistente) .7 de .Z es completa si, para cada sentencia ¢ de

Z,obienpec T o-pcT.

De hecho, se observa facilmente sobre la base de la definicion de verdad en la l6gica de
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primer orden que, dada una estructura 9 en un lenguaje ., para cada .- —sentencia @, o

bien ¢ es verdadera en 9t o bien —¢.
Definicion 1.24 — Modelo completo.

Una teoria .7 es modelo completo si cada incrustacion del modelo de .7 es elemental.
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2. Eliminacion de cuantificadores

Conjuntos de eliminacién

Sea .Z un lenguaje. Puede ocurrir que dos .£ —férmulas diferentes F y G admitan el
mismo significado en una estructura 9t de .Z, o en una clase de £ —estructuras , por
ejemplo entre los modelos de una determinada ¥ —teoria .7 .

Por ejemplo, en el campo ordenado de los reales (e incluso en todo campo real cerra-
do), la férmula F(v) = v > 0 (siendo no negativa) es lo mismo que G[v] = Iw(v = w?)
(siendo un cuadrado). Del mismo modo, en el dominio ordenado de los niimeros enteros,
F(v) =v >0 (ser positivo) tiene la misma interpretacion que G(v) = IwIwpIwzIwa (v =
Yi<i<a wlz) (siendo la suma de cuatro cuadrados): se trata de un célebre teorema de La-
grange.

Definiciéon 2.1 — Equivalencia de formulas en la teoria 7.

Diremos que dos férmulas F (V) y G(V) son equivalentes con respecto a .7, y escribire-
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mos F (V) ~ 4 G(V), cuando

VH(F (7) «+— G(¥)) € T

equivalente cuando

F(OM") = G(M")

para todos los modelos 9t de .7.
La nocién de conjunto de eliminacién surge de forma bastante natural en este punto. Es por
eso que el siguiente paso serd definir uno de los conceptos clave de esta seccion. Ademas,
este es un concepto que surge de manera natural tras conocer la idea de equivalencia entre

férmulas.

Definicién 2.2 — Conjunto de eliminacién.
Un conjunto de eliminacién para .7 es un conjunto .# de . —f6rmulas tal que cada

féormula F (V) es .7 —equivalente a una combinacién booleana adecuada de formulas de

F.

Es evidente que el conjunto de todas las .Z’-férmulas es un conjunto de eliminacién para .7 .
Pero, por supuesto, éste no es un caso interesante, y razonablemente esperamos conjuntos
mas sencillos .#. En particular, cuando el conjunto de férmulas atémicas en .’ es un

conjunto de eliminacién para .7, decimos que .7 tiene el cuantificador eliminacién en .Z.

Definicién 2.3 — Eliminacién de cuantificadores.
Sea .7 una teoria en el lenguaje .. 7 tiene la eliminacion de cuantificadores en .
si y sélo si cada férmula F (V) en .Z es equivalente en .7 a una . —férmula libre de

—

cuantificadores G(V)
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= Ejemplo 2.1 Consideremos la férmula F (a, b, c) := 3x(ax> +bx-+c = 0) es equivalente
a la formula a # 0. O en una teoria .7 = Jh(R,+,-,0,1,<) la féruma F(a,b,c) es

equivalentea la férmula 5> — 4ac > 0

Es facil ver que cada 7 consigue la eliminacién de cuantificadores, aplicandose a un
lenguaje adecuado que sea una extension de .Z. Para ello, podemos suponer que . = %
y 7 =%.

A continuacion, podemos ampliar .Z a un lenguaje .£] que contenga un simbolo de
relacion n—ario R para cada formula F (V) de %, donde n es la longitud de la variable
cuantificada V. Finalmente, podemos aplicar el procedimiento .7 a férmulas de %,

reemplazando cada cuantificacién v con la relacion R correspondiente.
Y(F (V) <> R(V)),

para cada F(V) y obtener una nueva teoria .7, estd claro que las férmulas atémicas
de £ forman un conjunto de eliminacion en .77 para las férmulas en .%). Repitiendo
este procedimiento contablemente muchas veces, uno define eventualmente un lenguaje
Z' D Ly unateoria .7’ de ¢’ extendiendo "naturalmente" .7 y teniendo la eliminacién
de cuantificadores en .&".

Desgraciadamente, este procedimiento tiene un sabor bastante artificial y abstracto. De
hecho, lo que nos gustaria obtener, dada una teoria .7 en un lenguaje ., es mostrar que
Z tiene la eliminacion de cuantificadores directamente en .Z o, de otro modo, determinar
una extension mds pequefia £’ O L, posiblemente sugerida por el andlisis algebraico de
los modelos de .7, donde .7 (o, més exactamente, su extension natural a .#”) tiene la
eliminacion de cuantificadores, o también un conjunto de férmulas razonablemente simple,
en .Z’. De hecho, hay buenas razones para creer que tal lenguaje £’ es, en cierto modo,

"el" lenguaje propio de .7.
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¢Cudles son las principales ventajas de un conjunto de eliminacion, en particular de
la eliminacion de cuantificadores?

La eliminacion de cuantificadores es una técnica utilizada en 16gica matematica y teoria
de la computacion para simplificar y analizar expresiones logicas que contienen cuantifi-
cadores. El objetivo es transformar una férmula cuantificada en una férmula equivalente
sin cuantificadores. A continuacién, se presentan algunas de las principales ventajas de un

conjunto de eliminacion, centrdndose en la eliminacion de cuantificadores:

= Ejemplo 2.2
1. La principal (al menos desde un punto de vista histérico) es la decidibilidad. En
realidad, los primeros y més célebres resultados de eliminacién de cuantificado-
res estdn relacionados con el tema de la decidibilidad.
Expliquemos por qué.
Recordemos que una teoria .7 es decidible si existe un algoritmo que compruebe
en un nimero finito de pasos, para cada sentencia ¢ en el lenguaje .Z de .7, si
aestionoenT.
Supongamos ahora que % es un conjunto de eliminacion para .7 y que se
dispone de lo siguiente:
= Un procedimiento eficaz que traduzca cualquier sentencia del lenguaje .2,
en una combinacion booleana .7 -equivalente de sentencias en .7 .
= Un algoritmo que, para cada combinacion booleana de sentencias de .Z#,
concluya si estd o no en 7.
Entonces, claramente, .7 es decidible, y en realidad hemos obtenido un algorit-
mo de decision (aplicando sucesivamente los dos procedimientos anteriores).

2. Otra aplicacion notable de la eliminacion de cuantificadores se refiere a la
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definibilidad. De hecho, si .% es un conjunto de eliminacién para .7, entonces

los conjuntos definibles de un modelo 9t de .7 se reducen a

F(M*,%) ={y: M= F(5,X)}

donde F (V,w) es una combinacién booleana finita de férmulas de .7 y
X € M en particular, si .7 tiene la eliminacion del cuantificador en ., entonces

los conjuntos definibles de 9t en .7 son s6lo los de la forma

F(M", %)

donde F (V,w) es una formula libre de cuantificador y X € M.

3. También es fundamental para estudiar la completitud del modelo. Supongamos
que .7 admite eliminacion de cuantificadores en .Z.
Afirmamos que, en este caso, toda incrustacion entre modelos de .7 es elemental,
es decir .7 es modelo completo. De hecho, 9t y 91 son modelos de .7, @ es una
incrustacién de 9t en 1.
Dada una férmula F (V) en .Z, sea G(V) una férmula libre de cuantificadores

equivalente a F (V) en .Z. Sea d en M. Como ¢ es una incrustacion,
M= G(a@) <= N G(ea))
como
W(F (V) < G(V)) € 7,
M = F(d@) <= N F((@))

Por lo tanto ¢ es elemental.
Las férmulas sin cuantificadores son las més simples que existen. Si podemos entender

bien los conjuntos que se pueden definir con férmulas simples, entonces también podremos
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entender todos los conjuntos que se pueden definir, sin importar lo complejos que sean.

Reduccioén a formulas sencillas

Ya conocemos, aunque de forma genérica, algunas de las virtudes que poseen las teorias
con eliminacion de cuantificadores. ;Como sabemos si una teoria 7 tiene eliminacion
de cuantificadores en un determinado lenguaje .£?

Para responder a esto, deberiamos estudiar si, dada una férmula F (V) de £ cualquiera,

existe otra .Z’-férmula G(V) sin cuantificadores cumpliéndose que
F (V) ~2 G(V).

Esto puede parecer una tarea imposible, pues la diversidad de las formulas de un lenguaje
puede ser extremadamente grande. Sin embargo, introduciremos un resultado que nos
permitiréd reducir el estudio de la eliminacion de cuantificadores a una serie de férmulas

muy concretas.

Lema 2.2.1 Sea .7 una determinanda £ —teoria. Para demostrar que .7 admite elimi-
nacion de cuantificadores sobre .Z, es suficiente con demostrar que las férmulas de la

forma

dw /\ai(\'/',w) :

i<r

son equivalentes a una férmula libre, donde cada o;(V,w) es una férmula atémica o su

negacion y w es una variable que aparece en ¢;(V,w), para todo i < r.

Demostracion. Sea F (V) una férmula genérica con cuantificadores. Podemos suponer por

tanto que serd de la forma
Q1W1 ce Qmwma(\_;, W),

donde w = (wr,...,wn), Q; denota un cuantificador( ya sea el existencial 3 o el universal

V) para 1 < j <my a(V,w) es una férmula libre. Incluso mas, aplicando un algorit-
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mo de reescritura en forma normal disyuntiva si fuese necesario, podemos suponer que

o (V,w) es una disyuncion de conjunciones de férmulas atémicas y negaciones de atomicas.

Se consistird en eliminar, en primer lugar, el cuantificador Q,, y, posteriormente, repetir
el proceso hasta alcanzar el resultado deseado. Es decir, eliminar por completo la cadena
de cuantificadores.

Sin pérdida de generalidad, podemos suponer que Q,, = 3. De este modo, para obtener un

procedimiento de eliminacién de cuantificadores, nos podemos reducir al caso
Iwo(V,w),

donde « es una disyuncién de conjunciones de férmulas atdmicas y negaciones.

Ahora bien, puesto el cuantificador existencial verifica las propiedades de distributividad

en relacion a la disyuncion, tenemos que
Iw(BVy) esequivalantea (Iwf)V (Iwy)

por tanto, también podemos suponer sin pérdida de generalidad que o es simplemente una
conjuncion de férmulas atémicas y negaciones.
En resumen, para obtener un procedimiento de eliminacién de cuantificadores para

cualquier férmula del lenguaje, podemos reducirnos al caso:

dw /\ o (‘_}: W) )

i<r
donde a;(V,w) es una formula atémica o su negacion. Tan solo nos resta justificar que

podemos suponer que ademds de la variable w aparece en ;(V,w) para todo i < r. Para ello,

observemos que si j < r es uno de los subindices que no cumplen la condicién anterior,
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entonces son equivalentes las férmulas

1.3w (/\ Oﬂi(\_/’,w)> y 2.0j(V)AIw (/\ Ot,-(ﬁw)) )
i<r i#]
siendo asi dnicamente necesario eliminar el cuantificador de la férmula

Iw </\ o, (V, w))

i#]

En cualquier caso, se ha llegado a una férmula de la forma que se buscaba.
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3. Ordenes lineales discretos y densos

3.1 Ordenes lineales discretos

Comenzamos aqui el analisis de las teorias de cuantificadores eliminables.
Primero tratamos 6rdenes lineales infinitos. En consecuencia nuestro lenguaje basico es
Z ={<}
Mis precisamente tratamos con:
= Teorias de los 6rdenes lineales discretos.
» Teorias de 6rdenes lineales densos.
Como ya se ha dicho, los resultados de la eliminacion de cuantificadores en estos casos
fueron mostrados por primera vez por Langford en 1927; Tarski prosiguié el andlisis
para obtener la decidibilidad y clasificar las teorias completas de 6rdenes totales infinitos
discretos y densos.
Definicién 3.1 — Orden lineal discreto.
Un (n infinito) orden lineal 9t = (M, <) es discreto si y s6lo si

i) Va € M, si existe algin a’ € M tal que a < @', entonces existe un minimo b € M
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para el cual a < b (b se denomina sucesor de a y se denota s(a));
» Va € M, si hay algiin a’ € M tal que @’ < a, entonces existe un maximo b € M

para el que b < a (b se llama predecesor de a; obviamente a = s(b)).

= Ejemplo 3.1

1. La clase de 6rdenes lineales discretos con un minimo, pero sin ultimo elemento
(como (N, <));

2. Laclase de 6rdenes lineales discretos con un ultimo elemento, pero no el menor
(por ejemplo, N con respecto a la relacidon que invierte su orden habitual, es
decir ({n € N1}, <);

3. La clase de los 6rdenes lineales discretos (infinitos) con un minimo y un ultimo
elemento (como la unién disjunta de dos 6rdenes lineales discretos (A, <),
(B, <), el primero en 1, el segundo en 2, con a < b para todo
acAybeB);

4. La clase de 6rdenes lineales discretos sin puntos finales (como (Z, <)).

Cada una de estas clases es elemental. Ademads se puede demostrar que su teoria tiene la
eliminacion de cuantificadores en un lenguaje adecuado que extienda ., y es completa
incluso en .Z. Aqui nos limitamos a demostrar, por simplicidad, estos resultados en el caso
1, es decir para 6rdenes lineales discretos con un minimo pero sin ultimo elemento.

Consideremos el lenguaje .¢" = {<,0,s} donde 0 es una constante (que debe interpre-
tarse como el menor elemento) y s es un simbolo de funcién 1 —ario (que debe interpretarse
como la funcién que asigna cualquier elemento a su sucesor).

Es fécil escribir un conjunto de axiomas de primer orden para nuestra clase en .&”.
Sea dLO™ la teoria correspondiente. Por cierto, nétese que las férmulas adecuadas en

el lenguaje restringido .’ definen el elemento minimo y la funcién sucesora en cada
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modelo de dLO™. Esto implica que los axiomas de dLO™ pueden reescribirse también en
Z, a costa de algunas complicaciones (y cuantificadores) mas. Por ejemplo, expresar la

existencia de un elemento minimo requiere la .Z —sentencia
Ivv(w <v),

en lugar de

V(0 <v)

Pero momenténeamente preferimos tratar JLO™" en .. Observe que:
» (N,<,0,s) es un modelo de dLO™
= Si M es otro modelo de dLO™, entonces M contiene una subestructura ({s"(0™) :
n € N}, <,0™,s™) isomorfa a un (N, <,0,s), y ademds algunas copias mds de
(Z,<,s) (ya que 0™ es el tinico elemento sin ningtin predecesor).

I Teorema 3.1 dLO™ tiene eliminacién de cuantificadores en .Z".

Demostracion. Tomemos una férmula F (V) en nuestro lenguaje .£”; buscamos una férmu-
la equivalente G(V) sin cuantificadores.

Nuestro primer paso es demostrar que podemos suponer que F (V) es de la forma

Jw /\ o;(V,w)

i<r
donde cada ¢;(V, w) es una féormula atémica, o su negacion, y en realidad ocurre en o (V, w)
paracadai <r.
Queremos subrayar que este paso es bastante general, y no depende de nuestra lengua
particular .. Veamos por qué. En primer lugar, podemos suponer técitamente que F (V)

es de la forma
Q]W] v QmeOC(\_/", v_t;)

donde las Q’;s(1 < j < m) denotan cuantificadores ¥V o 3, &(¥, ) es una férmula libre de
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cuantificadores, e incluso una disyuncion de conjunciones de férmulas atémicas y negacio-
nes (y w en abreviaturas (wy,...,wy,,), por supuesto). La estrategia en este punto es primero
eliminar Q,,, y luego repetir el procedimiento y eliminar la cadena de cuantificadores por
completo.

Recordemos que V es equivalente a —3— 'y por consiguiente, estamos de acuerdo en que

basta con tratar el caso en que Q,, es 3, es decir, con
Iwa(v,w)

donde « es una disyuncién de conjunciones de féormulas atdmicas o negaciones,

w = wy, y V se amplia posiblemente para incluir wy,...,w,_;. Como 3 es distributivo con
respecto a V, es decir, Iw(a’ vV " )es equivalente a (Iwa’) V (Iwa”), no hay pérdida de
generalidad para nuestros propésitos en suponer que & es s6lo una conjuncién de férmulas
atémicas o negaciones.

En conclusidn, se trata de

dw /\ OCi(V, W)

i<r

donde cada o;(V,w) es una férmula atémica, o su negacion. También podemos suponer
que w aparece realmente en ;(V,w) para cada i < r; de lo contrario, dejemos que j < r

niegue esta condicidn y observemos que nuestra férmula
| A\ (¥ w)
i<r
es equivalente a

(Xj(\_;) A dw /\ OC,‘(V, W)
i#j

en este punto basta con eliminar el cuantificador 3 en la dltima parte de la férmula

w N 04(V,w)

i<r
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Esto completa nuestro paso preliminar. Como ya se ha dicho, esto no depende de nuestro

marco concreto. Trabajemos ahora con nuestra férmula

Iw /\ o;(V,w)

i<r

y nuestra lengua .#’. Nos preguntamos cudl es la forma de cualquier ¢;. Un vistazo a
%' muestra que o; est =1', 01 < ', 0 la negacion de una de estas férmulas, donde ¢ y ¢’
son términos en 0, w, ¥(y w ocurre realmente en ¢ o t). Recordemos que —(¢ < ¢’) significa
t > ',y asi sucesivamente.

Deduzca que «;, es, sin pérdida de generalidad, o bient =+ o bient >/, conty ¢’
como antes.

Obsérvese que 7 y ¢’ son de la forma s”(u) donde p es un entero no negativo y u
varia entre 0,w,V. Recordemos ahora que s es inyectiva y deduzcamos que la formula
que estamos examinando garantiza que existe una solucién w para un conjunto finito de
condiciones que dicen que w o un sucesor s?(w) (g un entero no negativo) es igual, o
mayor, o0 menor que un término s” () donde p es, de nuevo, un entero no negativo y u varia
entre w, 0, V: como s es inyectiva, podemos suponer que, en cada una de estas ecuaciones e
inecuaciones, s aparece sOlo en un lado (a la izquierda, o a la derecha).

Nuestro objetivo es traducir esta formula en una equivalente que evite w y establezca
simplemente condiciones libres de cuantificador sobre V(y 0). Para obtenerla, proceda

como sigue.

Trivialidades como w = w o w < s”(w) para un p positivo pueden ser ignoradas y
eliminadas (pueden ser enumeradas preliminarmente y por lo tanto son facilmente re-
conocibles); si no ocurre nada mds, entonces reemplace toda la férmula por O = 0. Por

el contraio, cuando se cumple una condicién que no puede ser satisfecha por ningtn w,
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como w = s”(w), 0 0 = sP(w) para un p positivo (también estas condiciones pueden ser
enumeradas preliminarmente), entonces reemplace nuestra férmula por —(0 = 0) (o con
—(vy = 1)) si se quiere y V no estd vacio). En caso contrario, en cuanto encuentres una
ecuacion como w = s”(v;), elimina w y 3, y sustituye w por s”(v;) en toda nuestra férmula.
Procede del mismo modo si se da una ecuacién w = s”(0). Del mismo modo, cuando se
cumple una condicién s?(w) = v;, considere cualquier otra ocurrencia de w en la formula
y, de nuevo utilizando la inyectividad de s, represéntela s‘/(w) para un entero no negativo
adecuado ¢’ > g; por dltimo, elimine w y 3y sustituya cada ocurrencia s¢ (w) por 514 (vi).

Por altimo, supongamos que sé6lo se producen disequaciones. Utilizando de nuevo la
inyectividad de s, podemos suponer que todas ellas conciernen al mismo término s9(w) en
w. Entonces nuestra férmula afirma que s7(w) es menor que ciertos términos o, ..., en 0
y ¥, y mayor que algunos otros términos ;. 1,. .., .

Obtenemos un férmula equivalente evitando w y su cuantificador de la siguiente manera.

Enumerar (en una disyuncion adecuada) todas las posibles ordenaciones de t,...,f; en <
segtin las cuales fy, ... ,t, preceden a fy,, 1,...,#; para cada ordenacion, que ¢, ¢ denotan
respectivamente el mayor elemento entre g, .. .,#; y el menor entre 1, ..., 1, aladimos

s(t) < t’ (para dar a s7(w) el espacio adecuado). Con esto concluye el procedimiento de
eliminacion. |

Corolario 3.1 dLO™ es modelo completo (en .¢”) y completo (tanto en £’ como en .Z).

Demostracion. Claramente dLO™ es modelo completo en &
Ademis (N,<,0,s) E=dLO™, y (N,<,0,s) es incrustable en cada modelo de dLO™.
Como dLO™ es modelo completo, todas las incrustaciones correspondientes son elementa-

les. Segtin esto, todos los modelos de dLO™ son elementalmente equivalentes a (N, <, 0, )
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y, por tanto, entre si. Esto demuestra que dLO™ es completo en .¢’. Recordemos ahora
que tanto el elemento minimo como la funcién sucesora (es decir, las interpretaciones de
los simbolos en .’ — %) son 0—definibles por . —férmulas en los modelos de dLO™ .

Entonces es facil deducir que dLO™ es completo en .Z, también &’ |

I Corolario 3.2 dLO™ es decidible (en ¥’ y en .Z).

Demostracion. Reduzca cualquier sentencia de .’ a un estado equivalente libre de cuan-
tificador. Se trata de una combinacién booleana de férmulas s(0) > s"(0) donde m y
n son enteros no negativos, y dLO" puede comprobar facilmente su pertenencia. Este

procedimiento funciona incluso para . —sentencias. |

Corolario 3.3 Sea 2 = dLO™. Los subconjuntos de A definibles en 2 (en . 0 en .Z’) no
son mas que las uniones finitas de intervalos (abiertos o cerrados) en A (posiblemente

teniendo +oo como extremo derecho).

Demostracion. Sea @(v,w) una .Z’-férmula. Como dLO™ tiene la eliminacién de cuan-
tificadores en .#’, podemos suponer que @(v,w) estd libre de cuantificadores; debido al
Teorema 3.1 (y su demostracién), para cada d en A, ¢(2(,d) es una unién de intersecciones

de intervalos, y por tanto una unién de intervalos. |

Con esto concluimos nuestro analisis de los érdenes lineales discretos con un penul-
timo elemento. ;COmo tratar los otros tres casos de 6rdenes lineales discretos infinitos
enumerados antes?. Se pueden tratar de forma similar para obtener la eliminacién del
cuantificador y, en consecuencia, la completitud. En particular, resulta que los cuatro
casos agotan todas las posibles terminaciones de la teoria de los 6rdenes lineales discretos
infinitos; en otras palabras, estas terminaciones se caracterizan completamente diciendo si

los modelos correspondientes admiten o no un elemento menor y un elemento mayor.
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En realidad, el caso sin puntos finales merece algunos comentarios més. De hecho,
en este marco, el lenguaje ampliado L' no necesita ningtn simbolo "constante" natural
(simplemente porque faltan puntos finales), y toma el tinico simbolo de operacion adicional
s. En consecuencia, hablando con propiedad, la eliminacién de cuantificadores falla en
este lenguaje ampliado, porque no tenemos ninguna constante para construir oraciones
atémicas. Por ejemplo, la sentencia ( verdadera) 3w(w = w) no puede traducirse en una

sentencia equivalente libre de cuantificadores; lo mismo ocurre con la sentencia (falsa)

Por lo tanto, el enunciado correcto en este caso es sigue: un conjunto de eliminacion
para la teoria de los 6rdenes lineales discretos sin puntos finales es el conjunto de férmulas
atdmicas mds una sentencia tnica (como "no hay ningin elemento menor", o "no hay
ningun elemento ultimo"). No discutiremos aqui la prueba. De hecho, trataremos este caso
en detalle al considerar los 6rdenes lineales densos en la siguiente seccidn. Por dltimo,
obsérvese que la decidibilidad puede demostrarse (en .£°) en los 4 casos posibles. En
consecuencia, la teorfa (incompleta) dLO de infinitos 6érdenes lineales discretos también es
decidible; de hecho, una sentencia ¢ de .Z pertenece a dLO si y sélo si estd en cada una

de sus 4 compleciones.

Ordenes lineales densas

Ahora nos ocuparemos de los 6rdenes lineales densos. El plan aqui es exactamente
el mismo que en el caso discreto. Usamos el lenguaje ¥ = {<} y distinguimos 4 casos
posibles:

1. Hay un elemento menor, pero no un elemento dltimo (al igual que entre los no

racionales negativos con respecto al orden habitual);

2. Hay un ultimo elemento, pero no un elemento menor (ahora los racionales no
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positivos proporcionan un ejemplo);
3. Hay un elemento menor y un elemento dltimo (fijate en los racionales, o incluso en
los reales, en el intervalo cerrado [0, 1]);

4. No hay puntos finales (es el caso de (Q, <)).

En 1, 2, 3 se muestra la eliminacion de cuantificadores en un lenguaje con una o dos
constantes adicionales para ser intepretadas en los puntos finales; 4 merece un tratamiento
mads especifico, porque las férmulas libres de cuantificador necesitan una sola .’ —sentencia
auxiliar para formar un conjunto de eliminacién (incluso en .%’): proporcionamos detalles
completos mds adelante. En todos estos casos es facil deducir la completitud en .. Esto
implica que estas 4 clases agotan todas las posibles completaciones de la teoria de los
ordenes lineales densos.

Sea ¥ = {<} donde < es un simbolo de relacién binaria (que confundimos , por
simplicidad, con su interpretacion a continuacion -una relacién de orden-). En % consi-
deramos la clase K de ordenes lineales. Se ve facilmente que K es elemental, porque las
propiedades que definen los 6rdenes lineales son sentencias de primer orden (y de hecho
sentencias universales de primer orden) de L. Por ejemplo, la linealidad puede expresarse
mediante

YvoVvi(vo < vy Vv <wp).

El conjunto de las consecuencias l6gicas de estas sentencias es la teoria de los 6rdenes
lineales, esta formado por las sentencias verdaderas en cada orden lineal.
Del mismo modo, la clase de érdenes lineales densos sin puntos finales es elemental;

de hecho, la densidad se enuncia mediante

VV()VV15|V2(V0 <V = vy < mAv < vl),
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y falta de puntos finales por

VVQHW (Vl < V()),
VV()Hvl (Vo < v1)

(vo < vy abreviado aqui vop < vi A=(vg=vy))

El conjunto de las consecuencias légicas de las sentencias citadas hasta ahora es la
teoria de los 6rdenes lineales densos sin puntos finales; lo denotaremos por DLO™ .

Estd formado por las sentencias verdaderas en cada orden lineal denso sin puntos
finales. Recordemos que (Q, <), (R, <) son 6rdenes lineales densos sin extremos, y en
consecuencia sus teorias incluyen DLO™ (y cabe preguntarse si en realidad son iguales a
DLO™).

Teorema 3.2 Las férmulas libres de cuantificador de .’ junto con una tnica sentencia de

DLO™ (como Jv(v = v)) son un conjunto de eliminacién de DLO™.

Demostracion. Seguimos el mismo planteamiento que en el caso discreto. Pero ahora el
simbolo sucesor no tiene sentido, nuestro lenguaje es mas pequeio y, por tanto, nuestro
escenario es mas sencillo: los .2 —términos son sélo variables (no surge ninguna constante
porque no hay puntos finales). En consecuencia, lo que tenemos que hacer es eliminar el
cuantificador en una férmula

Iwa(V,w)

donde o (V,w) es una conjuncién de condiciones que dicen que w es igual, o menor, 0 mayor
que algin v en V. Para obtenerlo, proceda como sigue. Ignoremos de nuevo trivialidades
como w = w (pueden enumerarse preliminarmente y reconocerse facilmente); si no ocurre
nada mds, basta con sustituir nuestra férmula por Jv(v = v).

Por el contrario, cuando se cumple una condicién que no puede ser satisfecha por

ninguna w, como w < w ( también estas afirmaciones negativas pueden ser enumeradas
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preliminarmente), sustituya nuestra férmula por —3v(v = v). En caso contrario, en cuanto
se encuentre una ecuacién w = v;, suprima w y 3, y sustituya w por v; , en toda nuestra
féormula.

Por dltimo, si sélo se producen inecuaciones y, por tanto, nuestra formula establece que
w es menor que ciertas variables (vy, ..., v, sin pérdida de generalidad) y mayor que otras
(Vht1,---, Vi), entonces obtenemos la férmula sin cuantificador requerida de la siguiente
manera.

Enumerar (en una disyuncién adecuada) todas las posibles ordenaciones de vy,..., v
en < segun las cuales vy,..., v, preceden a v, 1,...,V; para cada ordenacion , que v,V
denotan respectivamente el elemento maximo entre vy, ..., v, y el menor entre vy q,...,V;
v <V y la hipétesis de densidad son suficientes para garantizar que existe un w intermedio.

Cuando h =0 o h = k, se utiliza la falta de puntos finales. Con esto concluye el

procedimiento de eliminacion. [

I Corolario 3.4 DLO™ es modelo completo y completo.

Demostracion. La completitud del modelo es una consecuencia directa. La completitud
puede deducirse como sigue, utilizando la completitud del modelo. Obsérvese primero que
dos 6rdenes lineales densos cualesquiera sin extremos (A, <) y (B, <) se incrustan en una
extension comun (por ejemplo, su suma (A + B, <), donde A + B es la union disjunta de A
y B, < amplia los ordenamientos en A y B y, ademas, satisface a < b para toda eleccion
deacAybe B). Como DLO™ es modelo completo, cada una de estas incrustaciones es
elemental, en particular (A, <) y (B, <) son elementalmente equivalentes a su suma, y por
tanto entre si. |
Corolario 3.5 Sea A = DLO™. Los subconjuntos A definibles en 2l son solo las uniones

finitas de intervalos (abiertos o cerrados), posiblemente con infinitos puntos finales.
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Demostracion. Proceda como para dLO™.
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4. Campos algebraicamente cerrados

4.1 Campos algebraicamente cerrados

Definicién 4.1 — Campo algebraicamente cerrado.
Se dice que un campo % es algebraicamente cerrado si todo polinomio de grado

positivo con coeficientes en % :
"+ ap 1 X'+ dax+ag, n>0, a;€# con 0<i<n,

tiene al menos una raiz en ¢ .

= Ejemplo 4.1 C es un campo que verifica la condicién de ser algebraicamente cerrado.

Definicién 4.2 Se define la caracteristica de un campo .#” como el menor entero positivo
mtal que 1+ 14---+1=0 (m veces). En caso de no existir tal m, se dice que la

caracteristica de % es 0.
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s Ejemplo 4.2 Tanto R como C son campos de carcateristica 0.

En cambio, para cada p primo, Z/pZ es un campo (finito) de caracteristica p.

Si un campo K tiene caracteristica n > 0, entonces n es un niimero primo.

Tarski obtuvo sus célebres procedimientos de eliminacién de cuantificadores para el
campo complejo y el campo ordenado de los reales en los afos treinta. Debido al parén
provocado por la Guerra Mundial, no publicé sus resultados hasta 1948. Consideramos
aqui el caso complejo, y aplazamos el real a la seccién siguiente. Debemos subrayar que
Tarski se ocupd de teorias de estructuras simples (el campo complejo, el campo ordenado
de los reales) mas que de clases axiomatizables (ACF, RCF). Pero un andlisis cuidadoso
de las pruebas identifica qué tipo de condiciones algebraicas son necesarias para garantizar
el resultado de la eliminacién del cuantificador: asi uno se da cuenta de que lo que hace
funcionar la maquinaria es simplemente ser algebraicamente cerrado en el caso complejo,
y la propiedad del valor intermedio para los polinomios en el caso real.

Se trata de un resultado crucial, especialmente de cara a encontrar una axiomatizacioén
agradable para la teoria del campo complejo, o del campo ordenado de los reales. Como
prometimos, aqui consideramos el caso complejo, pero preferimos un enfoque que trate

toda la clase de campos algebraicamente cerrados.

Teorema 4.1 — Tarski.
La teoria ACF de campos algebraicamente cerrados tiene la eliminacion de cuanlifica-

dores en el lenguaje .£ = {+,-,—,/,0}.

Demostracion. Tomada una férmula @ (V) € £, buscamos una férmula equivalente libre

—

de cuantificador ¢’(V)
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Como antes, podemos limitar nuestro anélisis al caso en que ¢ (V) es de la forma
Iwa(v,w)

donde o (V,w) es una conjuncion finita de férmulas atémicas y negaciones, todas ellas
conteniendo w. En nuestro lenguaje, las férmulas atdmicas no son mds que igualdades de

términos, es decir, ecuaciones. Utilizando —, se puede expresar cada una de ellas como
p(V,w)=0

donde p(¥,x) es un polinomio con coeficientes enteros.

En consecuencia ¢ (V) es

dw /\pi(ﬁ,w) =0A /\ —(q;(¥,w) =0)
i<k j<h

donde los plsy los q’js son polinomios con coeficientes enteros, todos de grado positivo, 7n;
ym; respectivamente, en x, por tanto respecto a w.

La teoria basica de campos nos dice que una secuencia de elementos en un campo
excluye 0 si y s6lo si su producto no es 0. En consecuencia, podemos suponer que a lo

sumo se produce una inecuacion en @(V,w), digamos

donde ¢(¥,x) es el producto de los polinomios ¢(¥,x) cuando j < h, sea m el grado en
x de g(¥,x).

Llegados a este punto, cabe preguntarse si podemos reducir el nimero de ecuaciones de
nuestra férmula @ (V,w) para obtener como méximo una tnica ecuacion.

Esto es cierto, y puede demostrarse utilizando de nuevo la teoria de campos pura (es
decir, sin apelar al cierre algebraico), pero requiere algo més de sutileza. La idea es que,
para un campo K dado y una secuencia b en K, las raices comunes de los polinomios

pi(b,x) son sélo las raices de su maximo comun divisor, y que hay una férmula libre de
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cuantificadores en v, que define los coeficientes (en x) de este maximo comun divisor, y es
independiente de K y b.
La primera afirmacion esta clara. Expliquemos los detalles de la segunda.
Consideremos p;(¥,x) para i < k. Para cada i, escribamos p;(¥,x) como un polinomio

—

en x con coeficientes en Z|y]

pi(¥,x) = Z pir(¥)x".

r<n;

Tomemos dos de estos polinomios, por ejemplo pg y p1, y supongamos por simplicidad
no > nj. Afirmamos que existe una formula libre de cuantificadores en v que produce,
siempre que p;(V,x) no sea el polinomio nulo (en x), los coeficientes en x del cociente y el
resto de la division de po(V,x) por p;(V,x).

Para obtener esta féormula, basta con seguir el procedimiento habitual de divisién de
polinomios.

Se trata de un ejercicio tedioso pero sencillo. Por ejemplo, el primer paso consiste en
escribir que

Pl.n (‘7) =0
o los coeficientes de po(V,x) y p;(V,x) satisfacen
P (V)po(V,X) = pony (V) p1 (¥,x)x™ ™" + P(V,x)
donde P(V,x) es un polinomio de grado < ng en x, y, en este dltimo caso, el cociente
requerido admite
POJlo(‘_;) (P1, (v))ilxnoinl

como coeficiente de grado méaximo.

En este punto, recordemos el algoritmo euclidiano de divisiones repetidas, que nos

da el mdximo comin divisor (en x) de nuestros polinomios p;(¥,x)(i < k) el dltimo resto

distinto de cero en una secuencia finita de divisiones sucesivas.
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De nuevo, una formula adecuada libre de cuantificadores en v determina los coeficientes
en x de nuestro méaximo comun divisor, siempre que los p;(V,x)’s (i < k) no sean todos
cero.

En conclusion, podemos suponer que nuestra férmula ¢ (V,w) tiene una de las tres
formas siguientes:

1. Iw(p(¥,w) =0),

2. Iw=(g(V,w) =0),

3. Iw(p(V,w) =0A—=(q(V,w) =0))
donde p y g son como antes.

Consideremos en primer lugar 1 . En cualquier campo, 1 equivale a decir que, si Vv
elimina todos los coeficientes de p(¥,x) en x de grado positivo en x, entonces asigna
el valor O también al término de grado O en x; esto puede escribirse como una férmula
adecuada libre de cuantificador en V.

Consideremos ahora 2. En cualquier campo infinito, 2 equivale a decir que V no eli-
mina los coeficientes del polinomio p(¥,x) en x. De nuevo, esta dltima afirmacion puede
expresarse mediante una férmula libre de cuantificadores en v . Finalmente tratemos con
3 . Afirmamos que, en cualquier campo algebraicamente cerrado, 3 es equivalente a la

afirmacién
(%) p(¥,x) nodivide g¢(V,x)";

recordemos que 7 es el grado de p(¥,x) con respecto a x, y observemos que (x) puede
expresarse como una férmula sin cuantificador en v (basta con utilizar las observaciones
anteriores sobre divisibilidad, y escribe que el resto de la divisién en (x) no es 0).

La direccion de izquierda a derecha es cierta en todo campo K: si, para una secuencia

dada b en K, el eliminadro de p(b,x) no estd incluido en el eliminador de ¢(b,x), entonces
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p(b,x) no puede dividir ¢(b,x) y (¢(b,x))". por el contrario, tome K y b como antes;
suponga que toda raiz de p(l;,x) elimina también a para K algebraicamente cerrado, esto
implica que todo factor lineal de p(b,x) divide a ¢(b,x) y, por tanto, que p(b,x) divide a

q(l;,x)”. Esto cumple nuestra prueba. [

Comentemos ahora este resultado de eliminacion del cuantificador y propongamos algunas
consecuencias dignas de mencién. En primer lugar , queremos destacar que la propiedad
de eliminacién de cuantificadores caracteriza a los campos algebraicamente cerrados
entre los campos infinitos. De hecho, es un resultado profundo de Macintyre, McKenna
y Van den Dries que un campo infinito cuya teoria elimina los cuantificadores en el
lenguaje . = {+,—,-,0,1} debe ser algebraicamente cerrado. Una consecuencia obvia

de la eliminacién de cuantificadores es la siguiente.

I Corolario 4.1 ACF es un modelo completo.

Es evidente que el ACF no es completo. De hecho, para todo primo p, la sentencia p =0
es verdadera en todo campo algebraicamente cerrado de caracteristica p y falsa en todo

campo algebraicamente cerrado de caracteristica # p.

I Corolario 4.2 Para todo p = 0 o primo, la teoria ACF}, es completa.

Demostracion. Fijemos p. Existe un campo minimo algebraicamente cerrado K, de carac-
teristica p: es el cierre algebraico del subcampo primo. K, es incrustable en todo campo
algebraicamente cerrado de la misma caracteristica. Debido a la completitud del modelo
de ACF,, todas estas incrustaciones son elementales. En particular, todos los campos
algebraicamente cerrados de caracteristica p son elementalmente equivalentes a K, y, en

consecuencia, entre si. [ |

Como ya observamos en la seccion 2.2, las teorias ACF), agotan todas las posibles termina-

ciones de ACF en .Z cuando p abarca los primos y 0 (ademads, cada una de ellas tiene la
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eliminacion del cuantificador en ., simplemente porque extiende ACF'). Una aplicacion
del teorema de la compacidad nos permite decir ain mds. De hecho, hemos visto que la
teoria del campo complejo es simplemente ACFy, y por lo tanto estd axiomatizada por
ACF y, ademds, por las infinitas sentencias que afirman —(p = 0) para todo primo p. Sea
0 una sentencia cualquiera de ACFy. La compacidad nos dice que o es una consecuencia
de ACF y de un nimero finito de sentencias relativas a la caracteristica. Por tanto, ¢ es
cierta en todo campo algebraicamente cerrado de caracteristica p para todos los p’s menos
finitos. Asi que hemos demostrado el siguiente resultado.

Teorema 4.2 Sea o una sentencia del lenguaje .Z. o es verdadera en algun (equiva-

lentemente todo) campo algebraicamente cerrado de caracteristica 0 si y sélo si o es

verdadera en algun (equivalentemente todo) campo de caracteristica p para todos menos

un nimero finito de primos p.

Por lo tanto, lo que es cierto en el campo complejo (y en cualquier campo algebraicamente
cerrado de caracteristica 0) se cumple en los campos algebraicamente cerrados de caracte-
ristica p para casi todos los primos p. Veremos mds adelante en esta seccion una buena
aplicacion de este principio de transferencia de la teoria de modelos al dlgebra. Tratemos
ahora brevemente los problemas de decision. Como ya se ha dicho, la decidibilidad se

deduce de forma muy sencilla de la eliminacién de cuantificadores.

I Corolario 4.3 La teoria ACF de campos algebraicamente cerrados es decidible.

Demostracion. Basta decidir si una sentencia dada ¢ de .Z libre de cuantificador estd en
ACF o no. Sin pérdida de generalidad, o es una conjuncién de disyunciones de sentencias
atémicas y negaciones. Como una conjuncion estd en una teoria si y s6lo si cada conjuncién
lo estd, podemos escribir ¢ (hasta equivalencia, usando —) como

\/mi:O V \/—\(nj:())

J
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donde mis y n’js son enteros positivos. Asi que nuestra sentencia sélo dice que la carac-
teristica divide [];m; o es coprima con algtin n; (o variantes adecuadas cuando no surge

ninguna ecuacién, o inecuacién). Esto se puede comprobar facilmente en el marco fijo. W

Ocupémonos ahora de la definibilidad. Hemos visto en el capitulo 1 que, en cualquier cam-
po K, los conjuntos construibles (en particular las variedades algebraicas) son definibles.
El teorema 4.1 implica que, en campos algebraicamente cerrados, lo contrario también es

cierto.

Corolario 4.4 En un campo algebraicamente cerrado K, para todo entero positivo 7, un

subconjunto de K" es definible si y sélo si es construible.

Demostracion. Basta demostrar que, si X C K" es definible, entonces X es constructible.

Sea @ (V,w) una férmula de .Z y d una secuencia en K que satisface
X = @(K",d)

donde n es la longitud de V. Utilizando la eliminacién del cuantificador, podemos sustituir
¢ (V,w) por una férmula equivalente que excluye los cuantificadores y, en consecuencia, es

una combinacion booleana finita de ecuaciones

q(V,w) =0

—

donde ¢(X,¥) es un polinomio con coeficientes en el subanillo generado por 1. Por lo tanto
X = @(K",d) es la combinacién booleana de las variedades algebraicas definidas por las
formulas

q(v,d) =0

y por tanto es un conjunto construible. [

Obsérvese que en todo campo K los subconjuntos de K" definibles mediante férmulas

libres de cuantificadores son construibles. La eliminacién de cuantificadores garantiza que,
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cuando K es algebraicamente cerrado, no surge ningun otro conjunto definible. Considere-
mos ahora conjuntos definibles 1-arios en un campo algebraicamente cerrado K. En este

marco restringido, se cumple la siguiente proposicion.

Corolario 4.5 Sea K un campo algebraicamente cerrado, X C K definible en K. Entonces

X es finito o cofinito.

Demostracion. Para cada g(x,d) € K[x],q(v,d) = 0 define K si ¢(x,d) es cero, y un con-
junto finito en caso contrario. Una combinacion booleana finita de conjuntos finitos o

cofinitos sigue siendo finita o cofinita. |

En realidad, podemos decir ain mds. De hecho, en cualquier campo K (posiblemente
no algebraicamente cerrado), un subconjunto X de K definible por una férmula libre de
cuantificador es o bien finito o cofinito. La eliminacién del cuantificador extiende esta
propiedad a subconjuntos arbitrarios 1-arios cuando K es algebraicamente cerrado.

Para concluir esta seccién, queremos proponer una bonita aplicacion de la Teoria de
Modelos al Algebra dentro de campos algebraicamente cerrados. Se trata del llamado
Teorema de la inyectividad-implica-sobreyectividad. La compacidad, y la consecuente
observacion de que las sentencias verdaderas en el campo complejo son sélo las satisfechas
por los campos algebraicamente cerrados de caracteristica p para casi todos los primos p,
se utilizan para deducir;

Teorema 4.3 Todo morfismo inyectivo f de una variedad algebraica V sobre el campo

complejo hacia la propia V es sobreyectiva.

Demostracion. Ya hemos notado que cualquier variedad algebraica es un conjunto defi-
nible, e incluso estd definida por una conjuncion finita de ecuaciones (posiblemente con

parametros). En particular, la férmula

/\pj(vaﬁ) =0

J<t
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sea K de esta forma (los p’js son polinomios con coeficientes enteros, y d denota una
secuencia de pardmetros complejos). Andlogamente, un morfismo entre variedades es un

mapa definido por una conjuncion finita de ecuaciones. En consecuencia

AQi(vawva) =0
i<s
rendimiento f (los gls son de nuevo polinomios con coeficientes enteros; podemos utilizar
aqui libremente los mismos pardmetros o que antes; si es necesario, ampliamos o para
incluir nuevos nimeros complejos).
En este punto es un ejercicio fécil escribir una sentencia de primer orden en el lenguaje

—

Z (sin parametros) diciendo: para todo 7, si A ¢;(V,w,Z) = 0 define un morfismo desde
i<s

—

la variedad dada por /<\ p;j(¥,2) = 0 hacia sf misma, y este morfismo es inyectivo, entonces
J=<t
es sobreyectivo.

Denotemos n, como de costumbre, la longitud de V. Lo que tenemos que demostrar es
que el campo complejo es un modelo de todas estas sentencias cuando los p&s y los ¢'s
abarcan los polinomios con coeficientes enteros, equivalentemente que ACFy incluye estas
sentencias. Utilizando la compacidad, podemos comprobar alternativamente lo que ocurre
en ACF), cuando p es un primo, y por tanto si las sentencias anteriores son ciertas en todo
campo algebraicamente cerrado de caracteristica p; como ACF, es completo, basta con
observar el comportamiento de un tinico modelo de ACF,, por ejemplo del cierre algebraico
Fj, del campo F), con P elementos: una respuesta positiva en F, para p suficientemente
numerosos implica una respuesta positiva para el campo complejo. Tomemos pues una
variedad algebraica V sobre 171, y un morfismo inyectivo f de V a V sobre Fp. Utilicemos
el hecho algebraico de que F ,, es localmente finito y representemos V como la unién de

sus intersecciones con F" donde F abarca los subcampos finitos de F, (que contienen

los pardmetros que definen V' y f). Recordemos el principio trivial de que toda funcién
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inyectiva de un conjunto finito a si mismo es también sobreyectiva. Deduzcamos que la
restriccion de fa V N F" es sobreyectiva para todo F. Extendamos este resultado a f : f es

sobreyectiva, como se requiere. [

4.2 Oftra vez Tarski: Campos cerrados reales

Definicién 4.3 Sea el lenguaje ¥ = {0, 1,4+, —,-, <} para un J#" campo ordenado. Con-
sideremos las siguientes sentencias en .Z’

1. Los axiomas de campo,

2. Las que caracterizan los 6rdenes lineales,

3. La sentencia que dice que las sumas y los productos de elementos no negativos

SOn no negativos.
VVovvl(O <yAO<v; =>0<yg+v A0 VO‘Vl).
4. Para todo n natural

YvoVvy ... Yy, VuVwav(vy + vy Ut v+ ™ < 0N
AN <vo+vi-wH-+v, - wWH+wtH Au<w—

—>u<v/\v<w/\vo—|—v1.v+...+vn.vn+vn+1 :0).

Las consecuencias légicas de (1),(2),(3), (4) forman la teoria de los campos reales

ordenados cerrados, denotado RCF .

En esta seccion nos ocupamos del teorema de eliminacion del cuantificador para campos
cerrados reales. Se trata del principal resultado de Tarski en este marco, no sélo porque,
como veremos, la demostracion es mds profunda y complicada que en el caso complejo,
sino también porque el campo ordenado de los reales estd intrinsecamente relacionado con

la geometria. No es necesario recordar que, por ejemplo, en el plano euclideo equipado
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con algunos ejes cartesianos fijos, cada punto es esencialmente un par ordenado de reales,
cada linea recta es la variedad dada por un polinomio de grado 1 y 2 incégnitas sobre los
reales, etc.

Por consiguiente, las afirmaciones sobre puntos, lineas, etc., se basan en el campo
ordenado de los reales. En consecuencia, las afirmaciones sobre puntos, rectas, ... pueden
traducirse facilmente en afirmaciones sobre reales, sumas, multiplicaciones (a menudo de
primer orden). En particular, un algoritmo de decision sobre la teoria del campo ordenado
de los reales (el dlgebra elemental segun la terminologia de Tarski) deberia funcionar
también para la geometria euclidiana (de primer orden). En realidad, el procedimiento de
eliminacién de cuantificadores de Tarski se referia a los reales y no a la teoria RCF .

Pero, al igual que en el caso complejo, uno puede darse cuenta de que los ingredientes
basicos de la prueba se refieren a campos cerrados reales arbitrarios. Asi que enunciamos
(y mostramos) el resultado en este entorno (aparentemente ampliado); pero deduciremos
rapidamente que RCF es completa y, por tanto, igual a la teoria de (R,+,—.-,0,1,<).
Seguimos el elegante enfoque de Cohen en lugar de la prueba original de Tarski.

Teorema 4.4 La teoria RCF de campos cerrados de carretes tiene la eliminacion de

cuantificadores en el lenguaje . = {+,—,-,0,1,<} .

Demostracion. Procediendo como en el caso de campos algebraicamente cerrados, uno se
da cuenta preliminarmente de que el meollo de la cuestion es eliminar el cuantificador 3
en una férmula

Iwa(w,V)

donde a(w,V) es la conjuncién de a lo sumo una ecuaciéon p(w,v) = 0 y un conjunto
finito (posiblemente vacio) de inecuaciones g;(w,V) > 0 (con j < n), donde p(x,y) y

q;(x,¥)(j < m) son polinomios con coeficientes enteros.
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Asi pues, abramos un paréntesis (largo) y examinemos un polinomio arbitrario f(x) =
Y. fix' con coeficientes en un campo real cerrado K. Se sabe que, si f; no es 0 para todo
i<t
i <t, entonces f(x) tiene a lo sumo ¢ raices en el campo. Fijemos ¢.

Entonces se ve facilmente que

1. a funcién que calcula, para cada polinomio f(x) como antes, equivalentemente para

cada secuencia no nula (fy,..., f;) en K'"!, cudntas raices admite f(x) asi como,
paracadarysconl <r <s<t,

2. el conjunto de secuencias no nulas (fp,...,f;) en K'*! tales que f(x) tiene exacta-

mente s raices,

3. la funcién que convierte cualquier raiz no nula (fy, ..., f;) en la raiz r-ésima de f(x)
son definibles en cualquier campo ordenado K de manera uniforme (independiente de K).
Afirmamos que, dentro de campos reales cerrados, para cada t, estos objetos son definibles
mediante férmulas sin cuantificador, también de manera uniforme (independientemente
del campo subyacente). Para ver esto, se utiliza la teoria de Sturm del recuento de raices
reales. Procedemos por induccién en ¢. El caso ¢ = 0 estd claro: el nimero de raices es 0
si fo # 0, e indefinido en caso contrario; 2 y 3 son objetos vacios. Asi que supongamos
¢t > Oy supongamos nuestra afirmacion cierta para todo valor natural < ¢, para extenderla
at. La idea aqui es relacionar los ceros de f(x) con las raices de su derivada y el signo

de f(x) en estas raices. De ahi que construyamos la derivada formal f’(x) de f(x) con

respecto a x

f)=Y ifa™!
0<i<t
Preliminarmente, nétese que f/(x) = 0siy sélosi (f1,...,f;) = (0,...,0).
Excepto en este caso, la induccién nos proporciona férmulas libres de cuantificadores

que definen (con respecto a (fo, ..., f;) através de (f1,2f2,...,tf;))

1. la funcién contar, para cada secuencia (fo, ..., f;) con (fi,...,f;) # (0,...,0), cudn-
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tas raices admite f/(x),y, para 1 <r <s <t

2. el conjunto de las sucesiones (fo,...,f;) en K'*! tales que (fi,...,f;) noesceroy
f'(x) tiene exactamente s raices,

3. la funcién que convierte cualquier (adecuado) distinto de cero (fy, ..., f;) en la raiz
r-ésima de f’(x).

Ahora ordena las raices de f’(x)

p1 <+ < ps.

La propiedad del valor intermedio, que se cumple en todo campo real cerrado, garantiza
que f’(x) no puede cambiar de signo entre dos raices sucesivas. ;Podemos deducir que
f(x) es monétona (creciente o decreciente segin el signo de f/(x)) en el mismo intervalo?
Ciertamente si en el caso del campo real: es un resultado bien conocido en anélisis real
elemental. Pero se puede hacer una demostracion algebraica completa (aunque no trivial)
para polinomios utilizando sélo los axiomas de RCF'. En consecuencia, en todo campo real
cerrado K, f(x) es monétono (creciente o decreciente segtin el signo -positivo o negativo-
de su derivada) en cada intervalo (p;,pi+1),1 <i <s. Ahora mira f(p;) y f(pi+1)

(i) Sino son 0y su signo es el mismo, entonces (p;, Pi+1) No contienen cualquier raiz
de f(x) porque f(x) es mondtona en el intervalo (obsérvese que los casos en que
exactamente uno entre p; y p;+ elimina a f(x) pueden tratarse de forma similar).

= Si f(p;) y f(pi+1) admiten signos opuestos, entonces (p;, pi+1) Si contiene una

raiz de f(x) por la propiedad del valor intermedio. La unicidad de esta raiz podria
deducirse del Teorema de Rolle (dos raices distintas de f(x) p; < a < b < pit1
determinar una nueva raiz intermedia de f’(x), y esto es imposible). El andlisis
elemental garantiza que el Teorema de Rolle es cierto para los reales; pero, de nuevo,

se puede dar una prueba algebraica alternativa y no trivial (para polinomios) que se
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cumple en todos los campos reales cerrados.
= Supongamos por fin f(p;) = f(pi+1) = 0. El argumento en 2 excluye de nuevo
cualquier raiz intermedia adicional de f(x).

Esta maquinaria nos permite contar las raices en el intervalo [py, p;]. Pero, ;qué podemos
decir en (o0, p1) y (ps, +0)?

Los mismos argumentos de antes garantizan que f(X) es mondtona, y en cada una
de estas semirrectas aparece al menos una raiz. Pero nuestro escenario cambia cuando
examinamos la existencia de esta raiz. En efecto, todo intervalo (p;, pi+1)(1 <i <)
es acotado, mientras que nuestras semirrectas son no. Sin embargo, el siguiente hecho
algebraico nos ayuda.

Sea f(x) = ; fix' como antes. Entonces f(x) no tiene raices fuera del intervalo [—a,a]

i<t
donde a = 3rmax{(|f,_if, '|:0<i<t}+1

(La prueba soélo utiliza los axiomas de los campos ordenados). Asi, una posible raiz
menor que p; debe estar en [—a,p;), y una posible raiz mayor que p; debe pertenecer
a (ps,a); ademds, la funcién de valor absoluto || se puede definir de forma libre de
cuantificadores, ya que, para cada b € K, |b| es b cuando b > 0 y —b en caso contrario.
Por tanto, nos encontramos en un marco acotado y podemos proceder como en los casos
anteriores.

En conclusién, hemos proporcionado un procedimiento uniforme que cuenta, para
cada no cero (fp,...,f;) en K, cudntas raices admite f(x). La funcién que calcula su
nuimero s estd definida por una férmula sin cuantificador (que comprueba esencialmente
el signo de f(x) en las raices de su derivada y en +a). Del mismo modo, el conjunto de
secuencias no nulas (fo,...,f;) en K para las que f(x) tiene exactamente s raices puede
definirse comprobando estas relaciones de signo y formando una disyuncién de primer

orden adecuada para enumerar los casos en los que se produce s.
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Por dltimo, la funcién que produce, para cada (fo, ..., f;) distinto de cero y
1 <r<s, laraiz r-ésima de f(x) se define ficilmente sobre la misma base. Con esto
se cumple la prueba de la afirmacion y termina nuestro paréntesis. Ahora volvemos a la

eliminacién del cuantificador. Recordemos que estamos considerando una férmula

(a) Sw(p(w,7) = O \ (1) > 0)
0
(b) Iw /\ qj(w,v) >0

dondep(x,y) y g;(x,¥)(j < m) son polinomios con coeficientes enteros. Cada uno de ellos

—

se puede escribir como un polinomio con coeficientes en Z[y| de la siguiente manera

p(x.3) =Y pi(F)x,

i<t
q;i(x,%) =Y q;:()x"
igtj

(a) se reduce rapidamente a (b) porque su férmula es equivalente a

(/\pi(ﬁ/\ Jw /\ q;j(w,v) > 0)V
i<t J<m

\/ ("p(x,\j) tiene s raices" A
1<r<s<t

A lar-ésimardiz p,(V) satistface /\ q;(p,(V),¥) > 0"
j<m
donde esta dltima disyuncién puede expresarse mediante una férmula de primer orden
sin cuantificador. Veamos (b). Para cada j < m y para cada s j < tj, existen formulas

libres de cuantificadores que definen, para cada campo real cerrado K, el conjunto de las

sucesiones b tales que g(x, Z)) tiene s raices en x, y que enumeran estas raices
pj71(b)<“.<pj7s/(b)‘
Se puede calcular el signo de g;(x, Z)) en los intervalos

(—inf,pj71(5)),
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(0ji(B),pji1(B) (1<i<s,
(pJ'7Sj (b, +oo)
de manera uniforme (independiente de K y b) observando el valor (de signo) de

qj(pj1(b) —1,b)

<Pj,i(z) +(pji+1(D) )

Y

qj

[\O RPN

-

q;(pjs;(b)+1,b)
respectivamente. Enumerar todas las posibles ordenaciones de las raices (en x) de las
q; (x,B)’ s cuando j se extiende sobre los nimeros naturales < m, y dividir en cada caso K
en un nimero finito de intervalos tales que las g; (x,z)/ s tengan un signo constante (con
respecto a x) en cada uno de ellos; comprobar estos signos (de la forma sugerida antes)
y formar una disyuncién adecuada escogiendo los intervalos donde todos estos signos
son positivos. Este procedimiento es independiente de K y b y proporciona la férmula sin

cuantificador requerida. [

I Corolario 4.6 RCF es un modelo completo.

Corolario 4.7 RCF es completa en particular, RCF es la teoria del campo ordenado de

los reales (asi como de cada campo cerrado real).

Demostracion. Existe un campo cerrado real minimo ordenado, incrustado en cualquier
modelo de RCF. Se trata del campo ordenado R de los ndmeros algebraicos reales. La
completitud del modelo de RCF garantiza que todo campo real cerrado es una extension
elemental de Ry. En particular, todos los campos reales cerrados son elementalmente

equivalentes a R y, en consecuencia, entre si. [ |

Esta es la primera prueba de completitud que damos sobre la RCF’; de hecho el criterio

de Vaught’s no se aplica porque la RCF no es categdrica en ninguna potencia infinita.
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Hemos visto que los campos reales cerrados eliminan cuantificadores en su lenguaje
Z ={+,—,-,0,1,<}. Notablemente, estin completamente caracterizados por esta pro-
piedad: Macintyre, McKenna y Van den Dries demostraron que un campo orderado, cuya
teoria tiene la eliminacion de cuantificadores en .Z, debe ser real cerrado. También obser-
vamos que RCF no conserva la eliminacion del cuantificador en el lenguaje restringido
' ={+,—,-,0,1} sin orden. En realidad se puede recordar que, incluso al comprobar la
resolubilidad de la popular ecuacién ax? + bx+ ¢ = 0 con grado 2 y 1 desconocido sobre
los reales (o sobre cualquier campo real cerrado), se necesita una inecuacién b — 4ac > 0
para asegurar raices, y de ahf eliminar 3 en la férmula Iw(v,w? 4+ viw 4 vy = 0). Mds

formalmente, recordemos que, con respecto a la teoria del campo real, las férmulas
o(v):v>0

@' (v) : Iw(v=w?)

son equivalentes. Como la RCF es completa y, por tanto, igual a la teoria del campo real,
lo mismo ocurre en todo campo real cerrado. En consecuencia, la .Z-férmula (con el
cuantificador 3)

@' (v) : Iw(v =w?)

define el conjunto de elementos no negativos en todo campo real cerrado. Sin embargo,
no puede ser equivalente en RCF a ninguna . —férmula libre de cuantificador ¢”(v). De
hecho @(RR) es la semirrecta [0, +oo[ de R, y por tanto es infinita y coinfinita, mientras que
¢©"(K) es finita o cofinita para todo campo K: véase la demostracién del teorema 4.5. Ahora
discutimos la decidibilidad: como ya se ha dicho, ésta era la principal consecuencia de la

eliminacidn de los cuantificadores, segun el sentir general en los afios cuarenta.
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| corolario 4.8 RCF es decidible.

Demostracion. Debido a la eliminacion del cuantificador, cada .’ —sentencia ¢ es equi-
valente en RCF a una combinacion booleana de sentencias m =nom <n dondemy n
son nimeros enteros. Esta afirmacién sin cuantificador puede comprobarse facilmente en

nuestro marco. [ |

Examinemos ahora otra consecuencia notable de la eliminacion de cuantificadores, a saber,
la definibilidad. Recordemos que, en un campo ordenado K, todo conjunto semialgebrai-
co (en otras palabras, toda combinacién booleana finita de conjuntos de soluciones de

inecuaciones

con g(X) € K[X] es definible.

Corolario 4.9 En un campo ordenado real cerrado K, los conjuntos definibles son exacta-

mente los semialgebraicos.

Demostracion. Sea n un nimero entero positivo,X C K" un conjunto definible en K.
Entonces hay una férmula > @ (V,w) de .Z y una secuenciafi @ € K tales que
X =o(K",a)

Debido al teorema de eliminacién del cuantificador de Tarski, podemos suponer que ¢ (V,w)

no tiene cuantificador y, por tanto, es una combinacién booleana finita de inecuaciones
g(V,w=>0

con ¢(X,¥ € Z[X,y]. Por lo tanto, X es una combinacién booleana finita de conjuntos de

soluciones de las disecuaciones

y por lo que es un conjunto semialgebraico. |
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= Ejemplo 4.3 Consideremos la siguiente afirmacidn: para una funcién semialgebraica f
de R**! — R, el conjunto A de las secuencias ¥ en R"*! tales que es semialgebraica.

Si se sustituye en todas partes semialgebraico por definible, esta proposicion puede
perder parte de su glamour (matematico). Pero, utilizando la 16gica, se obtiene una

breve demostracion: A es definible mediante la féormula

o(V:Iwve(e >0— IrVy(y>r) —

— Jz(f(V,y) =zA|z—w| < €)))

(recuérdese que tanto f como el valor absoluto son definibles). Una aproximacion
directa mediante conjuntos semialgebraicos y proyecciones es mas larga. En un campo
real cerrado K, los subconjuntos definibles X C K tienen una forma muy sencilla

forma.

Corolario 4.10 Sea K un campo real cerrado y X un subconjunto definible de K. Entonces

X es una unién de intervalos (cerrados o abiertos, posiblemente con extremos infinitos).

Demostracion. Sea q(x) € K|x]. Sabemos que ¢(v) = 0 define K si g(x) = 0y un conjunto
finito (es decir, el conjunto de las raices ap < --- < a5 de g(x) en K) en caso contrario.
Por otra parte, g(v) > 0 define 0 si g(x) = 0; en caso contrario g(v) > 0 define la unién
de algunos intervalos entre | — o0, agl, ]ag,ai|, ..., |as, +oo[ (recuérdese que K satisface la
propiedad de valor intermedio para polinomios). Por tanto, cualquier conjunto defini-
ble (equivalentemente, semialgebraico) X C K es una combinacion booleana finita de

intervalos, y por tanto una union finita de intervalos. |
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5. Eliminacion-pp de cuantificadores y médulos

En esta seccion nos ocupamos de los médulos (de izquierda) sobre un anillo (contable)
R con identidad. Sea el lenguaje adecuado Zgr{0,+,—,r(r € R)} para estas estructuras,
axiomatizables mediante sentencias de primer orden en Zg.

Denotemos 7 la teoria correspondiente. Un rapido vistazo a los axiomas de Jr
muestra que cada uno de ellos es una sentencia universal Vva (V) donde (V) es una
formula atémica de Zg; esto confirma que la clase de los modelos de Zg ( a saber, de los
R-mddulos) es cerrada bajo subestructuras.

Ahora nos preguntamos si Jg tiene eliminacion de cuantificadores en -Z&. Un ejemplo
trivial muestra que esto es falso incluso en el caso simple en que R es el anillo Z de enteros.

De hecho, basta considerar Z como un mdédulo sobre si mismo. En 7Z la férmula
o(v): Iw(v =2w)

define el conjunto 27 de enteros pares. Por otro lado, toda férmula atémica ¢'(v) en %,

es equivalente dentro de .77, y por tanto en la teoria del Z-médulo, a

rv=0
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para algiin entero no negativo r. Esta formula define en Z{0} si r # 0 y Z en caso contrario.
Ninguna combinacién booleana de estos conjuntos puede ser igual a 2Z. Por lo tanto
ninguna férmula libre de cuantificador @'(v) de %% es equivalente a @(V) en Th(Z), y asi
en .77.

De ello se deduce que .77 no elimina los cuantificadores en .%%. Sin embargo, observe
que @(v) es una pp-férmula tipica en .%%. De hecho, veremos que, para cualquier R,
las pp-féormulas de % son justo el inico obsticulo a la eliminacion de cuantificadores
de J& en £&. Veamos por qué. Tomemos cualquier anillo (contable) R con identidad.

Recordemos que una pp-férmula pp de £ es una férmula existencial de la forma

O(F: I(A-V=B-W)

donde A y B son matrices con coeficientes en R de tamafos adecuados, denota el producto
habitual fila por columna entre matrices, y v, w deben verse como vectores columna (con
un nimero adecuado de filas). Asi, cuando w = 0, las pp-férmulas incluyen las férmulas

atomicas de

LR

. Para cada pp-férmula ¢ (V) de £& y cada R-mé6dulo 90, @ (9") es un subgrupo de 9"
(llamado subgrupo pp-definible), pero no es en general un submédulo. Afiadamos aqui

algunas observaciones mds sobre las pp-férmulas.

Veamos las siguientes notas:
1. Si (V), y(V) son pp-formulas de £, entonces también @ (V) \ y(V) es (equivalente
en Tr) una pp-formula.

2. Sea @(V,7) una pp-formula de £, ¢ (V,7) : IW(A'(V,Z) = Bw).
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Entonces @(V,0) es una pp-férmula, y por tanto, para todo R-médulo O, @(9M",0)
es un subgrupo pp-definible de IN". Ademds, para cada d € M,(MN",d) =0 o
(M. &) es una clase @(M™,0) en M (de hecho, dado b € @(IN",d), es fdcil
comprobar @(9N",@) = @(IM",0) +b).

. Sean @ (V), y (V) pp-formulas de £ con n variables libres, y sea k un niimero entero
positivo. Es sencillo escribir una sentencia en £ que asegure que, en un R-modulo
M dado el indice de (IM*) Ny (M) en @(IN") es > k en detalle esta sentencia

dice

3‘70---3‘7k—1 (/\QD(T/;;)/\ /\ _‘W(vi_‘_"'j)>

i<k i<j<k

La denotaremos por (¢ : y) > k. Cualquier sentencia de esta forma se llama enun-
ciado invariante (veremos mds adelante la razon). Obsérvese que las combinaciones
booleanas finitas de enunciados invariantes incluyen las sentencias que dicen:
v el indice de (I Ny (IM") en @(IN") es k ("= k" significa " > k" sino "
# k+1"); denotaremos esta formula por (@ : y) = k;
w el indice de (MM Ny (IMM") en @(IN") es < k ("< k" significa ? k+ 1; deno-
taremos esta formula por (Q,y) < k.
Llegados a este punto podemos enunciar y demostrar el siguiente teorema funda-

mental (de pp-eliminacion de cuantificadores para médulos).

Teorema 5.1 — Baur - Monk.

Sea R un anillo (contable) con identidad. Entonces las pp-formulas de # junto con

los enunciados invariantes forman un conjunto de eliminacién para g en -£x. Mas

precisamente: para cada féormula o (V) de &, hay una combinacién booleana f3 de
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enunciados invariantes y una combinacién booleana y(V) de pp-férmulas tales que

Vo) <= BAY)) € Tk.

Se utilizard en estd demostracion el siguiente resultado de la teoria de grupos.

Lema 5.0.1 — B. H. Neumann.

Sea & un grupo, a,a; € G,H, H; sean subgrupos de & (donde i varia entre los naturales

menores que algin N fijo), aH C |J a;H;. Sea I el conjuntos de los naturales i < N para
i<N

los cuales |H : HN H;| < N!. Entonces aH C |J a;H;.
icl

Comencemos ahora la demostracion del teorema.

Demostracion. Procedemos por induccion sobre o (V). Si a(V) es una férmula atémica,
entonces o (V) es directamente una pp-férmula. Los casos y = y A son ficiles de manejar.

Supongamos entonces que o (V) es de la forma VYwa'(w,V), donde la hipétesis de
induccion garantiza que existe un enunciado invariante §’ y una combinacién booleana

Y (w, V), de pp-férmulas tales que
YWY (o (w, ) <= B'AY(w,V)) € Tk.

17 reduccién: sin pérdida de generalidad, o’ (w,V) es una disyuncién de pp-férmulas
o negaciones. En efecto, VW(a(V) <= B’ AVwY (w,V)) € Fk. En consecuencia,
podemos sustituir &’ (w,V) por ¥ (w,V), que es una combinacién booleana de pp-
férmulas y, por tanto, equivalente a una conjuncién de disyunciones de pp-férmulas
o negaciones. Correspondientemente ponga &'(w, V) : A\ o;(w,V) donde, para cada,

j<s

J <'s,0;(w,V) es una disyuncién de pp-férmulas o negaciones.
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Vwa'(w,V) es equivalente en Tk, a A<, Ywow,V). Entonces podemos manejar
o (w,V) (con j < s en lugar de o' (w, V).

reduccién: a(w,V) es de la forma 6(w,V) — in donde N es a entero positivo,
0(w,V) y 6;(w,V), (con i < N) son pp-férmulas. De hecho o’(w,V) es una dnica
disyuncion de pp-férmulas y negaciones. Pero sabemos que cualquier conjuncion
de pp-formulas es (equivalente en . a) una pp-férmula, y por tanto cualquier
disyuncién de negaciones de pp-férmulas es la negacidn de una tnica pp-férmula.
Esto implica claramente nuestra afirmacién. Resumamos la situacién.
Queremos encontrar 3 y (V) tales que, para cada R- médulo 90t y cada secuencia d
en M,

o(M.a) C | J 6:(0m,a). 5.1)

i<N

siy s6lo si M = B A y(d). Sabemos que, dados M y d, o bien 6 (Mmd) = O o bien
6(9,d) es una clase lateral del subgrupo pp-difinible 6(91,0). Lo mismo puede de-
cirse de 6;(9,d), para cada i < N. Por cierto, nétese que Iw0 (w, V), Iw6;(w, V)(con

i < N) son pp-férmulas. 5.1 es cierta cuando d satisface =3w6;(w, V), o (la negacion

de una pp-férmula) en 91, y ciertamente falsa cuando d satisface

Iwb;(w, V) A \/ —3Iw6;(w, V)
i<N

en 1. Por tanto, no hay pérdida de generalidad para nuestros propdsitos en suponer
0(9M,d) #0y 6;(9M,d) # 0 para todo i < N. Sea S el conjunto de los indices i < N

que satisfacen

16(91,0) : 6(90,0) N 6;(9,0] < N!.

Observa que S depende de I (y de d, por supuesto). Sin embargo, s6lo hay un
numero finito de formas posibles de elegir S, y cada una de ellas estd descrita por un

enunciado invariante adecuado. Supongamos, sin pérdida de generalidad, que S es
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s6lo el conjunto de los enteros positivos < m para algin m < N. Podemos aplicar el

Lemma de B. H. Neumann’s 5.0.1 y deducir que 5.1 es equivalente a
0(9M,a) C | 6:(9M,4). (5.2)
i<m
Pongamos K = 6(90,0)N () 6(M,0). Como 6(9MN,a) y 6;(9MN,a) para i < m son
i<m

son union de clases laterales de K en M,5.2 puede escribirse equivalentemente
i<m
Como 6(Mt,d)/K es finito, podemos utilizar algunos argumentos combinatoriales

(esperemos) bien conocidos y replantear 5.3 de forma equivalente
Y(=DM|(e(m,a)n (M) 6:(M,a)) /K| = (54)
X icX
donde X abarca los subconjuntos de {0, 1,...,m — 1}. Para cada X, pongamos
k(X) =16(2M,0)n () 6:(2M,0) : K[;
i€X

Obsérvese que, cuando 6(9M,d) N (N 6;(9M,d) /K # 0,
ieX

k(X)=|(6(M,a@)N () 6:(9M,a)/K|.

15'¢
Ademés k(X) < NV . De ahi que hayamos demostrado que 901 satisface o (@) si'y
s6lo si ¥(—1)XIk(X) = 0, donde la suma concierne a todos los subconjuntos X de
{0,1,...,m— 1} tales que 9 = Iw(O(w,ad) A ./}Gi(w,?l), y por tanto si y sélo si
ic
2N satisface una disyuncion conveniente de conjunciones de enunciados invariantes
y pp-férmulas. Esto es lo que ocurre para un § dado. Como sélo hay un nimero

finito de S's posibles, se puede encontrar algin 8 adecuado y y(V), valido para todo

R-médulo 9.
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Observemos que

1. Obsérvese que el procedimiento dado en la demostracion de Teorema 2.6.3 es
efectivo y proporciona explicitamente para cada o(V) las formulas requeridas 3
y Y(V). Ademds, B es en realidad una combinacion booleana finita de enunciados
invariantes relativos a pp-formulas @(v), y(v) (con a lo sumo una variable libre).

2. En particular, cuando o es una sentencia de £, lo que produce el procedimiento
anterior es simplemente una combinacion booleana 3 de enunciados invariantes
(relativos a pp-formulas @(v),y(v) con a lo sumo una variable libre) tal que
o <— B eTr.

3. Fijemos ahora un R-mddulo 9. Entonces, para cada formula a (V) de £, existe
una combinacion booleana y(V) de pp-formulas tal que M = VW(a (V) < y(V))
(de hecho, sabemos que (V) es equivalente B N y(V) para alguna combinacion
booleana y(V) de pp-formulas y alguna sentencia B; asi, si M |= B, entonces o (V)
es equivalente a y(V) , mientras que, si M |= —f, entonces o.(IM") estd vacia 'y en
consecuencia o.(V) es equivalente a 6(V) A —9(V), donde 8 (V) es una pp-férmula
arbitraria).

Con respecto a los conjuntos definibles en modulos, esto es lo que implica el teorema

5.1.

Corolario 5.1 Sea 2t un R-mddulo y 7 un ndmero entero positivo. Entonces todo conjunto
X C M" definible en 97t es una combinacion booleana finita de clases laterales de

subgrupos pp-definibles.

Demostracion. Existe una .Z-férmula a(V,w) y una secuencia d en M tales que X =

o (9", d).Podemos suponer que o (¥, w) es una combinacién booleana de pp-férmulas, y
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sabemos que, para toda pp-férmula @ (V,w), (9", d)|, cuando no estd vacia, es una clase

lateral del subgrupo pp-definible por @(91",0). [
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6. Conclusiones

Conclusiones

En conclusidn, esta monografia ha proporcionado un andlisis exhaustivo de la elimi-
nacioén de cuantificadores y su impacto en diversos campos de la matematica y la 16gica.
A lo largo de nuestra exploracién, hemos destacado la importancia de esta técnica en
la simplificacién y comprensién de férmulas cuantificados, asi como su influencia en la
resolucion de problemas matematicos de indole compleja.

En primer lugar, hemos observado cémo la conexion entre la eliminacién de cuantifica-
dores y la teoria de orden lineal discreto ha permitido abordar problemas relacionados con
estructuras ordenadas discretas de manera més clara y eficiente. La capacidad de traducir
propiedades cuantificadas a un lenguaje mds manejable en este contexto ha demostrado ser
valiosa para la comprension y manipulaciéon de conjuntos ordenados de forma discreta.

Asimismo, al explorar la relacion entre la eliminacién de cuantificadores y la teoria
de orden lineal denso, hemos extendido nuestra comprension a estructuras mas amplias y

complejas. Esta conexion ha revelado la versatilidad de las técnicas de eliminacién de cuan-
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tificadores al aplicarse a conjuntos ordenados de manera densa, ofreciendo herramientas
adicionales para abordar problemas en contextos mas generales.

La aplicacion de la eliminacion de cuantificadores en campos algebraicamente cerrados
ha sido un tema destacado en nuestra investigacion. Hemos observado como esta técnica ha
permitido simplificar enunciados y demostraciones en este marco especifico, proporcionan-
do una perspectiva més profunda sobre la relacion entre la eliminacién de cuantificadores
y la estructura algebraica de estos campos.

Ademds, cabe destacar que la eliminacion de cuantificadores ha desempefiado un papel
crucial al demostrar la decidibilidad, definibilidad y completitud de ciertas teorias matema-
ticas. La capacidad de traducir proposiciones cuantificadas a formas mas manejables ha
facilitado la exploracion de la naturaleza y las propiedades fundamentales de estas teorfas,
ofreciendo asi un enfoque mas claro para evaluar su viabilidad y alcance.

En conjunto, esta monografia destaca la importancia de la eliminacion de cuantificadores
como una herramienta poderosa en el arsenal matemaético y 16gico. Al comprender sus
diversas aplicaciones y conexiones con otras teorias, hemos ampliado nuestro conocimiento
sobre como abordar problemas cuantificados de manera maés efectiva. La eliminacion de
cuantificadores no solo simplifica la expresion de enunciados, sino que también ofrece
nuevas perspectivas y oportunidades para la exploracion de la verdad matematica en sus
diversas manifestaciones, incluyendo la evaluacién de la decidibilidad, definibilidad y

completitud de teorias especificas.
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