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RESUMEN

En el contexto del estudio y aprendizaje de las matematicas, la comprension de las derivadas ha
ocasionado ser un desafio persistente tanto para los aprendices como para los docentes, por lo tanto,
el objetivo de la presente investigacion fue realizar un estudio del tema de derivadas, con el fin
de disefiar un documento referencial que contemple una propuesta metodolégica a través de la
resolucién de problemas para la ensefianza de las derivadas. La metodologia del presente trabajo
fue abordada bajo un enfoque cualitativo no interactivo, con un alcance descriptivo, y se utilizé
un disefio de investigacion documental. Por medio de estos tres aspectos metodoldgicos se logrd
cristalizar un documento referencial sobre la resolucién de problemas enmarcada dentro del tema
de derivadas, la cual abarca los dos resultados fundamentales de este trabajo; el primero fue el
desarrollo de una nueva propuesta metodoldgica para el estudio de las derivadas a través de la
resolucién de problemas, la cual consta de cuatro nuevas fases, a saber: lectura y comprension
del tema, bisqueda y estudio de las herramientas matemadticas, construccién de la solucién, por
dltimo, la de verificacién de resultados; y el segundo resultado, fue el desarrollo de problemas
contextualizados sobre el tema de derivadas mediante las cuatro nuevas fases, que sirvié como
ejemplificacion de la propuesta metodoldgica. Es asi, que se llego a la conclusién de que a través
del uso del documento referencial se pueda contribuir al desarrollo de habilidades criticas de
pensamiento, razonamiento 16gico y creativo en el tema de las derivadas, el cual sirve como un

pilar fundamental para el estudio de célculo diferencial.

Palabras  claves:  <DERIVADAS>,  <HERRAMIENTAS  TECNOLOGICAS>,
<CONTEXTUALIZACION>, <PROPUESTA METODOLOGICA>, <RESOLUCION DE
PROBLEMAS>, <PROBLEMAS CONTEXTUALIZADOS>.
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SUMMARY

In the context of the study and learning of mathematics, the understanding of derivatives has proven
to be a persistent challenge for both learners and teachers. Therefore, the objective of this research
was to conduct a comprehensive examination of the topic of derivatives to design a referential
document that contemplates a methodological proposal through problem-solving for the teaching
of derivatives. The methodology of this work was approached under a non-interactive qualitative
approach with a descriptive scope, using a documentary research design. Through these three
methodological aspects, a referential document was designed, focusing on problem-solving within
the domain of derivatives which encompasses the two fundamental outcomes of this study. Firstly,
it entails the development of an innovative methodological proposal for the study of derivatives
through problem-solving, comprising four distinct phases: reading and understanding the topic,
searching and studying mathematical tools, construction of the solution, and finally, verification of
results. Secondly, the study resulted in the creation of contextualized problems related to the topic
of derivatives through the application of these four new phases, serving as an exemplification of the
methodological proposal. Thus, it was concluded that through the use of the referential document, it
is possible to contribute to the development of critical thinking skills, alongside logical and creative
reasoning on the subject of derivatives, which serve as the foundational basis for the exploration of

differential calculus.

KEYWORDS: <DERIVATIVES>, <TECHNOLOGICAL TOOLS>, <CONTEXTUALIZATION>,
<METHODOLOGICAL PROPOSAL>, <PROBLEM-SOLVING>, <CONTEXTUALIZED
PROBLEMS>.
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INTRODUCCION

El conocer y entender la matemadtica, ademds de llegar a ser muy satisfactorio para muchas personas,
brinda la posibilidad de tener un mejor razonamiento légico y desenvolvimiento en problemas de la
vida real. En adicidn, el d4rea de matematica inevitablemente se encuentra presente en la cotidianidad
de las personas, como por ejemplo, en el &mbito deportivo, las estadisticas desempefian un rol
importante en el historial de los atletas; en el social, el cdlculo ayuda a predecir la taza de crecimiento
de la poblacién de una ciudad; mientras que en el natural, las ecuaciones diferenciales permite
estudiar el comportamiento entre dos especies de animales, las cuales son: presa y depredador;

entre otros.

Dentro de este contexto, un tema de gran importancia dentro del drea de matematica es el topico
de derivadas, el cual tiene aplicaciones relevantes en el contexto real, como por ejemplo, si se
quiere saber la velocidad de un auto en una autopista en un momento exacto; asimismo, para
estudiar el momento de evolucién de ciertas epidemias; y como una forma de optimizacién dentro
de varias empresas. Concretamente, dentro del &mbito educativo, abordar el tema de derivadas, con
hincapié en las definiciones, resultados fundamentales, propiedades y aplicaciones, posibilita a los
estudiantes desarrollar destrezas en el cdlculo diferencial y una capacidad de andlisis para resolver

situaciones problemadticas que involucren el uso de las herramientas de derivadas.

No obstante, la tradicional dindmica entre docentes y estudiantes para la ensefianza y aprendizaje de
derivadas, ha ocasionado que los alumnos aprendan a resolver los ejercicios de manera mecanica,
el cual puede apresurar la ensefianza del tema, pero dejando vacios en los estudiantes, el cual puede
ocasionar falta de vision matematica para la solucién de ejercicios y/o problemas contextualizados,
la cual representa una dificultad en el proceso de fomentar la matemadtica. En este sentido, existe
la necesidad de suprimir, o por lo menos, minimizar estas dificultades durante el proceso de
ensefianza y aprendizaje del tema de derivadas, con miras a lograr un aprendizaje significativo en

los aprendices.

Adicionalmente, la definicion de derivada a partir del concepto de limite agudiza estas dificultades,
es asi que, son pocos los alumnos que adquieren un dominio para derivar y aplicar los conceptos en
la solucién de problemas (Gutiérrez et al., 2017). En esta direccién, Gémez (2017) menciona que
en el estudio del cdlculo, la primera dificultad que se tiene es la de limite, el cual, el problema crece
al ser aplicado en la definicién de derivada, donde se relaciona aspectos geométricos y fisicos. Por
otro lado, Sanchez et al. (2008) afirma que el problema radica en que los alumnos no han construido
un significado adecuado del concepto de derivada, el cual puede dificultarles en su desempeifio
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en los cursos de célculo. Mientras que, por otra parte, Flores y Salinas (2013) sefialan que en el
aprendizaje del cdlculo, en particular en la conceptualizacién de derivadas, uno de los desafios es
que los alumnos son capaces de derivar una funcién, pero no logran reconocer algunas aplicaciones
segun el contexto, el cual conlleva a que estos no logren darle sentido ni significado a los conceptos

basicos del calculo diferencial.

Concretamente, todos los autores mencionados, concuerdan en que existe un problema latente
dentro del proceso de ensefianza y aprendizaje del tema de derivadas en la comunidad estudiantil,
principalmente en torno a la comprension del concepto, el cudl a largo plazo repercutird en las
aplicaciones. Es asi, que se indagé en diferentes metodologias, para la ensefianza y un aprendizaje
significativo de las derivadas. En este sentido, la metodologia de la resolucién de problemas fue la
técnica de enseflanza que mas destacd en una revision bibliogréfica, ya que, esta nos permitio realizar
una contextualizacién de las matemadticas formales, las herramientas tecnoldgicas y problemas de la

vida cotidiana, que derivo en la construccién de unas nuevas fases para la resolucion de problemas.

Por lo tanto, este trabajo presentd una propuesta alternativa para el estudio de las derivadas a través
de la resolucién de problemas, que tiene como objetivo presentar el contenido tedrico, apoyado
en softwares matematicos, que refuerza el aprendizaje de los estudiantes, en una forma de estudio
visual, atractiva e interesante para el estudiante, lo que contribuird a un mejor desempefio en el

desarrollo del calculo diferencial.

Es asi, que todos estos elementos se plasmaron en un documento referencial cuya relevancia y
justificacion radica en su enfoque centrado en la resolucion de problemas. Ya que de esta manera, se
puede apreciar la utilidad de las derivadas en el mundo real mediante problemas contextualizados.
Ademds, al enfrentarnos a problemas desafiantes, se nos presenta la oportunidad de desarrollar
habilidades criticas de pensamiento, razonamiento l6gico y creatividad matematica, especificamente
en el tema de derivadas, puesto que este sirve como una base fundamental para el estudio del célculo
diferencial. Es asi, que el documento referencial no solo busca transmitir el conocimiento tedrico,
sino también cultivar habilidades analiticas, las cuales serdn valiosas en el desarrollo académico y

profesional de los estudiantes.

En este sentido, el aporte a la carrera de Matemdtica de la Escuela Superior Politécnica de
Chimborazo (ESPOCH) fue el documento referencial que sirve como material complementario
para los estudiantes que se estén iniciando en el estudio de las derivadas, lo cual resulté visualmente
atractivo a partir de lo tecnolégico y aplicativo para los aprendices, fomentando su interés en el

tema de derivadas y creando la oportunidad de un aprendizaje significativo.

En esta perspectiva, el Trabajo de Integracién Curricular (TIC) fue organizado en base a cinco
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capitulos con el propdsito de lograr una estructuracién mds efectiva de la presente investigacion. Es
asi, que el primer capitulo abarcé el problema de investigacion dividida en diferentes secciones,
las cuales fueron: planteamiento del problema, objetivos y justificacion; en el segundo capitulo
consté con el marco tedrico de esta investigacion, las cuales gracias a la bibliografia encontrada se
mencionan temas como lo son: las derivadas, aspectos elementales de la resolucion de problemas y
las herramientas tecnoldgicas; el tercer capitulo se trat6 sobre la metodologia utilizada para este
trabajo, es decir, se menciond el enfoque, el alcance y el diseio que se empled en el TIC, asi como,
las técnicas e instrumentos utilizados para esta investigacion; el cuarto capitulo correspondiente
al marco de andlisis e interpretacion de resultados, se procedi6 a detallar los hallazgos obtenidos
a partir de este estudio, la cual fue la propuesta metodolédgica para el estudio de las derivadas a
través de la resolucion de problemas, asi como, de igual forma se menciond la estructuracién del
documento referencial, y tademas se procedié a redactar una discusion acerca de la investigacion; y
en el dltimo capitulo se mencionaron varias conclusiones y recomendaciones que se obtuvieron a

partir de la investigacion.



CAPITULO I

1. PROBLEMA DE INVESTIGACION

1.1. Planteamiento del problema

Dentro del contexto anterior, se visualiza que existe la necesidad de que los aprendices adquieran
conocimientos s6lidos sobre el tema de derivadas, con miras a que conduzcan a un aprendizaje
significativo. Es decir, el foco del presente trabajo de investigacién abordé la dificultad latente
del proceso de ensefianza y aprendizaje del topico de derivadas. Particularizando, la comunidad
estudiantil de la carrera de Matemadtica de la Escuela Superior Politécnica de Chimborazo
(ESPOCH), en especial los alumnos de los primeros semestres, no estdn exentos de la problematica

entorno al proceso de ensefianza y aprendizaje del tema de derivadas.

Es asi que, el propdsito de este estudio consistié en disefiar un documento referencial que contemple
una propuesta de ensefianza y aprendizaje del tema de derivadas a través de la resolucién de
problemas, el cual contribuya a alcanzar resultados satisfactorios durante y después del proceso;
apoyados en el uso de herramientas de soffware matemadtico y la realizacién de problemas

contextualizados, con la finalidad de optimizar la comprensién en los aprendices.

1.2. Objetivos

Objetivo general
Realizar un estudio de derivadas mediante una revisién documental, para disefiar un documento
referencial que contemple una propuesta metodoldégica para la ensefianza de las derivadas a través

de la resolucién de problemas.
Objetivos especificos

e Revisar la literatura utilizando técnicas eficientes de bisqueda enfocada en la resolucion de

problemas para enmarcarla dentro del tema de derivadas.

e Organizar el tema de derivadas enfocado en la resolucién de problemas, utilizando la bibliografia

seleccionada para la estructuracién de un documento referencial.

o Indagar en los software libres de matematicas mediante una bisqueda y andlisis de softwares para
identificar aquellos que puedan ser utilizados para la verificacién de los resultados de problemas

contextualizados.



e Disefiar estrategias alternativas, a través de la bibliografia seleccionada, a fin de plantear una

propuesta metodoldgica para el estudio de derivadas mediante la resolucién de problemas.

e Presentar y resolver ejercicios y/o problemas contextualizados referentes al tema de derivadas,

mediante una seleccion subjetiva para ejemplificar la propuesta metodolégica.

e Cristalizar un documento referencial que contemple la resolucién de problemas como propuesta
metodoldgica mediante el software Latex para optimizar el proceso de ensefianza y aprendizaje

de derivadas.

1.3. Justificacion

Las derivadas es un tema de gran importancia dentro de las matematicas, tanto en lo teérico como en
lo aplicativo, ya que este apartado sirve como uno de los pilares fundamentales para la comprension
del cdlculo diferencial. Es asi que los aprendices deben tener conocimientos sélidos del tema de

derivadas debido a que este tdpico es una base para el estudio de temas de mayor nivel matematico.

En este sentido, debido a que ensefiar y aprender el tema de derivada apoyado solo en férmulas
descontextualizadas, apresura el proceso, pero se corre el riesgo de que no se alcance un aprendizaje
significativo. Es asi que, este trabajo presenté una propuesta alternativa para el estudio de las
derivadas mediante la resolucién de problemas, el cual tiene como objetivo estudiar los contenidos
tedricos apoyados en software matematicos que refuercen el aprendizaje en los estudiantes, de una
manera visual, atractiva y llamativa para los aprendices, lo cual contribuird a un mejor desempefio en
el desarrollo del célculo diferencial. Esta idea se pudo concretar debido a que el tema de derivadas
tiene una diversidad de aplicaciones en la vida cotidiana. Por tanto, el trabajo se complementé con

algunas aplicaciones contextualizadas.

Finalmente, el aporte a la carrera de Matematica de la ESPOCH fue un documento referencial,
el cual sirva como material complementario para los estudiantes de este programa, el cual sea
visualmente atractivo a partir de lo tecnoldgico y aplicativo para los aprendices, incentivando asi
su interés hacia el tépico de derivadas, lo que abrira la posibilidad de alcanzar un aprendizaje

significativo.



CAPITULO 11

2. MARCO TEORICO

Los griegos en los siglos XVI-XVII fueron los que dieron vida al tema de derivadas, al resolver
cuatro problemas fundamentales que se habrian planteado, los cuales fueron: el de la velocidad, el
de la recta tangente, el de area bajo la curva y el de maximos y minimos. Varios investigadores han
hecho estudios donde se evidencia que en el desarrollo del calculo, primero emergi6 el proceso
de integracion, luego la derivacidn, posterior el de limite y por dltimo la de funcién como objeto
matematico, sin embargo, en el proceso de didactica de la matemadtica, primero se ensefia la funcién

como objeto matematico, luego el limite, la derivada y por tltimo la integracién (Ramirez, 2009).

2.1. Derivadas

Luego de una revision bibliogréfica seleccionada enfocada en conocimientos tedricos del tema de
derivadas, se eligieron los siguientes autores para un estudio de este topico: Purcell et al. (2007),
Ruiz y Barrantes (1996) y Thomas (2006); todos estos autores colaboraron para la estructuracién
de un cuerpo de contenido, el cual consta con los siguientes temas: limites, derivadas, notaciones
de las derivadas, reglas para la derivacién y derivadas de orden superior. Cada uno de los temas
mencionados han sido descritos detalladamente en el documento referencial, con el objetivo de
ofrecer al lector una comprension clara y precisa del tema de derivadas con miras a un aprendizaje

significativo. Para mayores detalles, se sugiere revisar el anexo adjuntado.

2.2. Aspectos elementales de la resolucion de problemas

De esta misma manera, como en la seccidn anterior, se realizé una seleccion bibliogréfica enfocada
en la metodoldgia de resolucién de problemas, en las cuales se encontré informacion de diferentes
autores, las cuales fueron de gran importancia para estd investigacion. Es asi, que en la literatura
existen varias fases para la metodoldgia de resolucién de problemas, las cuales varian dependiendo
de sus autores, entre los mas destacados para este estudio fueron los siguientes: Krulik y Rudnick

(1988), Pdlya y Zugazagoita (1979), Schoenfeld (1985) y Gonzéles (2000).

En este sentido, en el documento referencial se describi6é cada una de las fases de la resolucion de
problemas de los distintos autores, como también se detalld varias definiciones que nos ayudaron a la
comprension de esta metodologia, tales como: problema, problema matematico y contextualizacién.
Es asi, que se recomienda revisar el anexo para una mayor comprension del tema.
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2.3. Herramientas tecnolégicas

Y por ultimo, pero no menos importante, al igual que las dos secciones anteriores, se procedié a
una revision bibliogrifica enfocada en las herramientas tecnolégicas, las cuales derivaron en la
descripcidn de varias definiciones, tales como: software educativo, software mateméticos; asi como
también, se indagd en software libres, los cuales nos sirvieron de apoyo para nuestra propuesta
metodoldgica, detallando sus ventajas, desventajas y su utilidad para esta investigacion. Es asi, que

es recomendable ver los anexos para una mayor informacién acerca del tema.



CAPITULO 111

3. MARCO METODOLOGICO

3.1. Descripciéon de enfoque, alcance, diseio, técnicas e instrumentos de investigacion

empleadas

Primero, el presente trabajo fue abordado bajo un enfoque cualitativo no interactivo, con alcance
descriptivo y un disefio de investigacién documental, puesto que el objetivo fue recoger informacién
de fuentes bibliogréficas relacionadas con la resolucién de problemas enmarcada dentro del tema

de derivadas para una descripcién detallada.

En este contexto, la investigacion cualitativa segtin Barbour (2013) es aquella investigacién que
recaba informacion no cuantificable, con el préposito de una descripcion de las cualidades de un
tema de interés, donde se centra en acceder a las experiencias, interacciones y documentos afines
del tema de estudio. Es asi que, bajo esta perspectiva, se buscé indagar en los aspectos esenciales
de la resolucién de problemas, el tema de derivadas y de herramientas tecnoldgicas a partir de una
recoleccidn y andlisis de informacioén a través de libros, articulos cientificos relacionados con el

tema principal del presente TIC.

En este sentido, Herndndez (2014) indica que “con los estudios descriptivos se busca especificar las
propiedades, las caracteristicas y los perfiles de personas, grupos, procesos, objetos o cualquier
otro fendmeno que se someta a un andlisis” (p.80). Por tanto, la importancia del alcance descriptivo
para el presente estudio radico en especificar y detallar definiciones, propiedades y caracteristicas
relacionadas con el tema de derivadas, herramientas tecnoldgicas y propuestas metodoldgicas para
la resolucién de problemas, que al articularlos derivo en un documento referencial para el estudio de
derivadas, donde se disefié una propuesta innovadora con miras a optimizar el proceso de ensefianza

y aprendizaje del tpico de derivada.

Ademads, segiin Escudero y Cortez (2018) la investigacion documental es aquella estrategia que tiene
como objetivo revisar y reflexionar sistemdticamente las realidades tedricas de diferentes fuentes y
campos de la ciencia, examinando e interpretando sus datos, usando métodos e instrumentos que
ayudan a lograr resultados que apoyen el desarrollo de la creacién cientifica. Asi, la investigacién
documental guié el proceso de recopilacion, anélisis y seleccion acerca del tépico de derivadas,
herramientas tecnoldgicas utilizadas y algunas fases para la resolucién de problemas, con la finalidad

de una utilizacion contextualizadas de estas.



Estos tres aspectos metodoldgicos permitieron cristalizar un documento referencial sobre la

resolucién de problemas enmarcada dentro del tema de derivadas, con énfasis en el aspecto formal

de la matematica, herramientas tecnoldgicas y contextualizacion; todas con miras a contribuir en

un aprendizaje significativo del tema de derivadas para los estudiantes que se inician en su estudio.

Segundo, dentro de los métodos y técnicas empleadas para alcanzar el propdsito de la investigacion

planteada se pueden mencionar las siguientes:

1y

2)

3)

4)

Proceso de revisiéon documental que implicé investigar, identificar, recopilar y seleccionar
trabajos disponibles en la Internet en repositorios académicos, relevantes para un contenido
oportuno y apropiado sobre la resolucion de problemas dentro del tema de derivadas y de software

matematicos el cual nos ayude en la verificacién de problemas contextualizados.

Proceso de seleccién y andlisis de contenidos matemadticos sobre derivadas y software
matemadticos, el cual permiti6 ilustrar los aspectos tedricos y aplicativos del tema, tales como,
definiciones, propiedades y resultados; ademds de ejercicios y/o problemas aplicados a la vida

cotidiana.

Un estudio subjetivo sobre las fases para la resolucién de problemas, el cual tuvo la finalidad de

desarrollar nuevas fases para esta propuesta metodoldgica.

Desarrollo de un documento referencial como una guia alternativa que contemplo una
propuesta metodoldgica para la ensefianza y aprendizaje de las derivadas mediante la resolucién
de problemas, el cual incorpora la articulacion de las matemaéticas formales, herramientas

tecnoldgicas y aplicaciones de la vida cotidiana.

Por dltimo, pero no menos importante, con respecto a los instrumentos que se utilizarén se pueden

destacar los siguientes:

Internet (buscadores tales como Google académico): fue de gran importancia para esta
investigacién, ya que, Google académico es uno de los principales motores de bisqueda

bibliografico para las investigaciones académicas.

Laptop: fue el dispositivo mediante el cual es capaz de ejecutar una variedad de tareas, andlogas
a las desempefiadas por las computadoras de escritorio, es asi que por medio de este artilugio se

pudo redactar esta investigacion.

Software (Latex, GeoGebra, Wolfram Alpha): Latex es un software que permite escribir de
una manera més organizados documentos matematicos, el cual ayudo para la redaccién del

documento referencial y del TIC. Ademas, de que los software GeoGebra y Wolfram Alpha son
9



de gran importancia para nuestra propuesta metodoldgica, ya que estos sirven como método de

verificacién de los ejercicios y/o problemas contextualizados.

Todos los aspectos y procesos mencionados anteriormente permitieron cristalizar un documento
referencial sobre una propuesta metodolégica para la ensefianza de las derivadas a través de la
resolucion de problemas. Este documento se materializé a partir de la presente investigacion, el
cual es el principal aporte para los estudiantes de la carrera de matemética de la ESPOCH que

desean estudiar el topico de derivadas.
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CAPITULO IV

4. MARCO DE ANALISIS E INTERPRETACION DE RESULTADOS

En este apartado, se detallard los resultados obtenidos en este TIC junto al documento referencial,
los cuales se obtuvieron mediante una revision profunda y subjetiva del tema de derivadas dentro

de un marco de resolucion de problemas.

4.1. Procesamiento, analisis e interpretacion de resultados

A partir de las fases para la resolucién de problemas encontradas en la literatura, realizadas por
diferentes autores, tales como: Krulik y Rudnick (1988), P6lya y Zugazagoita (1979), Schoenfeld
(1985) y Gonzéles (2000), se desarrollé una nueva propuesta metodolégica, el cual consta de cuatro
nuevas fases, a saber: lectura y comprension del problema, bisqueda y estudio de las herramientas
matemadticas, construccion de la solucién, y por dltimo, verificacion de los resultados apoyados en

herramientas tecnoldgicas, las cuales detallaremos a continuacion:

e Fase 1: Lectura y comprension del problema
La primera fase consiste en comprender y entender la informacion que nos proporciona el
enunciado del problema, identificando asi cudl es la pregunta del problema, si este tiene
distractores (informacién que desvian la atencién del problema) y cudles son los datos relevantes

que nos proporcionan.

Mediante esta fase, para el estudio de las derivadas, el estudiante deberd reconocer la funcién
sobre la cual se trabajard, asi como tendréd que descartar datos que no proporciones informacioén
para la resolucién del problema, y por dltimo, deberd analizar que es lo que quiere determinar el

problema.

e Fase 2: Bisqueda y estudio de las herramientas matematicas
En esta segunda fase el estudiante deberd relacionar la informacién del enunciado con las
definiciones, propiedades, teoremas, entre otros resultados fundamentales del tema en estudio,
con la finalidad de entender mejor el topico, cuyo objetivo serd buscar y detallar un plan éptimo

para la resolucién del problema.

Con respecto a esta fase, para la resolucién de problemas de derivadas, el alumno podrd encontrar
la informacién necesaria de este tema en el Capitulo 1 del documento referencial titulado
“Derivadas”, para un estudio y una retroalimentacién del tépico, con el propdsito de tener una

compresion significativa del tema, y asi detallar un plan adecuado para la resolucién del problema.
11



e Fase 3: Construccion de la solucion
La tercera fase implica que el estudiante llevard a cabo de manera minuciosa y detallada de
cada uno de los pasos del plan que se obtuvo en la fase previa, el cual para lograrlo se debera
realizar meticulosamente las técnicas y estrategias aprendidas previamente, asi como un anélisis

profundo de cada paso y sus implicaciones en el contexto del problema planteado.

En esta tercera fase, el estudiante deberd ir ejecutando cada uno de los pasos del plan que se
detall6 en la fase anterior, asi como, también deberd ir redactando cada uno de los procesos que
se va realizando, de la misma manera que debera escribir las reglas de derivaciéon que utiliz6 a lo

largo de la resolucién del problema.

o Fase 4: Verificacion de resultados apoyado en herramientas tecnologicas
En esta ultima fase el estudiante se apoyard mediante la utilizacion de un software matemético
para la verificacion de la solucién encontrada y redactara de manera breve las conclusiones que

se obtuvieron del problema.

Por lo tanto, para nuestra propuesta metodoldgica, el estudiante deberd comprobar el resultado
obtenido del problema mediante cualquiera de los dos softwares mencionados en el Capitulo 3
de Herramientas tecnoldgicas del documento referencial, para determinar su debida correccién

en el caso de que esta sea necesaria y redactando una conclusién al problema resuelto.

Es asi, que mediante esta propuesta metodoldgica se cristaliz6 un documento referencial para
el estudio de las derivadas, el cual consta con la matemadtica formal y con varios problemas
desarrollados mediante las cuatro nuevas fases, en este sentido, esta guia de estudio estd constituido

mediante la siguiente estructura:

Capitulo I: Derivadas
1.1 Idea intuitiva de derivada
1.2 Derivada
1.2.1 Notaciones para la derivada
1.3 Reglas para la derivada
1.4 Derivadas de orden superior
1.5 Criterios para derivadas

1.5.1 Criterio de la primera derivada

1.5.2 Criterio de la segunda derivada
12



Capitulo II: Aspectos elementales de la resolucién de problema
2.1 Problema
2.1.1 Problema matemético
2.2 Resolucién de problemas
2.2.1 Algunas fases de la resolucidn de problemas encontradas en la literatura
2.3 Contextualizacién
Capitulo III: Herramientas tecnoldégicas
3.1 Software educativo
3.2 Software matematico
3.3 Algunos software mateméticos libres

3.3.1 Wolfram Alpha

3.3.2 GeoGebra
Capitulo I'V: Algunas aplicaciones para la resolucion de problemas
4.1 Propuesta de resolucion de problemas para el estudio de derivadas

4.2 Resolucion de problemas relacionado con las derivadas

4.2. Discusion

Culminada la seccién correspondiente al procesamiento, andlisis e interpretacion de resultados,
se observé que mediante la cristalizacion del documento referencial los aprendices pueden tener
una perspectiva sumamente enriquecedora en lo que respecta al ambito de las derivadas, el cual
permita que este documento sirva como material complementario para aquellos aprendices que
se estén iniciando en el tépico de derivadas, asi como para aquellos que busquen consolidar y
reforzar sus conocimientos previos en este tema. La composicién de este documento se caracterizé
por su enfoque en la claridad expositiva, buscando simplificar al maximo los conceptos a la vez
que se va detallando con minuciosidad, ya que se traté de describir de la manera mds simple y
detallada posible, con miras, a favorecer un aprendizaje significativo por parte de los aprendices.
Cabe destacar, ademas, que el contenido del documento abarca la presentacién de problemas
contextualizados en el dmbito de las derivadas, el cual permite que el estudiante, observe la parte

practica de las matematicas.
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Desde esta perspectiva, se puede percibir que el documento referencial estd estructurado de tal
manera que el primer capitulo abarcé una exposicion de la matematica formal; por su parte, el
segundo capitulo detalla la resoluciéon de problemas y la contextulizacién, aportando asi una
dimensidn préctica y aplicada al proceso de aprendizaje; y el tercer capitulo centrd su atencién
sobre el estudio de las herramientas tecnoldgicas; y por ultimo, es en el cuarto capitulo que culmina
la estructura del documento referencial, es asi, que este apartado fue el corazén del TIC, ya que
llevo a cabo una cristalizacion de los contenidos presentados en los tres capitulos precedentes, para

la ejemplificacién de la propuesta metodolégica.

En conclusioén, la culminacién de la seccién de procesamiento, andlisis e interpretacion de resultados
ilumina con claridad la materializacion del documento referencial. Este documento, al ofrecer una
perspectiva completa sobre las derivadas, emerge como un recurso complementario muy importante
para aquellos estudiantes, docentes y demds personas que quieran aventurarse en el dominio del
tema de derivadas, o bien, para los que buscan fortalecer su conocimiento en esta drea de las
matematicas. Es asi, que la estructura cuidadosa, el estilo expositivo y la integracion de problemas
contextualizados concebida en este documento revela un enfoque que promueve a una comprension

profunda y la aplicacién préctica de las matematicas en el tema de las derivadas.
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CAPITULO V

5. CONCLUSIONES Y RECOMENDACIONES

5.1. Conclusiones

Con la culminacion de esta investigacion se llegé a obtener las siguientes conclusiones: primero,
con la indagacién de la literatura, se pudo concretar un documento referencial, el cual tiene la
caricteristica de optimizar el proceso de ensefianza y aprendizaje de las derivadas a través de
la resolucion de problemas, contemplando asi la parte prictica de las matemdticas. Segundo, la
informacion que se present6 en el trabajo son confiables y organizados de una manera 6ptima para
un aprendizaje significativo del tema de derivadas, debido a que se realiz6 una revision bibliografica
profunda y subjetiva del tema. Tercero, el uso de software matematicos en la ensefianza de las
derivadas son de gran utilidad para la verificacion de resultados de problemas contextualizados.
Cuarto, mediante la bibliografia seleccionada se logré plantear una propuesta metodolégica para el
estudio y ensefianza del tema de derivadas mediante la resolucién de problemas cristalizadas en
cuatro fases. Quinto, los problemas resueltos en el documento referencial sirve como un método
de aprendizaje para los estudiantes, desde la aplicacién practica de las matematicas. Finalmente,
se obtuvo un documento referencial que se convierte en un material complementario para los

estudiantes que estén realizando sus estudios en el tema de derivadas.

5.2. Recomendaciones

De la misma manera, al finalizar esta investigacion se sugiere las siguientes recomendaciones:
primero, se recomienda una lectura detallada y en orden los capitulos 1, 2 y 3, debido a que en
estos capitulos sirven para la comprension del capitulo 4. Segundo, la propuesta metodoldgica para
el estudio de las derivadas que se presenta en el documento referencial, podria ser tomado como
una tema para futuras investigaciones, como por ejemplo, aplicindola a un grupo de estudiantes,
mediante dos test; el primer test se lo evaluard antes de aplicar la propuesta metodolégica, y el
segundo test se lo evaluard después de haber empleado el enfoque metodoldgico propuesto, con el
propésito de comprobar la eficacia y utilidad de la presente propuesta metodoldgica en el contexto
del estudio de las derivadas, llevando a cabo un proceso de verificacién. Por dltimo, se plantea la
posibilidad de aplicar las cuatro fases que se han cristalizado en la resolucién de problemas en el

ambito del estudio de derivadas a diversas areas relacionadas dentro de las matematicas.
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Introduccion

La motivacién detrds de esta investigacion surge de la fascinante belleza y poder que encierra
el mundo de las derivadas. Desde tiempos inmemoriales, las matemdticas han sido una
herramienta fundamental para comprender la naturaleza y el universo que nos rodea. En
este contexto, el estudio de las derivadas es un pilar esencial de las matemadticas, el cual se
utiliza como un poderoso instrumento para analizar y describir el cambio y la variacién de

fendmenos tanto naturales como artificiales.

El propésito de este libro es guiar al lector en un apasionante viaje a través del mundo que
nos ofrece las derivadas mediante la resolucion de problemas. En el cual, no solo se trata de
un simple manual de férmulas y teorias, sino, de una herramienta fiel que nos acompaiia en
el proceso de aprender el tema de las derivadas, desde sus fundamentos hasta su aplicacién
en situaciones practicas y desafiantes. A lo largo de este libro, se presentardn problemas
cuidadosamente seleccionados, que van desde los mds elementales hasta los méds complejos,
y que abarcan diversas areas del conocimiento como: la fisica, la economia, entre otros.
Con ejemplos ilustrativos y explicaciones claras y sencillas, es asi, que este libro tiene como
objetivo brindar a estudiantes, profesores y entusiastas de las matemdticas una comprension

profunda y sélida de las derivadas.

La importancia y justificacion de este libro radica en su enfoque centrado en la resolucién de
problemas. Algunos textos tradicionales sobre derivadas a menudo se enfocan en presentar
definiciones y teoremas abstractos, dejando de lado la aplicacién préctica. Sin embargo,
es a través de la resolucién de problemas que verdaderamente apreciamos la utilidad de las
derivadas en el mundo real mediante los problemas contextualizados. Ademas, al enfrentarnos
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a problemas desafiantes, se nos presenta la oportunidad de desarrollar habilidades criticas de
pensamiento, razonamiento 16gico y creatividad matemadtica. Es asi, que este libro no solo
busca transmitir el conocimiento tedrico, sino también cultivar habilidades analiticas, las

cuales serdn valiosas en el desarrollo académico y profesional de los lectores.

En este sentido, este libro se estructurdé mediante cuatro capitulos para la ejemplificacion de
la propuesta metodoldgica para la ensenanza y aprendizaje de las derivadas a través de la
resolucion de problemas. Es asi, que el primer capitulo const6é con la parte tedrica de las
derivadas, donde se redact6 de forma detallada las definiciones, teoremas, proposiciones,
observaciones sobre este topico; en el segundo capitulo se detall definiciones y clasifica-
ciones de diferentes temas, como lo fueron: problemas y problemas matemadticos, también
se presentd algunas fases de resolucion de problemas de diferentes autores encontrados en
la literatura; el tercer capitulo abarcé sobre las herramientas tecnoldgicas, asi como: defini-
ciones de software educativos, software matematicos y también se presentd algunos software
matematicos libres que sirvieron de apoyo para la verificacion de problemas contextualiza-
dos, redactando sus caracteristicas, ventajas, desventajas y su utilidad para nuestra propuesta
metodoldgicas, y en el dltimo capitulo el cual fue el corazén de esta investigacién consto
de dos secciones; la primera seccidn se detalld las fases de la resolucion de problemas para
el estudio de las derivadas que se desarroll6 a partir de las diferentes fases encontradas en
la literatura, y en la segunda seccién se ejemplificé la propuesta metodoldgica mediante

problemas contextualizados.
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Capitulo 1

DERIVADAS

1.1. Idea intuitiva de derivada

La idea intuitiva de derivada viene dado de dos problemas, los cuales son: la velocidad

instantdnea y la de pendiente de la recta, la cual se la conoce como derivada en un punto.

Figura 1: Pendiente de
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Fuente: Elaboracion propia

Considerando la siguiente figura. Sea P un punto con coordenadas (x, f(x)) ubicado en una

curva y = f(x) en R?, y sea () un punto mévil cercano a P en esa curva con coordenadas

(x 4+ h, f(xz + h)), por lo tanto, se tiene que la pendiente de la recta secante P() viene dado

por

flzx+h)—

flw)

Msec = n



Derivadas

La derivada es la pendiente de la recta tangente en la curva en el punto P, es decir, la posicién

limite (si esta existe) de la recta secante cuando () se acerca a PP

flz+h)— f(z)
0 h '

Mian = Ilzi—r>l(1) Msec = }lli_rfl

Definicion 1.1.1: Derivada en un punto

Sea f : R — R una funcién y ¢ un elemento en el dominio de f, se llama derivada de

fenx

El cual se lee ” f prima”

Figura 2: Derivada en un punto
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Fuente: Elaboracion propia

Ejemplo 1.1.1

Sea f : R — Rtalque f(z) = 4x + 6, determinar f'(2).

Solucién:
— f(2 4 —(4(2 4 —14 4o —
F2) =t LB =@ Ar+6-(ER)+6) ) ded6-1 Ao -8
z—2 Tz —2 z—2 Tz —2 z—2 r—2 =2 1 — 2

1
T e lfm (4) = 4

=2 T—2 T—2

Esto es f/'(2) = 4.
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Ejemplo 1.1.2

Sea g : R — R talque g(z) = 52 — 72 + 8, determinar ¢’ (4).

Solucion:
v g@)—g(4) o b5xd -T2 +8—-216  5a® —Tx® — 208
9(4)_;:1311 x—4 _alﬂlgéll z—4 _ﬂlﬁlgﬁll r—4

. 5x% —20x? + 1322 — 208 ., 5a?(x —4) + 13(z* — 16)

= lim = lim
z—4 Tz —4 z—4 r—4

_ o =4 + B3—4)(x +4) o

= lgr}l —] = glclirzll [5x + 13(z + 4)]

=5(4)* +13(4+4) =80+ 104 = 184
Estoes ¢'(4) = 184.

Ejemplo 1.1.3

Sea f : R — Rtalque f(x) = 73(v/2x), determinar f'(2).

Solucion:
€T 3 €T )—
@) =t O IO VD5 T -
z—2 x — 2 z—2 r—2 T—2 x — 2
42-3(+/21) — 1 43 21 4r=34/2 — 1
i 222 =1 deTVaVD o1 a2 -
=2 4(x —2) =2 4z —2) e=2  A(r —2)
5
S T g Bhead o

TS B A T P LN P L S
e Az —2) end(z—2) o904z 228 2 dzi(z-2)

(VI — V2) (22 + V222 4 2z + 2V/2/1 + 4)

= lim —

52 43 (x — 2)
e | =
) -_QQ_ﬁ@—mz)—m\f—ﬂ lﬁm<f—ﬁﬁ+ﬁ>]
_ 4@ z—2 xr—2 \/54‘\/5
(4 — 2T —4—4—4], T2
| NG ]@$@><m¢5+¢®]
2017, 1 =5 1 -

[ 16v/2
5

16
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Derivadas

Estoes f/(2) = —1%.

1.2. Derivada

Ahora si en lugar de = escribimos ¢ + h, se tiene que x = ¢ + h, entonces cuando x — ¢, se

tiene que h — 0

Definicion 1.2.1: Derivada

Sea f : R — R una funcién, la cual es derivable para todo z, se llama funcién derivada

a f'(z) ala nueva funcién cuyo valor en cualquier nimero x es

Si este limite existe, decimos que f es derivable en x.

Ejemplo 1.2.1

Sea f : R — Rtalque f(x) = 32% + 5 — 7. Calcular f’(z).

. J
Solucion:
(z) = lim fla+h)— flz) _ i 3(x+h)>+5(x+h)—T7—32>—bx+7
h—0 h h—0 h
322+ 6xh+3h*+5x+5h—322—5x ., 6xh+ 3h®+5h
= lim = lim
h—0 h h—0 h
6x+3h+5
i MOTESED) 60 8h 1 5) — 6o 4 04 5= Gr 5
h—0 \]1 h—0

Ejemplo 1.2.2

Sea g : R — Rtalque g(z) = /32 + 8 + 5. Calcular ¢'(x).

Solucion:

g(x +h) — g(z) y V3@ +h)+8+5—+3x+8—-5

/ _ 12 _
A e h
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V3x +3h+8— 32 +8

= h
zlim[\/3m+3h+8—\/3x+8'\/3x+3h+8+\/3x-|-8]
h—0 h V3x +3h+8+ 31 +38
oy OEABh AR (x4 ) 3h
=0 h (V3r +3h+8+V3r+8) 0K (VBr+3h+ 8+ /Br +38)
= lim 3 = 3
0V3r+3h+8+V3r+8 /32 +3(0) + 8+ /32 + 8
3
C 2V/3x+8

Por tanto ¢'(z) = 2\/%

Ejemplo 1.2.3

Sea f : R — R talque f(z) = (72 — 3)°. Calcular f'(z)

Solucién:
flath) = f@) . ((w+h)=3)° = (T =3)°
/ _ _
o=~ h
g 343(x 1) — 441 (a4 ) 4 189(x + ) — 27 — (3430° — 4410° + 189z — 27)
 hs0 h
_ o, 3834 10200°h + 1029”4 3430° — Tt — 882wh — 4410 + 189h — 343+ + T2
~ s h
_ i 1029274 1020083 + 3431% — 8820h — 44173 + 189K
 hs0 7‘1\

— lfm (1029902 + 1029xh + 343h% — 8821 — 441h + 189)
h—0

= 102922 — 8822 + 189

Por tanto f'(r) = 1029z% — 882z + 189.

Observacion 1.2.1

No siempre existe la derivada de una funcién en un punto.

Se va a mostrar que la funcién f : R — R talque f(z) = |x|, no es derivable en z = 0.

(0t FOEN = FO) 0k R 0]

h—0 h h—0 h h—0 h
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Por lo cual tenemos dos posibilidades, sih — 0" ysih — 0~

. |h] )
hgéh h hg(l)l* h

h h
Lo que significa que f’ (0):’1111{(1) |h| no existe; puesto que hlirgl+ |h| + hlirglf |h|

Por lo tanto, f(x) = |z| no es derivable en el punto = = 0.

Observacion 1.2.2: Tangente vertical

Existen derivadas infinitas, o tambien denominadas tangente vertical

Sea la funcién f : R — R talque f(z) = /x, calcularemos f'(0)

h—0 h h—0 h

Y 1 1 1

T RVRVE D Vivh VR
1
:6:+OO

Por lo tanto, la derivada de f cuando = = 0 es infinita, al graficar nos podemos dar cuenta

que la recta tangente a la curva en el punto (0, 0) es una recta vertical.

Figura 3: Tangente vertival

0.5 0 0.5 1 15 2

Fuente: Elaboracion propia
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Teorema 1.2.1: Derivabilidad implica continuidad

Sea la funcién f : R — R, si f’(c) existe, entonces f es continua en c.

Demostracion:
Para demostrar que lim f (x) = f(c), escribiremos f(x) de una formar especial

f(z) = f(e)

r —cC

F(z) = f(e) + (1 —c), para x # ¢

tomando el limite de £ — ¢ en ambos lados se tiene

lim f(z) = lim | f(c) +

Tr—cC Tr—cC €r —C

= lim f(c) + lim J) = /o) lim(x — ¢)

r—cC Tr—C €T — C r—c

= fle) + f(c) - (c—¢)
= fle)+ ['(c) -0
= f(¢)

El reciproco de este teorema es falso, ya que si una funcién f es continua en ¢, no

significa que f tenga derivada en c (véase la demostracion en la Observacién 1.2.2).

1.2.1. Notaciones para la derivada

Ademas de la notacién f'(x) para la derivada de una funcién f(x), se utilizan también las

siguientes:
, dy df

y ) dl’j dlj [f(l')]/, Dzyu Dﬁf(x)
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1.3. Reglas para la derivada

Se observa que al realizar las derivadas de una funcién mediante la definicién de limite
puede ser laborioso, es por ello que se han desarrollado ciertas reglas que permiten calcular

derivadas de forma préctica. En este sentido, se tiene:

Proposicion 1.3.1: Regla para la funcion constante

Sea f : R — R, si f(x) = k, donde k es una constante, entonces para cualquier x, se

tiene

Demostracion:

Por tanto, f'(x) = 0 para todo x.

Proposicion 1.3.2: Regla para la funcién identidad

Sea f : R — R, si f(x) = z, entonces para cualquier z, se tiene

f(z) =1.
Demostracion:
., flx+h)— f(x) ., x+h—z o h
! J— - = —_ =
fl(z) = }llnr(l) o = }IZIII(I) . ’lblr% h 1

Por tanto, f’(x) = 1 para todo x.
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Proposicion 1.3.3: Regla para la potencia

Sea f : R — R, si f(z) = 2", donde n es un entero positivo, entonces

f'(z) = nz™ L.

Demostracion:
, Jlx+h)—f(x , (x+h)"—2"
7o) = i I g
) (m” a4 M 22 ot h”) — "
= Hm h
_ HmN—l— na" th + @x”_zhz + -+ nxh™ L+ A" - 2T
h—0 h
— lm nx" th + %x””iﬂ + -4+ nzh™ '+ A"
h—0 h
R {nw”fl + @x”ﬂh + -4+ nzh" 2+ h"il}
= h
= lim [nx”_l + Mx"_Zh + . 4 nzh" 2+ h”_ll
h—0 2

todos los términos excepto el primero tienen de factor a h, por tanto, tomando el limite se

tiene

@) = na"?

Por tanto, f'(x) = nz™"! para todo z.

Proposicion 1.3.4: Regla del miiltiplo constante

Sea f : R — R una funcién derivable y sea k una constante, entonces

(kf) () = k f'(x).

Demostracion:

Definimos F'(z) = k f(x), entonces tenemos que
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k-f(x+h)—Fk- f(z)

Plo) = Jig T < g S
o B = f@] L fa k) = ()
h—0 h h—0 h
g S ) ()
h—0 h

flx+h) = fx)

ya que f es una funcién derivable, se tiene que f'(z) = }LiH(l) 3 , por consi-
—
guiente
F'(z) = k- f'(x)
Por tanto, (kf)'(x) = k f'(x) para todo k constante y f derivable.
|

Proposicion 1.3.5: Regla para la suma de funciones

Sea f: R — Ryg:R — R funciones derivables, entonces

(f +9) (=) = f'(x) + g'(x)

Demostracion:

Definimos F'(z) = f(z) + g(x), entonces tenemos que

F(x + h) — F(z)

F'(z) = lim

_ 1; ot )+ o+ 1]~ 11() +gte)
~ linm [f(z+h) - f(a:))]h+ lg(z + 1) — g(x)]
:}L%f(“hg—f(m) +}1£%g($+h)—g(w)
= f'(z) + ' (z)

Por tanto, (f + g)'(xz) = f'(x) + ¢'(x) para todo f y g derivables.
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Proposicion 1.3.6: Regla para la diferencia de funciones

Sea f: R — Ryg:R — R funciones derivables, entonces

(f —9) (@) = f'(z) — ¢'(x)

Demostracion:

Definimos F'(z) = f(z) — g(x), entonces tenemos que

F(x+h)— F(x)

Ple) = Jim =

o [F@ 1) = g+ )] = [f(2) = g(a)]
h—0 h

o @) = gla )] + [ (@) + g(w)
h—0 h

o @) = @) = 9@+ h) — g()]
h—0 h

o fa ) = f@) | gle+h) — g(a)
h—0 h h—0 h

= f'(xz) — g'(x)

Por tanto, (f — g)'(z) = f'(x) — ¢’(x) paratodo fy g derivables.

Proposicion 1.3.7: Regla para el producto de funciones

Sea f : R — Ry g:R — R funciones derivables, entonces

(f9)'(z) = f(z)g'(x) + g(x) f'(x)

Demostracion:

Definimos F'(z) = f(z)g(z), entonces tenemos que

F'(z) = lim Flz+h) - F(z)

h—0

i £ @ Mg+ B) = f(@)g(a)
o h—0 h

fx+h)glx+h) = fle+h)g(x) + fle+h)g(x) — f(x)g(z)
h—0 h
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f+h)lgx+h) —g@)] +g@)[f(z+h) - fz)]

= lim

h—0 h

o gl th) —gl@) o fla+h) — f(2)
B L e L

= f(2)g' () + g(z) f'(x)

Por tanto, (f - g)'(z) = f(x)¢'(x) + g(z) f'(x) para todo fy g derivables.

Proposicion 1.3.8: Regla para el cociente de funciones

Sea f : R — Ry g: R — R funciones derivables con g(z) # 0, entonces

(f)' (2) = g9(x)f'(x) = f(x)g'(x)

g g*(z)

Demostracion:
i = f(l') entonces tenemos que
Definimos F'(z) = (@)’ t t q
P(a) = Jim TP 2D
flt+h) _ f(@)
_ i St o)
h—0 h
9(@)f(a-+h)—f()g(z-+h)
_ lim 9(@)g(a+h)
h—0 h
o 9@ (@4 h) = f@)g( + )
h—0 hlg(x)g(z + h)]
:Hm[amﬂx+m—fmmw+h% 1 ]
h—0 h g(w)g(z +h)
— lim lg(fc)f(fc +h) —g(@)f(x) + f(x)g(z) — f(x)g(z +h) 1
P h g(z)g(x + h)
i SO @ B) = @]~ @)l ) —g@)] (o 1
h—0 h h=0 g(z)g(w + h)
Ny oy ST = f@) 9@ h) —g@)) 1
= |}L—>Ug< ) A }lHof( ) 1 ilz—>0 g(x)g(x + h)
Nty 1 LEFD = @)y 9@ R) —g(2) 1
= [9< ) Jim i J(@) fim ] w0 g(x)g(w + h)
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Por tanto, (g)/ (z) = LD @S @)'@) hara todo f y g derivables.

9*(x)

Proposicion 1.3.9: Regla de la cadena

Seaf:R—->Ryg:R—->R,siy= f(u)yu=g(z)yademds si g es derivable en x
y f es derivable en u, entonces la funcion compuesta f o g, definida por

(fog)(x) = f(g(x)), entonces

(fog) (z) = (9(2)) g ()

Demostracion:

Definimos F'(z) = (f o g)(z), entonces

F'(x) = /lzlg(l) (z + h})L — F(x)
= lim (f Og)(l‘ + h) - (f Og)(az)
h—0 h
:Hmf@@+h»—f@@»
h—0 h
~ lim VW +h) = flg(x) glz+h)— g@)]
h—0 h g(x + h) _ g(ac)
_ V@@+hﬁ—ﬂﬂ@)g@+M—g@W
o | glz+h) —g(x) h
oy L@+ 1) — flg(2) . glz+h) - g(x)
h—0 h

= lim
~v—0 ¥

= ["(9(z)) g'(x)
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Por tanto, (f o g)’ () = f' (¢(x)) ¢'(x) para todo f derivable en u y ¢ derivable en z.

|
Daremos a conocer otras reglas de la derivada, las cuales su demostracion se las puede

encontrar en diferentes libros clasicos sobre derivadas.

Proposicion 1.3.10: Derivadas de las funciones trigonométricas

Las funciones f(x) = sen(z), g(x) = cos(z) y h(z) = tan(x), donde = € R también

son derivables, y su derivada son las siguientes:

(sen(z))" = cos(x) (cos(z)) = —sen(x) (tan(z)) = sec?(z)

Sea f : R — R una funcion derivable, a partir de esta se pueden obtener nuevas funciones,
tales como: F'(z) = sen(f(z)), G(x) = cos(f(x))y H(x) = tan(f(x)), las cuales también

son derivables y su funcion derivada estdn definidas como:

(F(2)) = [sen(f(x))) = f'(x) cos(f(x))
(G(x))" = [cos(f ()] = = f'(x) sen(f(x))
(H(x))" = [tan(f(2))] = — f'(z) sec*(f())

Proposicion 1.3.11: Derivadas de las funciones exponenciales y logaritmicas

Las funciones f(z) = e”y g(z) = In(z), donde x € R también son derivables, y sus

derivadas son las siguientes:

SR

(€)' =€ (n(z)) =

Al igual que en las funciones trigonométricas, si se tiene una funcién f : R — R, se pueden

obtener nuevas funciones a partir de esta, tales como: F(z) = ef® y H(x) = In(f(z)), las
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cuales tambien son derivables y su funcién derivada estan definidas como:

1.4. Derivadas de orden superior

La operacion derivada, toma una funcién f : R — Ry produce una nueva funcién ' : R —
R, ahora si aplicamos la derivada a esta nueva funcién f’, se obtiene la funcién f” : R — Ry
se denominada segunda derivada de f, si nuevamente aplicamos la derivada a f” se obtiene
la funcién f” : R — R denominada tercera derivada de f, y asi sucesivamente se puede

seguir derivando.

Proposicion 1.4.1: Derivadas de orden superior

» Sea f : R — R una funcién derivable, entonces la derivada de la primera

derivada de f se llama segunda derivada de f y se denota como f”

@) = [f @)

= Sea f : R — R una funcién derivable, entonces la derivada de la segunda

derivada de f se llama tercera derivada de f y se denota como f"”

f///(x) — [f'//(x)]/

» En general, la n—ésima derivada de f es la derivada de la (n — 1)—ésima

derivada de f, y se la denota como f(
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1.5. Criterios para derivadas

1.5.1. Ciriterio de la primera derivada

Teorema 1.5.1: Teorema del valor medio

Sea f : R — R una funcién continua en [a, b] y diferenciable en (a, b). Entonces existe

por lo menos un punto ¢ € (a, b) tal que

La derivada es un topico muy importante dentro de las matemadticas, ya que tiene diversas
aplicaciones, una de ellas, nos sirve para determinar si una funcién f : R — R continua
y diferenciable dentro de un intervalo es creciente o decreciente, y para ello tenemos el

siguiente corolario.

Teorema 1.5.2: Criterio de la primera derivada

Sea f : R — R una funcién continua en [a, b] y diferenciable en (a, b) se tiene que:
= Si f/(x) > 0 en cada punto x € (a,b), entonces f es creciente en [a, b].

» Si f’(z) < 0encadapunto z € (a,b), entonces [ es decreciente en [a, b].

Demostracion:
Sea 1 y x5 dos puntos que pertenecen a [a, b] con x; < x9, aplicando el teorema del valor

medio, se tiene que

fx2) = f(z1) = f(x)(22 — 21)
para algin = € (a, b).

» Si f’(z) > Oentonces f(x2) — f(x1) > 0, por lo tanto, f(z3) > f(z1) porlo cual f es

creciente

» Si f’(z) < Oentonces f(x2) — f(x1) < 0, por lo tanto, f(z3) < f(z1) porlo cual f es

decreciente
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1.5.2. Criterio de la segunda derivada

Definicion 1.5.1: Punto critico

Un punto critico de una funcién f : R — R, es un valor ¢ dentro del dominio de f, tal

que f'(c) =0

Asimismo, otra aplicacién que tiene las derivadas, es que nos permite verificar si un punto
critico (si este existe) de una funciéon f : R — R es un maximo local o un minimo local

dentro de un intervalo [a, b] € R, y para ello tenemos el siguiente corolario.

Teorema 1.5.3: Criterio de la segunda derivada

Sea una funciéon f : R — R, supéngase que f’y f” existen en todo punto de un
intervalo (a,b), y sea ¢ un punto critico de f en el intervalo (a, b), entonces se tiene
que:

» Si f”(c) < 0, entonces f(c) es un valor maximo local de f

» Si f”(c) > 0, entonces f(c) es un valor minimo local de f

Demostracion:
Primero, demostraremos que si f”(c) < 0, entonces f(c) es un valor maximo local de f.

Si ¢ es un punto critico de f se tiene que f'(¢) = 0, y por la definicién de derivada, entonces

) i LR =@ Fleth),

h—0 h h—0

f'(e+h)

Por hipdtesis se tiene que f”(c) < 0, entonces }Lin% < 0, y para que esto suceda se
%

tiene dos casos posibles:

= Si h > 0, entonces f'(c + h) < 0,y por el criterio de la primera derivada f es

decreciente en un intervalo a la derecha de c.

= Sih < 0,entonces f'(c+h) > 0,y por el criterio de la primera derivada f es creciente

en un intervalo a la izquierda de c.
Por lo cual f(c) es un maximo local de f.

Segundo, demostraremos que si f”(c¢) > 0, entonces f(c) es un valor minimo local de f.
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Si ¢ es un punto critico de f se tiene que f’(c) = 0, y por la definicién de derivada, entonces

. flle+h)=f(c) . fllc+h)
" _ _
Fo=m— " i
L ) " ., fllc+h)
Por hipétesis se tiene que f”(c) > 0, entonces }LH% o > (), y para que esto suceda se
—

tiene dos casos posibles:

= Sih > 0, entonces f'(c+h) > 0,y por el criterio de la primera derivada f es creciente

en un intervalo a la derecha de c.

= Si h < 0, entonces f'(c+ h) < 0,y por el criterio de la primera derivada f es

decreciente en un intervalo a la izquierda de c.

Por lo cual f(c) es un minimo local de f.



Capitulo 2

ASPECTOS ELEMENTALES DE LA
RESOLUCION DE PROBLEMAS

2.1. Problema

Una de las actividades mds importantes y complicadas que se plantea en matemaética es la de
resolucion de problemas, ya que muchos de sus contenidos cobran sentido en el momento que
es necesario aplicarlos pen una situacién problematica. Es asi que, al resolver un problema
este nos ayuda como fuente de informacién que permite aplicar contenidos estudiados, y en
otros casos en revelar aquellos aspectos que se deben retomar nuevamente en el proceso de

enseflanza y aprendizaje.

Segun Lester (1983) un problema es una situacién donde un individuo o grupo requiere la
necesidad de resolver, para el cual no dispone de un camino rdpido y directo que le lleve a
su solucion. Este debe tener un grado de dificultad apreciable, es decir, debe ser adecuado
para el nivel de formacién del individuo o grupo. Esta definicién alude a que una situacién
puede ser denominada como problema, si esta requiere de un proceso reflexivo con el fin de
buscar los pasos mediante los cuales pueden ser resueltos, evitando asi, a que esta se reduzca

meramente a un procedimiento automaético para su solucion.

Es asi que, si un problema no implica una actividad intensa de pensamiento para su resolucion,

19
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este puede provocar aburrimiento, en general pueden ser muy repetitivos y poco interesantes,
en este caso lo denominaremos ejercicios, este ultimo por lo general tienen una sola solucidn,
donde el individuo podria sin mucho esfuerzo intelectual, encontrarla solucién, por el cual

pueden ser pocos llamativos para muchas personas.

2.1.1. Problema matematico

Un problema matemaético es un problema donde la situaciéon que se plantea debe ser nueva y
conflictiva, el cual su resolucién no debe ser mediante un algoritmo preestablecido (Martinez,
2021). Esta definicién hace referencia que en un problema matematico, la situacién planteada
debe ser original y debe generar cierto conflicto, evitando esta ser una resolucién bdsica
unicamente utilizando la aplicacion de meros algoritmos establecidos. Estos problemas suelen
involucrar la formulacién de ecuaciones, la manipulacién de nimeros, el andlisis de patrones,

la deduccién légica y la utilizacién de conceptos matematicos, entre otros.
En este sentido, Foong (2002) clasifica los problemas de la siguiente manera:

a) Problema de estructua cerrada
Este tipo de problemas se caracterizan por estar correctamente estructurados, donde su
respuesta puede ser hallada mediante los datos (hipétesis) que nos proporcionan. Esta

clase de problemas se puede dividir de la siguiente manera:

= Problemas rutinarios: El énfasis de este tipo de problemas estd en aprender mate-
matica para poder ser aplicadas al momento de resolver problemas. Por ejemplo,

de esta clase se pueden encontrar en los problemas aritmeticos escolares.

= Problemas no rutinarios: El énfasis de este tipo de problemas estd en utilizar estra-
tegias heuristicas para realizar problemas pocos conocidos, los cuales necesitan
de un nivel apreciable de razonamiento para su resolucion. Aqui, el individuo
debe ser capaz de entender el tépico matematico en cuestion para resolver con

éxito este tipo de problemas.

b) Problema de estructura abierta

Este tipo de problema se caracterizan por no estar bien estructurados, debido a que
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pueden faltar datos o no tienen una formulacién clara, por tal motivo no tienen un
determinado proceso, el cual se pueda llegar de manera mecanica a su solucion. Esta

clase de problema se divide en:

= Problemas reales aplicados: Son problemas que tienen un contexto real, en el cual

se resolvera la situacion utilizando herramientas matemaadticas.

= [nvestigacién matemadtica: Son todo tipo de actividades en donde el individuo
puede explorar y disfrutar de la matemadtica a través de la investigacion. Este tipo

de problema, permite que el individuo desarrolle su propio sistema de resolucion.

= Problemas de final abierto corto: Este tipo de problemas tiene varias rutas de

resolucion, el cual se puede llegar de distintas maneras a su solucion.

En esta direccion se encuentra Blanco (1993) que clasifica los problemas matemadticos de la

siguiente manera:

Ejercicio de reconocimiento: En este tipo de ejercicio se aspira a reconocer y recordar

alguna definicion, proposicion o teorema, para llegar a su solucion.

Ejercicio algoritmico o repeticion: Este tipo de ejercicio requiere de un algoritmo

preestablecido para su solucidn, por lo general, este es un algoritmo numérico.

Problema de traduccién simple o complejo: Estos problemas son situaciones especificas
el cual se requiere convertir el enunciado, ya sea oral o escrito, al lenguaje matemaético

para su resolucion.

Problema de proceso: Son problemas el cual tiene la posibilidad de tomar varios

procesos para llegar a su solucién.

Problema sobre situaciones reales: Son problemas el cual se busca plantear de la manera
mads cercana posible a situaciones de la vidareal, en el cual se busca utilizar habilidades,

conceptos y procesos matematicos.

Problema de investigacion matemdtica: Son problemas relacionados directamente con

los contenidos matematicos, el cual para llegar a su solucidn se requiere la busqueda
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de algin médelo matematico.

= Problema de puzzle: Son problemas en el cual se pretende mostrar el contenido y

potencial creativo el cual dispone la matematica.

= Historias matematicas: Este tipo de problemas por lo general se encuentran en libros

de cuentos, novelas en donde el lector requiere de un esfuerzo para llegar a su solucion.

2.2. Resolucion de problemas

La resolucién de problemas es un proceso que comienza con la formulacién y planteamiento
de un problema y termina con su solucion. La resolucién de problemas es considerada por
Segovia y Rico (2001) como un proceso de razonamiento, el cual nos ayuda a pensar mejor.
También, hace mencién a que la resolucién de problemas es un proceso cognitivo y analitico
mediante el cual se busca la respuesta o solucidn a una situacion el cual presenta una dificultad
e incertidumbre, el cual implica habilidades de pensamiento critico, razonamiento 16gico y

creativo para llegar a la solucion del problema.

La resolucién de problemas no es solo un proceso el cual se llega a un objetivo, mds bien,
es un medio el cual nos sirve para aprender matemdtica. Segun Martinez (2021) recomienda
usar la resolucién de problemas para que los estudiantes obtengan la capacidad de formular,
lidiar y resolver problemas complejos. Es asi que, este nos beneficia en varias situaciones
como: tener una mayor reflexion al momento de resolver un problema, adaptar y adoptar
estrategias precisas, el cual nos lleve a la solucién, precisar formas de pensar y hédbitos de
persistencia, puesto que, no siempre se llega a la solucién del problema la primera vez que

se lo intenta.

2.2.1. Algunas fases de la resolucion de problemas encontradas en la

literatura

Para la resolucion de problemas, en la literatura cientifica se encuentran diferentes fases para

su ejecucion, es asi, que a continuacion se mencionardn algunas.
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Primero, segiin Krulik y Rudnick (1988) conciben la resolucién de problemas como una

habilidad, es por ello, que propusierdn las siguientes fases para el proceso de resolucion:

1. Lectura del problema: En esta fase el alumno debe identificar las cuatro partes de
la anatomia del problema, a saber: un escenario, una pregunta, algunos hechos y los

distractores.

2. Exploracion: Se trata de un andlisis de la informacién que contiene el problema, en el

cual se mentaliza los posibles caminos para llegar a la solucion.

3. Seleccion de una estrategia: Al obtener los diferentes caminos de soluciones de la
fase anterior, el alumno debe elegir el proceso mas apto y que le parezca mas apropiado

para la resolucion.

4. Resolver el problema: Al tener seleccionado la estrategia, el alumno debera realizar

los procesos matemadticos necesarios para llegar a la respuesta.

5. Vista retrospectiva y exploracion a otros problemas: La respuesta no es la solucion,
si no, es cada uno de los pasos que se ejecutd para llegar a la respuesta, es aqui donde, el
estudiante deberd verificar la respuesta y registrar mentalmente los procesos que se ha

seguido y, por tltimo, deberd buscar otros problemas, para expandir sus conocimientos.

Segundo, Pélya y Zugazagoita (1979) introdujeron la idea de que la resolucion de problemas
podria verse como un arte que utiliza la heuristica moderna” (comillas en el original) como
vinculo para que los estudiantes adquieran un aprendizaje significativo del tema, es asi que
plantearon las siguientes fases que puede llevar a cabo el estudiante para la resolucion de

problemas:

1. Comprension del problema: El cual consiste en entender y comprender los datos y la

informacién que proporciona el problema.

2. Concepcion de un plan: En esta fase el individuo debe descubrir las relaciones que
tiene los datos con la incognita del problema, mediante el cual deberd llegar a un plan

de resolucidn en el caso de no encontrar la solucién inmediata.

3. Llevar a cabo el plan: El individuo deberd ejecutar el plan previamente establecido,
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el cual deberd ir comprobando la ejecucién de cada uno de los pasos.
4. Revision: Para finalizar se deberd examinar la solucion obtenida.

Tercero, segiin Schoenfeld (1985), enfocé la relacion que tiene la resolucion de problemas
con el desarrollo del pensamiento, y asi, propuso las siguientes fases basadas de la propuesta

de Polya:

1. Comprension del problema: El estudiante tendrd que dibujar un diagrama con respec-
to al enunciado y examinar un caso en particular con la finalidad de intentar simplificar

el problema.

2. Disefio de un plan de solucion: El alumno deberd planificar una guia o proceso

mediante el cual se llegard a la solucién del problema.

3. Ejecutar el plan: Se deberd llevar a cabo el plan que se planificé en la fase anterior el

cual se debera ejecutarlo minuciosamente.

4. Mirada retrospectiva: Esta fase constard en la verificacion de los resultados y se

responderd a las siguientes preguntas:
» (Utiliza todos los datos pertinentes?
= ;Esta acorde con predicciones o estimaciones razonables?
= ;Resiste a ensayos de simetria, andlisis dimensional o cambio de escala?
» (Es posible obtener la misma solucién por otro método?
= ;Puede quedar concreta en casos particulares?
= (Es posible reducirla a resultados conocidos?
= ;Es posible utilizarla para generar algo ya conocido?

Cuarto, segtin Gonzéles (2000), propuso sus propias fases para la resolucién de problemas,

las cuales mencionaremos a continuacion:

1. Comprension del tema: La primera fase consiste en entender y comprender la infor-

macién que nos proporciona el problema donde, el estudiante deberd buscar la relacion
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entre los datos, las definiciones y teoremas sobre el tema, para asi buscar un plan para

resolverlo.

2. Ejecucion de la operacion: En esta fase, el estudiante deberd llevar a cabo el problema
ejecutando detalladamente cada uno de los pasos que se determinaron en la fase anterior,

con el objetivo de alcanzar la resolucién del problema planteado.

3. Verificacion de los resultados: En esta ultima fase el estudiante deberd realizar un

andlisis de los resultados obtenidos, el cual, el docente se encargard de su verificacion.

Para finalizar, el foco de esta investigacion buscard utilizar algunas de las fases de resolu-
cion de problemas planteadas anteriormente, derivando en una propuesta alternativa para la

resolucion de problemas contextualizados.

2.3. Contextualizacion

La contextualizacidn es tener en cuenta las circunstancias de un hecho o una situacién, es
decir, al momento en que se analiza un hecho es importante tener en cuenta el contexto en el
que se estd desarrollando. Sin embargo, en el &mbito educativo, Vazquez (2004) menciona que
la contextualizacion es presentar la ciencia en un contexto cercano a la vida de los alumnos
y que sean capaces de responder a sus necesidades, por lo cual se tiene que adaptar los
contenidos educativos a la realidad cultural de los estudiantes, desarrollando los contenidos

del tema de estudio en sesiones de aprendizaje a través de ejemplos de su vida cotidiana.

Es asi que, Vasquez considera tres tipos en que la contextualizacién puede ayudar en la

ensefianza metodoldgica:

= Contextualizacion historica: Es una forma de mostrar como y por qué surgen las ideas

y teorfas cientificas.

= Contextualizacion metodoélogica: Es una forma en la que incide a los estudiantes a
no solo ver los contenidos Unicamente como objetos terminales, sino también en las

formas en que estos pueden ser utilizados.
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= Contextualizacion socio-ambiental: Es una forma de ver la utilidad de la ciencia a

través de nuestro entorno y la interaccién con él.

De esta manera, la importancia de la contextualizacién sirve para entender de mejor manera
un hecho, en el cual se debe tener en cuenta todos los aspectos que influyen en él. Para la
contextualizacion es preciso contar con herramientas que permitan incorporar los diferentes
escenarios de la vida cotidiana y al mismo tiempo promover la participacion activa de los
estudiantes en las actividades a desarrollar. Por tanto, la contextualizacién en matematica
puede ayudar a que los aprendices obtengan un mayor interés por el tema en estudio, con
la finalidad de lograr un aprendizaje significativo, haciendo mds eficiente el proceso de

enseflanza y aprendizaje.



Capitulo 3

HERRAMIENTAS TECNOLOGICAS

3.1. Softwares educativos

Un software educativo es un conjunto de programas educativos que se han desarrollado con
la finalidad de ser utilizados para facilitar el proceso de ensefianza y aprendizaje, con la
caracteristica que sean interactivos, es decir, que contesten de manera inmediata las acciones
de los estudiantes (Quintero et al., 2005). Es asi, que un software educativo es una aplicacion
informatica, el cual estd disefiada para tratar de mejorar la experiencia educativa de los

estudiantes, con miras a enriquecer su aprendizaje.

Estos programas pueden abarcar una amplia gama de temas y de niveles educativos, ya que
existen softwares disefiado para los nifios de nivel basica, hasta programas desarrollados para
los estudiantes que cursan un nivel universitario, el cual puede cubrir campos como lo es: las

matematicas, las ciencias naturales, las ciencias sociales, idiomas, entre otros.

En este aspecto, segin Marquéz (1996) menciona que la mayoria de los programas educativos
tienen cinco caracteristicas esenciales, el cual ayudan a una mejor interaccion hacia los

alumnos, las cuales mencionaremos a continuacion:
= Son materiales que han sido elaborados con la finalidad de fines académicos.

= Utilizan la computadora (ordenador, lapto, etc.) como soporte, en donde los alumnos

27
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realizan las actividades que ellos proponen.

= Son interactivos, ya que estos programas contestan de manera inmediata a las acciones
de los estudiantes, permitiendo crear un didlogo e intercambio de informacién entre el

computador y los alumnos.

= Individualizan el trabajo de los alumnos, ya que dichos programas se adaptan al ritmo
de trabajo y aprendizaje de cada uno de los estudiantes y, pueden adaptar sus actividades

segun las actuaciones del alumno.

= Los softwares educativos son faciles de usar, debido a que los conocimientos informa-
ticos necesarios para utilizar la mayoria de ellos son minimos, aunque cada programa

tiene ciertas reglas de funcionamiento, las cuales son necesarios aprender.

En este sentido, Marquéz (1996), menciona que casi todos los programas didécticos, al igual
que los que no tienen una finalidad educativa, constan de tres médulos principales, a saber:
el médulo que gestiona la comunicacién (denominado entorno de comunicacién), el médulo
que contiene debidamente organizado los contenidos informaticos del programa (denominado
base de datos) y, el médulo que gestiona las actuaciones de la computadora y su respuesta
a las acciones del usuario (denominado motor o algoritmo), las cuales se especificard a

continuacion:

1. El entorno de comunicacién
Es el entorno en donde los programas establecen una comunicacién con los usuarios.
Este mddulo estd integrado por dos sistemas, el primero, el cual es el sistema programa-
usuario, el cual facilita la transmiciéon de informacién de la computadora hacia el
usuario, y el segundo, es el sistema usuario-programa, el cual facilita la transmisién de

informacion del usuario hacia el computador.

2. La base de datos
La base de datos contiene informacion especifica que cada programa presentard a los

alumnos, y estan constituidos por:

= Modelos de comportamiento: Estos tipos de modelos se dividen en dos: modelo
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fisico-matemadtico el cual contienen leyes determinadas por ecuaciones; y el mo-
delo no determinado, que son definidos por ecuaciones con variables aleatorias y

tablas de comportamiento.
» Datos tipo texto: Son aquellos donde se encuentra la informacién alfanumérico.

= Datos gréficos: Estos estdn constituidos por dibujos, fotografia, secuencia de

videos, etc.

3. Motor o algoritmo
Gestiona las secuencias en las que se presenta la informacion de la base de datos y
las actividades que pueden realizar los alumnos, es asi, que se puede distinguir cuatro

tipos de algoritmos:
= Algoritmo lineal: Este tipo de algoritmo tiene una secuencia de actividades tnicas.

= Algoritmo ramificado: Este tipo de algoritmo tienen predeterminados las posibles

secuencias segun la respuesta de los alumnos.

= Tipo entorno: Este tipo de algoritmo no tienen una secuencia determinada, el

estudiante elige que y cuando lo ha de realizar.

» Tipo sistema experto: El desarrollo de este tipo de algoritmos esta estrechamente

relacionado con los avances en el campo de la Inteligencia Artificial.

Segtn este contexto, Marquéz también clasifica los tipos de software educativos de acuerdo

al propdsito en referencia a la ensefianza de los estudiantes:

= Programas de simulacion: Estos programas pueden actuar como un simulador para

recrear situaciones que estén relacionados con la ensefianza del estudiante.

» Programas de juegos: Este tipo de software utiliza la interactividad y actividades

dindmicas para buscar motivar al estudiante en el estudio de una drea en concreto.

= Programas de resolucion de problemas: Estos programas tienen la finalidad de incen-

tivar el desarrollo de la capacidad analitica del estudiante y el aprendizaje autbnomo.

= Programas précticos y de ejercicios: Estos programas buscan brindar conocimientos a
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través de lecciones, las cuales poseen una parte tedrica, el cual sirve de guia para los

usuarios y; una parte practica, donde el alumno debe resolver test o ejercicios.

3.2. Softwares matematicos

A la hora de estudiar matematica es recomendable apoyarse con algun software matemaético,
el cual contribuya en la comprension y andlisis del tema en estudio. El software educativo
se lo ha utilizado para aplicarlos en todas las asignaturas; sin embargo, su uso en el drea
de mateméticas se ha permitido que los estudiantes puedan simular situaciones y realidades
de la vida diaria, asi dejando de ser las mateméticas menos abstractas (Vidaurre y Vallejo,

2015).

Segiin Meneses y Artunduaga (2014), menciona que articular los software educativos en el
proceso de ensefianza y aprendizaje de las matemadticas resulta una estrategia el cual despierta
el interés y motivacién del estudiante, ya que estos programas ofrecen recursos recreativos,
précticos, entre otros; mediante el cual los estudiantes desarrollan habilidades matematicas,
como lo es razonar, formular y resolver problemas matemaéticos. En este sentido, los software
educativos son elementos esenciales en la ensefanza y aprendizaje de la matemadtica, ya que
al utilizar en la didactica se podria dejar a un lado la ensefanza tradicional, buscando asi un
mayor interés por parte del estudiante, ya que hoy en dia las personas estdn familiarizados
con la tecnologia, es asi, que estos software pueden contribuir a un aprendizaje significativo
del tema de interés, ya que mediante los programas didacticos se puede lograr una mejor

comprension y andlisis de los ejercicios que el estudiante requiere resolver.

3.3. Algunos software matematicos libres

Entre algunas de las aplicaciones més ttiles para la ensefianza y aprendizaje del estudio de
la matematica, en concreto el tema de derivas, se tiene: FooPlot, GeoGebra, Wolfram Alpha

y Winplot, entre otros.

De este grupo se pueden destacar a Wolfram Alpha y GeoGebra como los programas infor-
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maticos mds aptos para el desarrollo de la propuesta del presente trabajo. Estos programas
son muy préacticos para la didéctica del tema de derivadas y la matemaética en general, el cual,
ademds de solucionar problemas de aritmética, dlgebra, geometria, los cuales nos brinda
la posibilidad segtin corresponda a la solucién tanto analitica como gréfica. Estas ventajas

permiten un mejor entendimiento acerca del contenido matemaético en estudio.

A continuacion describiremos brevemente algunos de estos programas.

3.3.1. Wolfram Alpha

Wolfram Alpha es un software académico libre en linea el cual responde a las preguntas
directamente mediante el procesamiento de la respuesta, haciendo cédlculos desde su propia
base de datos y conocimiento, donde sus respuestas son detalladas y especificas. Sin em-
bargo, también ofrece su version pagada, Wolfram Alpha Pro, el cual consta con funciones

adicionales que no tiene su version gratuita.

Dentro de este contexto, Wolfram Alpha es un software didactico que sirve para todos los
niveles académicos, el cual abarca desde la primaria hasta los de tercer nivel e incluso cuarto
nivel académico. Este software no solo se puede utilizar como una calculadora bésica, ya que
esta cuenta con varias aplicaciones, las cuales destacan tres, a saber: calculadora de derivadas,
calculadora de integrales y el Wolfram Alpha Demonstratios Project. En este ultimo se accede
a varias demostraciones interactivas para diferentes niveles académicos y en diferentes dreas

de conocimiento.

Caracteristicas, ventajas y desventajas

Caracteristicas
Al tener varias aplicaciones, Wolfram Alpha cuenta con una diversidad de caracteristicas, del

cual mencionaremos las mds importantes dentro de un contexto didéctico.
= Busqueda breve, rdpida y detallada del tema en especifico de investigacion.

= Solucién de problemas matematicos que van desde lo sencillo hasta los complejos, el

cual aparte de su solucidn aporta con el desarrollo de ecuaciones, gréficas y teoria.
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= Nos brinda informacién adicional para ampliar nuestro conocimiento acerca del con-

tenido investigado.

Ventajas

No se necesita de un registro previo para su utilizacion.

Dominio de la mayoria de los dmbitos cientificos.

Responde a las preguntas de forma completa y exacta.

Brinda informacién extra para un mayor conocimiento del tema investigado.
Desventajas

= En su version gratuita no muestra todos los pasos de resolucion para llegar a la solucién

de un ejercicio o problema.
= Dependencia a una conexion de internet

En este sentido, Wolfram Alpha nos sirve de utilidad en este trabajo de investigaciéon como
un método de verificacion de los problemas contextualizados, ya que este software nos ayuda
calculando de manera répida y exacta la derivada de una funcidn, el cual es utilizada en
la dltima fase de nuestra propuesta metodoldgica. Para obtener informacién adicional sobre

Wolfram Alpha se recomienda ingresar al siguiente link: https://www.wolframalpha.com/


https://www.wolframalpha.com/
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Figura 4: Pagina principal de WolframAlpha
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3.3.2. GeoGebra

GeoGebra es un software matematico libre en linea (aunque también ofrece la descarga de un
programa de escritorio) el cudl es de utilidad para todos los niveles académicos, ya que este
programa nos sirve para la utilizacion en diferentes dreas, como lo es la geometria, dlgebra,
hojas de célculo, estadistica, entre otras. Geogebra cuanta con varias secciones el cudl incluye

algebra, geometria 2D, geometria 3D y probabilidad.

La interfaz que utiliza GeoGebra es facil y sencilla de entender, sin embargo, siendo a la vez
compleja debido al potencial en el que se puede utilizar, ya que con este software se puede
realizar grificas como la tangente en un circulo, diferencias entre un poligono regular y uno

irregular, entre otros.

Caracteristicas, ventajas y desventajas

Caracteristicas

GeoGebra es un programa el cual tiene un gran potencial si este es utilizado como una
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herramienta en el campo didactico, es por ello que se mencionard algunas caracteristicas

importantes de este software.

= GeoGebra estd disponible para diferentes sistemas operativos y de distintos dispositivos.

= Puede llegar a ser un recurso esencial para la docencia en matematica.

= Combina la geometria, dlgebra y cdlculo.

= Permite construir figuras mediante puntos, segmentos, rectas, vectores y cénicas.
Ventajas

= Puede ser utilizado de manera online u offline.

= Su interfaz es f4cil de usar.

= Disponible en varios idiomas.

= Es una herramienta did4ctica para crear material de aprendizaje interactivo.
Desventaja

= Para un dominio completo del software se requiere de un tiempo de utilizacién del

programa.

= Algunas funciones requieren de un conocimiento matematico més profundo para su
utilizacion.
GeoGebra nos sirve de utilidad en este tema de investigacidn, puesto que se puede visualizar
de manera grafica la resolucion de los ejercicios, y a su vez, se podrd realizar su respectiva
verificacion del problema en la fase cuatro de nuestra propuesta metodoldgica. Para obtener
informacion adicional sobre GeoGebra se recomienda ingresar al siguiente link: https://www.

geogebra.org/


https://www.geogebra.org/
https://www.geogebra.org/
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Figura 5: GeoGebra
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Capitulo 4

ALGUNAS APLICACIONES PARA LA
RESOLUCION DE PROBLEMAS

4.1. Propuesta de resolucion de problemas para el estudio

de derivadas

Mediante las fases de resolucion de problemas de los distintos autores mencionados anterior-
mente en el capitulo 2, se propuso una propia guia para la resolucion de problemas. La misma
constard de 4 fases, a saber: lectura y comprension del problema, biisqueda y estudio de las
herramientas matematicas, construccién de la solucién y verificacion de resultados apoyados

en herramientas tecnoldgicas. A continuacidn se describird cada una de estas fases

= Fase 1: Lectura y comprension del problema
La primera fase consiste en comprender y entender los datos y la informacién que
nos proporciona el enunciado del problema, identificando asi cudl es la pregunta del
problema, si este tiene distractores (datos o informacioén que desvian la atencién del

problema) y cudles son los datos relevantes que nos proporcionan.

Mediante esta fase, para el estudio de las derivadas, el estudiante deberd reconocer

la funcion sobre la cual se trabajard, asi como tendrd que descartar datos que no

36
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proporciones informacién para la resolucion del problema y por dltimo deberd analizar

que es lo que quiere determinar el problema.

Fase 2: Bisqueda y estudio de las herramientas matematicas

En esta segunda fase el estudiante deberd buscar la relacion entre la informacion del
enunciado con las definiciones, propiedades, teoremas, entre otros resultados funda-
mentales del tema en estudio, con la finalidad de entender mejor el topico, cuyo objetivo

serd buscar un plan 6ptimo para la resolucién del problema.

Con respecto a esta fase, para la resolucion de problemas de derivadas, el alumno podra
encontrar la informacion necesaria de este tema en el Capitulo 1: Derivadas, para un
estudio y una retroalimentacién del tépico, con el propdsito de tener una compresion

significativa del tema, y asi detallar un plan adecuado para la resolucion del problema.

Fase 3: Construccion de la solucién

La tercera fase implica que el estudiante llevard a cabo de manera minuciosa y detallada
de cada uno de los pasos del plan que se obtuvo en la fase previa, el cual para lograrlo
se deberd realizar meticulosamente las técnicas y estrategias aprendidas previamente,
asi como un andlisis profundo de cada paso y sus implicaciones en el contexto del

problema planteado.

En esta tercera fase, el estudiante deberd ir realizando cada uno de los pasos del plan
que se detall6 en la fase anterior, asi como, también deberd ir redactando cada uno de
los procesos que se va realizando, de la misma manera que deberd escribir las reglas

de derivacién que utiliz6 a lo largo de la resolucién del problema.

Fase 4: Verificacion de resultados apoyado en herramientas tecnoldgicas
En esta ultima fase el estudiante se apoyard mediante la utilizacién de un software

matemadtico para la verificacion de la solucién encontrada.

Es asi que en nuestra propuesta metodoldgica, el estudiante deberd comprobar el
resultado obtenido del problema mediante cualquiera de los dos softwares mencionados

en el Capitulo 3: Herramientas tecnoldgicas, para determinar su debida correccion en
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el caso de que esta sea necesaria y redactando una conclusién al problema resuelto.

4.2. Resolucion de problemas relacionados con derivadas

Problema 4.2.1

El curso de 9 " de bdsica de la escuela “Unidad Educativa Cumand4” desean realizar un
cartel rectangular para las olimpiadas del colegio, el cual tenga una drea de impresion
de 50cm?, pero desean tener margen superior e inferior de 4cm y mérgenes laterales
de 3cm cada uno. ;Que dimensione debe tener el cartel para minimizar la cantidad de

papel usado?

Fase 1: Lectura y comprension del problema
Se observa que el problema nos proporciona los siguientes datos:

El 4rea del cartel es de 50cm? por lo cual se tiene la siguiente ecuacion:
50
A:b.h:50:>b:ﬁ.

El perimetro de los mérgenes es

P:2(b+4)+2(h+2):2<5£+4>+2(h+2)

y se analiza que los valores de b y h deben ser mayor a cero, ya que no existe dimensiones
negativas de un cartel.

Por lo cual la funcidn que se ira a trabajar sera:

1
P(h) = 20 +oh 412

Y el problema nos pide hallar las dimensiones del cartel para minimizar la cantidad de papel
usado.
Fase 2: Busqueda y estudio de las herramientas matematicas

Para hallar las dimensiones del cartel utilizando la menor cantidad de papel usado, utilizamos
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el criterio de la segunda derivada. Es asi, que el plan a seguir sera:
1. Determinar P'(h)y P"(h)
2. Hallar los puntos criticos de P(h)
3. Determinar si el punto critico es un minimo de la funcién
4. Encontrar el valor de b

Fase 3: Construccion de la solucion
Primero, se tiene que la funcién P(h) = 1—20 + 2h + 12 por lo cual para hallar la primera

derivada se sigue los siguientes pasos

100\’
P'(h) = (h) + (2h)" + (12)', regla de la suma de funciones
100 .
=72 +2 , regla para la potencia y de una constante.

Para hallar la segunda derivada se sigue los siguientes pasos

100\’
P"(h) = (2) — <h2> , regla de la diferencia de funciones

200
=0- (_h3) , regla de la constante y de la potencia

Segundo, encontraremos los puntos criticos de P(h)

100
100
2=

h = /50

P(h) tiene un punto critico en b = /50 ~ 7,071.

Tercero, evaluaremos h = /50 en P”(h) para determinar si es un minimo.

Pl/(h) —

~ 0,56
(V50)?

Es asi que por el criterio de la segunda derivada cuando h = /50 se tiene un valor minimo
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de la funcién P(h).

Por altimo encontraremos el valor de la base del cartel

50
b= —"— =5V2~ 7,071
V50

Fase 4: Verificacion de resultados apoyado en herramientas
tecnoldgicas
Utilizando el software GeoGebra y graficando P(h) = % + 2h + 12 podemos verificar el

minimo de la funcion.

&0

- P(h):%+2h—l?

40
(7.071,40.28)

20

Verificamos mediante la grafica que la altura del cartel deberd ser de v/50 ~ 7,071cm y una

base de % ~ 7,071cm para utilizar la menor cantidad posible de papel para el cartel.

Problema 4.2.2

Las acciones de una empresa que se dedica a la bolsa de valores responde a la siguiente
ley
1 9 243

_ . 3_ 9 2 420
C(z) = 100"~ 20° I 1009&4—300.

Suponiendo que la bolsa de valores funciona todos los 30 dias de un mes. Determinar
las acciones maximas y minimas que se alcanzaron, asi como los dias en que ocurrieron,

sin tomar en cuenta el primer ni el dltimo dia.
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Fase 1: Lectura y comprension del problema

Vemos que el problema nos proporciona los siguientes datos:

La funcién C(z) = t52% — a2 + 232 + 300.

El intervalo de tiempo (dias) (0, 30).

Y nos pide hallar los valores mdximos y minimos que se obtuvieron de las acciones, asi como
los dias en que ocurrieron.

Fase 2: Buisqueda y estudio de las herramientas matematicas
Para hallar los valores mdximos y minimos de una funcién se debe hallar la primera y segunda

derivada de la funcion, para utilizar el criterio de la segunda derivada. Es asi, que el plan a

seguir para la resolucion del problema es el siguiente:
1. Determinar C'(z) y C"(x).
2. Hallar las raices de C'(z) = 0.
3. Evaluar cada una de las raices en la funcién C”(x).
4. Evaluar cada una de las raices en la funcién C(x).

Fase 3: Construccion de la solucion

Primero, se tiene que la funcion C(z) = 52 — 522 + 2332 + 300 por lo cual, para hallar

la primera derivada se sigue los siguientes pasos

1 ! 9 ! 243 \’
C'(x) = <100x3> — (20x2) + (10095) + (300)’, reglas de la suma y diferencias de funciones
3, 9 243

100 10 100 , regla para la potencia.

Para hallar la segunda derivada se sigue los siguientes pasos

3 ! 9 Y\ 243\’
C"(z) = <x2> - ( ) + < ) ,sreglas de la suma y diferencias de funciones

100 10" 100

0 ) regla para la potencia
= —r — —

100"~ 10 cregaparatap

Segundo, encontramos las raices de C'(x) = 0

69 _,

@) = 105~ 10
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3
ﬁ(xz — 30z + 81) = 0, factor comin

z® — 302+ 81 =0
(x — 3)(x — 27) = 0, factorizacidn.
Las raices de C'(z) = 0sonz = 3y x = 27.
Tercero, evaluaremos x = 3y x = 27 en C"(x) para determinar cuando = es un maximo o

cuando es un minimo

neay _ 5 9 __18
'3 = 5()(3) 10 25
3 9 18

//2 _ 2 _ 2
¢h(21) 50( 7) 10 25

Es asi, que por el criterio de la segunda derivada se tiene que cuando x = 3 se tiene el valor
maximo de la funcién C'(x) y cuando = = 27 se tiene el valor minimo de la funcién C(x).
Por ultimo, evaluaremos * = 3y x = 27 en C'(z) para determinar los valores maximos y

minimos que toma C'(x).

1 .5 9., 243 30351
— PR — _— = —-——— ]_
C(3) 100(3) 20(3) +100(3)+300 100 303, 5
1 . 9 243 23439
C(27) = —(27)2 — = (27)? + ===(27) + 300 = =—= =234.39

Fase 4: Verificacion de resultados apoyado en herramientas

tecnoldgicas

1 9 243
Utilizando el software GeoGebra y graficando C'(z) = ﬁx‘q’ — %xz + 1—00x+ 300 podemos

verificar los puntos mdximos y minimos que tiene la funcion.
310
sl
290
230
270
260
250
240

230
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Podemos verificar mediante la grafica que las acciones mdximas que se alcanzaron fue en el
dia 3 y fue de 303.51, y a su vez las acciones minimas que se alcanzaron fue en el dia 27 y

fue de 234.39.

Problema 4.2.3

La fundidora en donde usted trabaja ha sido contratada para disefiar y construir un
tanque rectangular de acero, de base cuadrada, abierto por arriba y con una capacidad
de 500cm?. Como ingeniero de produccién, su trabajo consiste en determinar las

dimensiones de la base y de la altura que hacen que el tanque pese lo menos posible.

Fase 1: Lectura y comprension del problema
El problema nos proporciona los siguientes datos:

El tanque tiene forma de un prisma rectangular, por lo cual su volumen es

V:ZZ.h:5OO:>h:5;O

y su drea es

A=1?+4lh (ya que el tanque estard abierto por arriba)

=%+ 4l (5;)20) =1+ QOZOO

donde [ representa la longitud de los lados del tanque y h su altura.

La funcién sobre la cual se ird a trabajar sera

2000

Al =1* + l

Y el problema nos pide hallar las dimensiones del tanque para que pese lo menos posible.

Fase 2: Buisqueda y estudio de las herramientas matematicas
Para hallar el menor peso posible del tanque se deberd usar la menor cantidad de material (es
decir, la menor cantidad de drea utilizada), para el cual usaremos el criterio de la segunda

derivada. Es asi, que el plan a seguir sera:
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1. Determinar A'(l)y A"(l)
2. Hallar los puntos criticos de A(1)
3. Determinar si el punto cfitico es un minimo de la funcién

4. Encontrar el valor de la altura del tanque

Fase 3: Construccion de la solucion

2000

Primero, se tiene que la funcién A(l) = > + =~ por lo cual, para hallar la primera derivada

se sigue los siguientes pasos

2000\’
A= (1% + (l) , regla de la suma de funciones

2000
-

= 2] , regla para la potencia.

Para hallar la segunda derivada se sigue los siguientes pasos

Sy, (2000 o ,
A"(l) = (21) — ) regla de la diferencia de funciones

4000
I3

=2+

, regla para la potencia

Segundo, encontraremos los puntos criticos de A({)

A(l) =21 — 2(;30 =0
. 2(;;)0
2% = 2000
I = 10.

A(l) tiene un punto critico en [ = 10.

Tercero, evaluaremos | = 10 en A”([) para determinar si es un minimo de la funcién

4000
0

A"(10) = 2 +

Es asi, que por el criterio de la segunda derivada cuando [ = 10 se tiene un valor minimo de

la funcién A(l).
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Por dltimo, encontraremos el valor de la altura del tanque

Fase 4: Verificacion de resultados apoyado en herramientas
tecnologicas
Utilizando el software GeoGebra y graficando A(l) = I* + @ podemos verificar el punto

minimo de la funcion.

700
600
500

400

300

(10,300)

200

100

Verificamos mediante la grafica que el valor de los lados de la base del tanque debera se de

10cm con una altura de S5cm para que pese lo menos posible.

Problema 4.2.4

La empresa “Deli Cream” ha comprobado que a un precio de 50 centavos de ddlar se
vende un promedio de 200 helados al dia. Por cada centavo de ddlar que se aumente el
precio del helado se vende dos helados menos al dia.

Si el coste por unidad es de 40 centavos de ddlar. ;A qué precio se debe vender cada

helado para obtener el maximo beneficio diario? ;Y cudl serd ese beneficio?

Fase 1: Lectura y comprension del problema
Se observa que el problema nos proporciona los siguientes datos:

El precio del helado p;, = 50 + .

La cantidad de helados vendidos al dia h, = 200 — 2x.
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El costo de fabricacion del helado c; = 40.

Donde x es el aumento de cada centavo al precio original.

El beneficio de una empresa se calcula como la diferencia entre los ingresos con los gastos
de la empresa. Para determinar los ingresos de una empresa se multiplica la cantidad de
unidades vendidas por su precio y para determinar los gastos de una empresa se multiplica la
cantidad de unidades vendidas por su costo de fabricacion.

Es decir, la funcién sobre la cual se trabajard es la del beneficio, y se da de la siguiente

manera.
B(x) = hypr, — hoey = (200 — 22)(50 + ) — (200 — 22)40 = (200 — 22)(50 + = — 40)
= (200 — 22)(10 + z) = 2000 + 200z — 20z — 22> = 180z — 22°.

Y el problema nos pide hallar el precio del helado con el cual se obtenga el maximo beneficio

y también cudl serd ese beneficio.

Fase 2: Busqueda y estudio de las herramientas matematicas
Para hallar el precio del helado con el cual se obtenga el maximo beneficio, utilizaremos el
criterio de la segunda derivada. Es asi, que el plan a seguir para la resolucién del problema

es el siguiente:
1. Determinar B'(x) y B"(z).
2. Hallar los puntos criticos de B(x).
3. Determinar si los puntos criticos son mdximos o minimos de la funcién.
4. Evaluar el punto maximo de la funcién en B(x).
5. Encontrar el precio al que se debera vender el helado.

Fase 3: Construccion de la solucion
Primero, se tiene que la funcién B(x) = 200 + 180z — 2z? por lo cual, para hallar la primera

derivada se sigue los siguientes pasos

C'(z) = (200) + (180x)" — (2x2)/ , reglas de la suma y diferencias de funciones

=180 — 4z , regla para la potencia y regla de la constante.
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Para hallar la segunda derivada se sigue los siguientes pasos

C"(z) = (180)" — (4x)" ,reglas de la suma y diferencias de funciones

=—4 , regla para la potencia y regla para la constante

Segundo, encontraremos los puntos criticos de B(x)

B'(z) =180 —4x =0
180 = 4« , despejar

r =45

B(z) tiene un punto critico en x = 45
Tercero, evaluaremos x = 45 en B”(z) para determinar cuando x es un maximo o es un
minimo.

B"(45) = —4

Es asi que por el criterio de la segunda derivada se tiene que cuando x = 45 se tiene un valor
madximo de la funcién B(x).

Cuarto, evaluaremos = = 45 en B(x) para determinar el valor maximo que toma la funcién.
B(45) = 2000 + 180(45) — 2(45)* = 6050.

Por dltimo, encontraremos el precio a que se deberd vender el helado para alcanzar el maximo
beneficio

pr = 50 +45 = 95.

Fase 4: Verificacion de resultados apoyado en herramientas
tecnoldgicas
Utilizando el software GeoGebra y graficando B(x) = 2000 4 180z — 2 podemos verificar

el punto méximo que tiene la funcién.
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(45, 6050)
6000

3000

4000

3000 2000 + 180z — 2z°

2000

1000,

400 50 P 50 1}0 150 200 250 300 350

Podemos verificar mediante la grifica que el beneficio maximo diario es de $60,50 y se
produce cuando se aumenta 45 centavos de ddlar al precio original del helado, es decir, el

valor del helado sera de 95 centavos de ddlar.

Problema 4.2.5

La empresa “Pinturas Unidas” desea fabricar una lata de pintura con capacidad de 1
litro con forma de un cilindro y se requiere utilizar el menor material posible. ;De que

dimensiones trabajando en centimetros debe ser la lata de pintura?

Fase 1: Lectura y comprension del problema

Se observa que el problema nos proporciona los siguientes datos:

La lata de pintura tiene la forma de un cilindro y se conoce que 1 litro es igual a 1000 cm?
por lo cual se tiene.

El volumen V' = 7r?h = 1000.

El 4rea superficial A = 27r? + 27rh.

Donde r es el radio y h es la altura del cilindro. De la férmula del volumen se puede despejar

h para trabajar con una sola variable, por lo cual

1
- 000

mr?
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Es asi, que la férmula con la cual se va a trabajar ser4:

A =2mr* 4+ 27r (

2000
r

1000)

2

=2r? +

Y el problema nos pide hallar la altura i y el radio » minimo para fabricar una lata de un
litro.

Fase 2: Busqueda y estudio de las herramientas matematicas
Para hallar las dimensiones de la lata de pintura para utilizar la menor cantidad de material

posible, utilizaremos el criterio de la segunda derivada. Es asi que el plan a seguir ser4:
1. Determinar A'(r)y A”(r)
2. Hallar los puntos criticos de A(r)
3. Determinar si el punto critico es un minimo de la funcién

4. Encontrar el valor de la altura del cilindro

Fase 3: Construccion de la solucion
2000
Primero, se tiene que la funcién A(r) = 27r? + ~—— por lo cual, para hallar la primera
r

derivada se sigue los siguientes pasos:
2000\’ )
A(r) = (2mr?) + () , regla de la suma de funciones
r

2000

= 47rr —
r2

, regla para la potencia.

Para hallar la segunda derivada se sigue los siguientes pasos:

2000\’
A'(r) = (47rr - ) , derivada de orden superior
r
2000\’
= (4mr) — (2) , regla de la diferencia de funciones
r
4000 .
=dr+ — , regla para la potencia.
r

Segundo, encontraremos los puntos criticos de A(r)
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2000
Al(r)=drr ———~=0 , despejar
r

dmr = 2 despejar

20000
r3 = =, despejar

_ 500

m

A(r) tiene un punto critico en 1 = /2%

s

Tercero, evaluaremos 7 = (/2% en A”(r) para determinar si r es un minimo

™ 3/ 500
™

4500 4000 4000

™

= 127.

Es asi que por el criterio de la segunda derivada cuando r = +/ 5—20 se tiene un valor minimo
de la funcién A(r).

Por dltimo, encontraremos el valor de la altura de la lata de pintura

1 1
_ OOO: 000 :23@:%

h mr? 500 2 T
7 ({%)

™

Fase 4: Verificacion de resultados apoyado en herramientas
tecnoldgicas
Utilizando el software GeoGebra y graficando A(r) = 27r? + @ podemos verificar el

punto minimo de la funcién.
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2500
G 2000
2000
1500

1000

500

(5.42, 553.58)

T 5 0 5 10 15 20 25

Verificamos que mediante la gréifica que el radio debera tener un valor de 1/ % ~ 5,42 para
utilizar la menor cantidad posible de material para la lata de pintura y con una altura de

2 % ~ 10,84

Problema 4.2.6

Una pequeiia isla estd a 2km del punto mas cercano A de una playa rectilinea de un
gran lago. Si una mujer en la isla puede remar en un bote a 3km/h y caminar a 4km/h.
(En dénde debe desembarcar en el bote para llegar en el menor tiempo posible, a un

pueblo que estd a 10km, medidas sobre la playa, del punto A?

|— 10Km —|

A d 10-x=d2

2Km
d2

3

Fase 1: Lectura y comprension del problema
Se analiza que el problema nos proporciona los siguientes datos:

La velocidad en que puede remar 3km = v,

La velocidad en que puede caminar 4km = vy

Se observa que el tridngulo AP B forma un triadngulo rectangulo, por lo cual el valor de

dlz\/4+$2.
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La mujer debe tomar dos tramos para llegar al pueblo, los cuales sonde P a Byde B aC,

es asi que se suma el tiempo que se demora en recorrer los dos tramos.

El tiempo del primer tramo ¢, = % = Y4k22,
v1 3
: d 10—
El tiempo del segundo tramo ¢, = 2 = ==.

Por lo cual la férmula a trabajar sera

Vi+z22 10—z

t=1t to =
1+ 12 3 + 1

El dominio de ¢(z) es [0, 10], ya que la distancia entre A y B no puede ser mayor a 10.

Y el problema nos pide hallar la distancia de P a B para llegar en el menor tiempo posible.
Fase 2: Busqueda y estudio de las herramientas matematicas
Para hallar el menor tiempo posible debemos hallar los puntos criticos de ¢(z) y evaluarlos

en la funcidn, al igual que los extremos del intervalo [0,10]. Es af que el plan a seguir sera:
1. Determinar t'(z)
2. Hallar los puntos criticos de t(x)
3. Evaluar los puntos criticosy los puntos z = 0, z = 10 en ¢(z)

Fase 3: Construccion de la solucion

_ VA4+t=a? + 10—z
_ 3 4

Primero, se tiene que la funcién ¢(x) por lo cual, para hallar la primera

derivada se sigue los siguientes pasos

t'(z) = <\/4;—7>,+ (104—x>’ , regla de la suma
= ;(\/m)’ - i(lO — ), regladel multiplo constante
= ;(\/m)’ + le [(10) — (x)'], regla de la diferencia
= zl)) ((4 + xQ)%)/ + i(—l), regla de la funcién identidad y de la constante
1

1
=—(4+ x2)_% (2z) — = , regla para la potencia y de una constante
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Segundo, encontraremos los puntos criticos de #(z)

#(z) = =z _1_
32t +4 4
4o — 32?2+ 4 _0
12vx2 +4
dr —3vVr2+4=0
4o =3vVx2 +4

162° = 9(z* + 4) elevamos al cuadrado
162® = 9z + 36

T = ~ 2,27

6
VT
t(z) tiene un punto critico en x = % ~ 2,27.

Por dltimo, evaluaremos x = %, r=0yz=10ent(z)

4 (8) 10—
(5 = VU T T 904
i 3 4 '
Va+ (0 10-0
£(0) = 3(> o ~306
4+ (10> 10 —10
t(10) = 3( ) + 1 ~ 3,4

Fase 4: Verificacion de resultados apoyado en herramientas
tecnolégicas

Utilizando el software Wolfram Alpha podemos verificar la derivada de la funcién

t([L’) — \/4;-21‘2 _|_ 104—$

) i Va+x? 10-x
diferenciar tx) = + x
3 4
tado b, Dat I
i 4x-3Vx’+4d
=
12y x%+4

_ VAa+a? 4 10—z
- 3 4

y utilizando el software GeoGebtra y graficando la funcién ¢(x) podemos
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verificar el punto minimo en el intervalo [0, 10]

g
vad+z? 10—z

] tlx) = +

J == 10

R

(2.27.2.94)

2

) 0 3 1 6 8 10

Verificamos mediante la grafica que la mujer debe remar a un punto B que se localiza a

2,2Tkm del punto A para llegar en el menor tiempo posible.

Problema 4.2.7

A'las 7 : 00a.m., un barco estaba a 60km al este de un segundo barco. Si el primer
barco maneja hacia el oeste a 20km /h y el segundo navega con rumbo al sur a 30km /h.

(A qué hora estaran més cerca el uno del otro?

60Km |
1
60-20t 20t X

!
fwanq—q—hhc— — — +— +—o +— A

|

3ot |

Fase 1: Lectura y comprension del problema
El problema nos proporciona los siguientes datos:
La velocidad del barco A vy = 20km/h = 20t
La velocidad del barco B vy = 30km/h = 30t

La distancia minima en que estardn los dos barcos sera

d(t) = \/(3075)2 + (60 — 20t)2 = /9002 + 3600 — 2400¢ + 400¢2

= /13002 — 2400t + 3600

ya que mediante la grafica se puede observar que se forma un tridngulo rectangulo.
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El punto critico de la funcién d(t) coincide con el de la funcién [d(¢)]* = D(t).

Por lo cual la funcidn que se ird a trabajar serd
D(t) = 1300t* — 2400t + 3600.

Y el problema nos pide hallar el tiempo en el que ambos barcos estardn més cerca.

Fase 2: Busqueda y estudio de las herramientas matematicas
Para hallar el tiempo en que estén mds proximos ambos barcos se tendrd que encontrar el
minimo de la funcién d(t) utilizando el criterio de la segunda derivada. Es asi, que el plan a

seguir sera:
1. Determinar D'(t)y D" (t)
2. Hallar los puntos criticos de D(t)
3. Verificar si el punto critico es un minimo de la funcién
4. Hallar el tiempo en el cual estén mds préximos ambos barcos

Fase 3: Construccion de la solucion
Primero se tiene que la funcién D(t) = 1300t* — 2400t + 3600 por lo cual, para hallar la

primera derivada se sigue los siguientes pasos

D'(t) = (1300¢%)" — (2400t)" + (3600)’, regla de la suma y diferencia de funciones

= 2600t — 2400 , regla para la potencia y de la constante

y para hallar la segunda derivada se sigue los siguientes pasos

D"(t) = (2600t)" — (2400)’, regla de la direncia de funciones

= 2600 , regla de la funcion identidad y de la constante.

Segundo, encontraremos los puntos critico de D(t)

D'(t) = 2600t — 2400 = 0

2600t = 2400
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t= 12 0923
T 13T

D(t) tiene un punto critico en t = 1.

Tercero por el criterio de la segunda derivada cuando ¢ = % se tiene un valor minimo de la
funcién D(t), ya que D"(33) > 0.

Por dltimo, encontramos el tiempo en que los barcos estdn méds cerca.

Si 1 hora es igual a 60 minutos, entonces % de hora es 55,38 minutos. Es asi que, los barcos
estardn mds cerca a las 7 : 5ba.m.

Fase 4: Verificacion de resultados apoyado en herramientas
tecnologicas

Utilizando el software GeoGebra podemos verificar que el punto critico (el punto minimo)

de d(t) es igual al de D(t) = [d(t)]*.

400;\

3000

[d(t)]*[= 1300¢% — 2400t + 3600

(0.923. 2492.3)
2000

1000
2400t + 3600

d(1) = V13002

Por lo cual los barcos estaran ma cerca a las 7 : 5bam

Problema 4.2.8

Un alambre de 100cm de largo se corta en dos pedazos, un pedazo se dobla para formar
un cuadrado y el otro se dobla para formar un tridngulo equilétero. ;En dénde se debe

hacer el corte si a suma de las dos areas debe ser la minima?

Fase 1: Lectura y comprension del problema
Se analiza que el problema nos proporciona los siguientes datos:
El largo del alambre 100cm

Si se corta en un punto x del alambre para formar el cuadrado se tiene que los lados del
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cuadrado serdn /. = 7 y los lados del tridngulo equilatero serén [; 100 z

, por lo cual, podemos

hallar la formula de la suma del area de las dos figuras

= s o= (59) = () 0 (25

2 V3
T M200 -
16+36(00 )

La funcion sobre la cual se trabajard sera

x2\/§

= 16 36 ~—(100 — x)* 'y su dominio ser el intervalo [0,100]

Y el problema nos pide hallar el 4rea minima de la suma de ambas figuras.

Fase 2: Busqueda y estudio de las herramientas matematicas
Para hallar el drea minima de la suma de ambas figuras, se debe hallar el punto critico de
A(z) y evaluarlos en la funci

on al igual que los extremos del intervalo [0, 100]. Es asi que el plan a seguir sera:
1. Determinar A’(z)
2. Hallar los puntos criticos de A(z)
3. Evaluar los puntos criticos y los puntos x = 0, x = 100 en A(x)

Fase 3: Construccion de la solucion

Primero, se tiene que la funcion A(x) = E + ‘?g (100 — z)? por lo cual, para hallar la primera

derivada se sigue los siguientes pasos

22\’ \/§ '
Al(x) = (16) + (36(100 — a:)2> , regla de la suma de funciones
2 3
= Tg + \3/6_ [(100 — z)?] , regla del miltiplo constante y para la potencia

(2)(100 — z)(100 — x)’, regla de la cadena

(100 — x)(—1) , regla de la funcién identidad

|
oo\& oo\& ™| 8
— — w
m\am\wa

(100 — x).
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Segundo, encontraremos los puntos criticos de A(z)

Al(z) = % - f(wo —2)=0
RVE]
< = (100 —2)

9z = 4v/3(100 — )

2(9 + 4v/3) = 4003

4
9+ 43

A(x) tiene un punto critico en = ~ 43,5

Por dltimo, evaluaremos los puntos z = 43,5, x = 0y « = 100 en la funcién A(z)

(43,5)2 /3 )
A(43,5) = ~—(100 — 4 =271
(43,5) T 36( 00 — 43,5) 71,85
(0)2 \/§ 2
A(0) = ~Z + ——(100 — 0)* = 481,12
(0) = =5 + 55 (100 — 0)? = 481,125
1 2
A(100) = ( ?2) +\3/§(100— 100)* = 625

Fase 4: Verificacion de resultados apoyado en herramientas
tecnoldgicas

Utilizando el software GeoGebra y graficando la funcién A(x) = ’f—; + % (100 —)? podemos

verificar el punto minimo en el intervalo [0, 100]

(43.5,271.85)

El corte de un lado de la cuerda para que la suma de las dos dreas sea la minima debera ser

de 43,5cm
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Problema 4.2.9

Hay dos patrullas de policias a 8K'm de distancia entre si, un carro pasa la primera
patrulla y el oficial le toma una lectura de radar de 5km/h. Seis minutos mds tarde,
el segundo oficial le toma una lectura de 48km /h. Demuestre que el carro tuvo que

haber excedido el limite de 55km /h en algin momento

Fase 1: Lectura y comprension del problema

Al analizar el problema se tiene los siguientes datos:

Si tomamos que t; = 0 es el momento donde el carro pasa a la primera patrulla, entonces el
momento donde pasa a la segunda patrulla serd en 5 = % = % y denotamos d(¢) la funcién
que representa la distancia recorrida.

El problema nos pide hallar si el carro ha excedido el limite de velocidad que es 55km /h.
Fase 2: Busqueda y estudio de las herramientas matematicas

Para determinar si excedi6 el limite de velocidad en algiin momento dentro de los seis minutos,

podemos utilizar el teorema del valor medio. Es asi que el plan a seguir sera:
1. Analizar los valores de d(0) y d (%)
2. Hallar la velocidad promedio del carro
3. Analizar si excedi6 el limite de velocidad

Fase 3: Construccion de la solucion
Primero, analizaremos los valores d(0) y d (1—10) , ya que d(t) representa la distancia recorrida

en un tiempo ¢, y al ser ¢; = 0 el momento que el carro pasa la primera patrulla se tiene que

Ya que t; = % representa el momento que el carro pasa a segunda patrulla que estd a una

distancia de 8km, entonces se tiene que

1
d(m):8:d2
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Segundo, la férmula de velocidad promedio es igual a

dy—dy 80

ot —t &

Vi

Por ultimo, asumiendo que la funcién de posicion d(t) es diferenciable, entonces al aplicar el
teorema del valor medio, existe un ¢ € (0, %) tal que d'(t) = 80, y se sabe que la derivada
de la posicion con respecto al tiempo es la velocidad, se tiene que el carro si excedi6 el limite
de velocidad.

Fase 4: Verificacion de resultados apoyado en herramientas
tecnoldgicas

En este problema no es necesario la utilizacién de algin software, y como conclusion del

problema se tiene que el carro si excedi6 el limite de velocidad de 55km /h en algin momento

dentro de los seis minutos.

Problema 4.2.10

El Producto Interno Bruto (PIB) de un pais viene dado de la siguiente manera

VT2 48

4t +5

R(t) =

después del afio 2017. ;A qué razon porcentual de cambio tuvo el PIB con respecto al

ano 20217

Fase 1: Lectura y comprension del problema
Analizando el problema tenemos los siguientes datos:

El tiempo t =4

La funcién R(t) E_Qgs

La férmula que utilizaremo serd la de la razén de cambio porcentual, cudl es la siguiente

R(t)

100 7275

Y el problema nos pide hallar cudl es la raz6n de cambio porcentual del PIB con respecto a
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los cuatro anos.
Fase 2: Basqueda y estudio de las herramientas matematicas
Para hallar la razén de cambio porcentual en el transcurso de los cuatro afios tenemos que

evaluar ¢t = 4 en las funciones R(t) y R'(t). Es asi que el plan a seguir sera:
1. Determinar R'(t)
2. Evaluar R'(15) y R(15)
3. Hallar el valor del cambio de razén porcentual del PIB

Fase 3: Construccion de la solucion

Primero, se tiene que la funcién R(t) = Vﬂifgg por lo cual para hallar la primera derivada se

sigue los siguientes pasos

(V5t2 4+ 8)'(4t + 5) — (V/5t2 + 8) (4t + 5)’
(4t + 5)2
(1(5t2 +8)72 (52 +8)) (4t + 5) — (v/52 + 8)(4)

= i 1 57 , regla de la cadena

_ %\/%@ —4v5P +8 regla para la potencia
- (4t + 5)? ’
202425t —4(5t2+8)
V51248
(4t +5)2

B 20t% + 25t — 20t* — 32

V512 + 8 (4t + 5)?
25t — 32

V5t + 8 (4t + 5)2
Segundo, evaluaremos R'(4) y R(4)

R'(t) = , regla del cociente

R(4) = 25(4) — 32 ~ 0,02
(4(4) 4 5)2 \/5(4)2 + 8

=+ ~045
4(4)+5 ’

Por dltimo hallaremos el cambio de razén porcentual, el cual es

R 0002 40 4y

100
R(4) 045 9
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Fase 4: Verificacion de resultados apoyado en herramientas
tecnologicas

Mediante el software Wolfram Alpha podemos verificar la derivada de la funcién R()
Derivada

d|Vst2+8 25t - 32

it| 4t+5
‘ 4t +5245t2+8

La raz6n de cambio porcentual en los cuatro afios fue de 4,44 % del PIB

Problema 4.2.11

Se bombea gas a un globo esférico a razén de 6m?3 /min. Si la presion es constante.
(Cudl es la velocidad con la que cambia el radio del globo cuando el didmetro mide

120em?

Fase 1: Lectura y comprension del problema
Al analizar el problema se obtiene los siguientes datos:
El volumen del globo V = 373,

Ya que se bombea el globo a razén de 6m? /min se tiene

4
6t = §T3.

De esta ecuacién se pueden obtener la funcién del tiempo ¢(r) y la funcién del radio r(t)

t(r)==mr°* - = —mr

o
21

r(t) =

y el problema nos pide hallar la velocidad con la que el radio del globo cambia cuando el
didmetro mide 120cm.
Fase 2: Busqueda y estudio de las herramientas matematicas

Para hallar la funcién de la velocidad se debe derivar la funcién del radio con respecto al
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tiempo y para encontrar el valor de la velocidad se debe hallar el tiempo el que el didmetro

del globo mide 120cm. Es asi, que el plan a seguir sera:
1. Encontrar el tiempo cuando el didmetro del globo alcanza 120cm
2. Determinar 7/ ()
3. Encontrar el valor de la velocidad

Fase 3: Construccion de la solucion
Primero, si el didmetro del globo mide 120cm, entonces el radio mide 60cm o 0,6m, por lo

cual evaluaremos ¢(r) cuando r = 0,6
2
1(0.6) = §7(0.6) ~ 0,15

en el minuto 0,15 el didmetro del globo es 120cm.

Segundo, se tiene que la funcién r(t) = ¢/ 3—; por lo cual, para hallar la primera derivada se

sigue los siguientes pasos

o-({5)- (3

2
52
= - 23 (v/t)', regla del miiltiplo constante
T
35 1, 2 .
= ———(t)" 3, regla para la potencia
27 3
35 1

- 2r 3t3
B 1
/ 67?15%

Por tltimo, evaluaremos ¢ = 0,15 en r/(¢) para encontrar la velocidad en que el didmetro

mide 120cm.
1

r'(0,15) = ——
(0.15) Jor(0,15)F

~ 1,33
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Fase 4: Verificacion de resultados apoyado en herramientas
tecnologicas

Mediante el software Wolfram Alpha podemos verificar la derivada de ()

Derivada

Llgpail &
dt ox | ,.3.-'_5H §203

La velocidad con la que cambia el radio del globo cuando el didmetro mide 120cm es de

1,33m/min.

Problema 4.2.12

Usted quiere hacer una caja rectangular abierta con una cartulina de 8cm por 15cm,
cortando las esquinas cuadradas congruentes y doblando hacia arriba los lados. ; Cudles
son las dimensiones de la caja que puede hacer de esta manera con el mayor volumen

y cudl es su volumen?

Fase 1: Lectura y comprension del problema
Al analizar el problema se obtiene los siguientes datos:

Las dimensiones de la caja serdn

el anchoa =8 — 2z

el largo ! = 15 — 2x

la altura h =z

donde z representa la longitud del corte que se realizard.

Es asi, que la funcién con la cual se trabajard serd la del volumen de la caja
V =alh = (8 — 22)(15 — 2x)(z) = 42 — 462 + 1202

y el dominio de la funcién serd el intervalo (0, 4) ya que = no puede ser negativa ni mayor a 4.
Fase 2: Busqueda y estudio de las herramientas matematicas

Para hallar la longitud de x para obtener el maximo volumen debemos hallar el maximo de
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la funcion V () utilizando el criterio de la segunda derivada. Es asi que el plan a seguir sera:
1. Determinar V'(z) y V" (x)
2. Hallar los puntos criticos de V()
3. Determinar si los puntos criticos son maximos de la funcién V' (x)
4. Hallar el volumen de la caja y sus dimensiones

Fase 3: Construccion de la solucion
Primero, se tiene que la funcién V() = 42° — 4622 4 120z por lo cual, para halar la primera

derivada se sigue los siguientes pasos

V(z) = (42°) — (462%)" + (1202)', regla de la suma y diferencia de funciones

= 1222 — 922 + 120 , regla para la potencia

y para halar la segunda derivada se sigue los siguientes pasos

V"(z) = (122%) — (92x)’ + (120)’, regla de la suma y diferencia de funciones

= 24r — 92 , regla para la potencia y de la constante

Segundo, hallamos los puntos criticos de V'(z)

V'(z) =122 — 922+ 120 = 0
4(x —6)(3x —5) =0 factoreo
(x—6)3z—5)=0

V (z) tiene un punto critico en z = 3 ~ 1,66 en el intervalo (0, 4).

5

3 es un maximo de la funcioén V' (z)

% (2) =24 (g) —92 =52

por el criterio de la segunda derivada cuando x = % se tiene un maximo de la funcién V' (x).

Tercero, determinar si x =
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Por dltimo, determinaremos el volumen de la caja y sus dimensiones

) 5\° 5\2 5
—)=4(5) —46( = 120 (= ) ~ 4
v (3) (3> 0 (3) 120 (3) 90:7

14
a:8—2(§):—

3) 73
5\ 35
1215—2<—>:—
3) 7 3

Fase 4: Verificacion de resultados apoyado en herramientas
tecnologicas
Mediante el software GeoGebra podemos verificar el maximo de la funcién

V(z) = 423 — 462 + 120x en el intervalo 0, 14

100
&0

60

4622 + 120z

Las dimensiones de la caja para tener el mayor volumen debe ser de gcm de altura, 1—;cm de

ancho y %cm de largo y su volumen serd de 90,74cm?.

Problema 4.2.13

Una parcela rectangular en una granja tendrd limites, por un lado, por un rio, y por los
otros tres mediante una cerca electrificada con un solo alambre. Si se cuenta s6lo con
800cm de alambre. ;Cudl es la mayor drea que puede ocupar la parcela y cudles son

sus dimensiones?

Fase 1: Lectura y comprension del problema

Al analizar el problema se obtiene los siguientes datos:
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Ya que solo se cuenta con 800cm de alambre para encerrar la parcela y uno de los lados ya
estd delimitado, se tiene que

el ancho de la parcela a = x

el largo de la parcela [ = 800 — 2.

La funcion sobre el cual se ird a trabajar serd la del area
A(x) = al = 2(800 — 2z) = 800z — 2z°

y el problema nos pide hallar la mayor drea posible y cuéles serdn sus dimensiones.
Fase 2: Busqueda y estudio de las herramientas matematicas
Para hallar 1a mayor drea que puede ocupar la parcela, utilizaremos el criterio de la segunda

derivada. Es asi que el plan a seguir sera:
1. Determinar A'(z) y A”(x)
2. Hallar los puntos critico de A(x)
3. Determinar si los puntos criticos son un maximo de la funcién
4. Determinar el drea y las dimensiones de la parcela

Fase 3: Construccion de la solucion
Primero, se tiene que la funcién A(x) = 800z — 222 por lo cual, para determinar la primera

derivada se sigue los siguientes pasos

A'(z) = (800z) — (22*)', regla de la diferencia de funciones

=800 — 4x , regla de la funcién identidad y para la potencia

y para determinar la segunda derivada se sigue los siguientes pasos

A"(x) = (800)" — (4z), regla de la diferencia de funciones

= —4 , regla de la constante y de la funcién identidad.
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Segundo, encontraremos los puntos criticos de la funcion A(z)

A'(x) =800 — 4z =0
800 = 4x

x = 200

A(x) tiene un punto critico en z = 200.
Tercero, como se tiene que A”(200) < 0 entonces x = 200 es un maximo de la funcién A(z)
por el criterio de la segunda derivada.

Cuarto, para determinar el drea y las dimensiones de la parcela se tiene que

A(200) = 800(200) — 2(200)* = 80000
a = 200

I = 800 — 2(200) = 400

Fase 4: Verificacion de resultados apoyado en herramientas
tecnoldgicas
Mediante el software GeoGebra podemos verificar el maximo de la funcién A(x) = 800x —

22
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La mayor drea que puede ocupar la parcela serd de 80000m? y tendrd un ancho de 200m y

un largo de 400m.
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Problema 4.2.14

Un sembradi6 rectangular de cacao mide 216m?2; se quiere encerrar con una cerca,
y dividirla en dos partes iguales mediante otra cerca paralela a uno de los lados.
(Que dimensiones del rectangulo exterior requiere la menor longitud total de la cerca?

(Cudnta cerca se requerird?

Fase 1: Lectura y comprension del problema
Al analizar el problema se obtiene los siguientes datos:

El 4rea del rectdngulo exterior A = zy = 216m?

El perimetro de la cerca utilizada P = 2z + 3y.

De la ecuacion del drea se puede despejar y sustituir en la del perimetro

216
A=2y=216 = z=—
Yy

216 432 432 + 3y
P:2<>+3y:+3y:+ Y .
Y Yy Y

La funcioén sobre la cual se ird a trabajar serd

432+ 3y

P(y) )

y el problema nos pide hallar las dimensiones del rectdngulo exterior con la menor longitud
posible y cuanta cerca se utilizara.

Fase 2: Bisqueda y estudio de las herramientas matematicas
Para hallar las dimensiones del rectidngulo exterior con la menor longitud posible, se debe

hallar el minimo de la funcién P(y). Es asi, que el plan a seguir sera:
1. Determinar P'(y) y P"(y)
2. Hallar los puntos criticos de P(y)
3. Determinar si el punto critico es un minimo de la funcién P(y)

4. Determinar las dimensiones del rectangulo exterior y el valor de la cerca utilizada
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Fase 3: Construccion de la solucion

432432
Yy

Primero, se tiene que la funcién P(y) = por lo cual, para hallar la primera derivada

se sigue los siguientes pasos
, 432 3y?
Pl = (=2 + L
Y )
432\’ ) .
= | —] + (3y)’, regla de la suma de funciones

Y

432 . . .
=——+3 , regla de la funcién identidad y para la potencia

Y

y para hallar la segunda derivada se sigue los siguientes pasos

432’
P'(y) = (3) — <2) , regla de la diferencia de funciones
)

= — , regla de la constante y para la potencia.

Segundo, encontraremos los puntos criticos de P(y)

y = +v144 = £12

P(y) tiene un punto critico en y = 12 ya que no existe dimensiones negativas.

Tercer, determinaremos si y = 12 es un minimo de la funcién P(y)

4
Py - B2
(12) ~ 108

por el criterio de la segunda derivada y = 12 es un minimo de la funcién P(y).

Por ultimo, encontraremos las dimensiones del rectdngulo exterior y el valor de la cerca usada

216
_ 2018
YT
432 — 3(12)?
P(12):—( ) _ 7

12
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Fase 4: Verificacion de resultados apoyado en herramientas
tecnologicas

Utilizando el software GeoGebra podemos verificar el minimo de la funcién P(y) = %ﬁ.

200
150

100

=20 0 20 40 &0 a0

Las dimensiones del cuaderno exterior serd de 78m de largo y 12m de ancho y se utilizara

un total de 72m de cerca.

Problema 4.2.15

El ndmero de ddlares del costo total de fabricacion de x relojes en una fébrica estd
dado por
C(x) = 1500 + 3z + z°

Determinar la cantidad de relojes que minimiza el coste promedio. Calcular el coste

total y el coste promedio minimo.

Fase 1: Lectura y comprension del problema
Al analizar el problema se obtiene los siguientes datos:
La funcion del coste total de produccién C'(z) = 1500 + 3z + z?, por lo cual la funcién del

coste promedio de produccién es

C(x) 1500 + 3z + 2> 1500
r T o

+3+x

Cp(x) =

por lo cual la funcién obre la cual se ird a trabajar, serd la funcién del coste promedio de
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produccién

1500
Cyla) = —=+3+z

y el problema nos pide hallar la cantidad de relojes que minimice los costos de produccion y
determinar el coste total de produccién y el coste promedio de produccion.

Fase 2: Busqueda y estudio de las herramientas matematicas
Para hallar la cantidad de relojes con el cual se minimice el coste promedio de produccién se

debe hallar el minimo de la funcién C),(z). Es asi que el plan a seguir sera:
1. Determinar C,(z) y C,/(x)
2. Encontrar los puntos criticos de C),
3. Determinar si los puntos criticos es un minimo de la funcién C,
4. Calcular el coste promedio minimo y el coste de produccion total

Fase 3: Construccion de la solucion

Primero, se tiene que la funcién C,(z) = 2% 4 3 + x por lo cual, para hallar la primera

oz

derivada se sigue los siguientes pasos

1500\’
Ch(x) = (m) + (3)" + (x)', regla para la suma de funciones
~ 1500 I . 1
=-——+ 1 , regla para la potencia y de la constante

y para hallar la segunda derivada se sigue los siguientes pasos

, 1500’ . . .
Cp(z) = (1) — ( o ) , regla de la diferencia de funciones
3000 .
=— , regla de la constante y para la potencia
x

Segundo, encontraremos los puntos criticos de C),(x)

1500
2 p—

Ch(z)=1-
1500

x = V1500 ~ 38,73 ~ 39

0

T

1
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Tercero, determinaremos si z+/ 1500 es un minimo de la funcién

Cl'(V1500) = &03 ~ 0,052
(\/1500)

por el criterio de la segunda derivada = = 1/1500 es un minimo de la funcién C,(z)
Por dltimo, para determinar el coste promedio minimo y el coste tota de produccién utiliza-

remos x = 39 ya que no es posible fabricar 38,73 relojes

1500
Cp(39) = — 5~ +3+39 ~ 80,46

C(39) = 1500 + 3(39) + (39)* = 3138

Fase 4: Verificacion de resultados apoyado en herramientas
tecnoldgicas
Mediante el software GeoGebra se puede verificar el minimo de la funcion C),(z) = %)0 +

3+

200
150

100

(38.73,80.46)
50

100 50 0 50 100 150 200 250

La cantidad de fabricacion de relojes que minimice el coste promedio es de 39 relojes, el

costo promedio serd de 80,46$ por reloj y el costo total de produccién serd de 3138%

Problema 4.2.16

Hallar las dimensiones de un campo de deportes que tiene un perimetro de 100m, para

que su drea sea maxima, con forma de rectingulo coronado por dos semicirculos
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Fase 1: Lectura y comprension del problema
Analizando el problema se tiene los siguientes datos:

El perimetro de un rectdngulo coronado por dos semicirculos es

100 — 2
P =242 =100 = x:%

donde z representa los lados del rectdngulo y r el radio de los semicirculos.

El drea del campo serd

100 — 27r

A:7rr2+27rx:7r7“2+27"< 5

> = mr? +100r — 27mr?

= 100r — 772

la formula con la cual se ird a trabajar serd la del drea del campo de deporte
A(r) = 100r — 7r?

y el problema nos pide hallar el 4rea maxima del campo de deporte, asi como sus dimensiones.
Fase 2: Busqueda y estudio de las herramientas matematicas
Para hallar el drea mixima que puede tener el campo, se tiene que encontrar el punto

maximode la funcion A(r). Es asi que el plan a seguir serd:
1. Determinar A'(r) y A”(r)
2. Hallar los puntos criticos de A(r)
3. Determinar si los puntos criticos es un méaximo de la funcién A(r)
4. Hallar el drea del campo y sus dimensiones

Fase 3: Construccion de la solucion
Primero, se tiene que la funcifon A(r) = 1007 — 7r? por lo cual, para hallar la primera

derivada se sigue los siguientes pasos
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A'(r) = (100r)" — (7r?), regla de la diferencia de funciones

=100 — 27r , regla de la funcién identidad y para la potencia

y para hallar la segunda derivada se sigue los siguientes pasos

A"(r) = (100)" — (27r)’, regla de la diferencia de funciones

=27 , regla de la constante y de la funcién identidad

Segundo, encontraremos los puntos criticos de A(r)

Al(r) =100 — 2mr =0

100 = 27r
50
r=—
T

A(r) tiene un punto critico en r = 2

P

= =2 es un madximo de la funcién A(r)

Tercero, como se tiene que A” (50) < 0 entonces 7 = 2
por el criterio de la segunda derivada.
Por dltimo, hallaremos el drea del campo y sus dimensiones

2
A (50> — 100 (50) o <5O> ~ T95.77

™ ™ ™

$:100—§w(§9) .

Fase 4: Verificacion de resultados apoyado en herramientas
tecnoldgicas
Mediante el software GeoGebra podemos verificar el maximo de la funcién A(r) = 100r —

7T7"2
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1000

500

600

200

A(r) =100r — =r*

70

El 4rea maxima del campo es de 795,55m? y sus dimensiones serdn de S;Om de radio y de Om

de largo, es decir, tendréd forma de un circulo el campo de deportes.
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