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RESUMEN

La fecha de caducidad, es la fecha limite a partir de la cual un producto no se debe consumir,
aunque se han respetado las condiciones de conservacion. Mas alla de esta fecha, el producto
puede ser peligroso parala salud. Es decir, es una cifra que indica el tiempo que transcurre desde
su elaboracién hasta su deterioro, por lo que, el objetivo del presente trabajo fue estudiar los
diversos modelos cinéticos descritos por ecuaciones diferenciales ordinarias e implementarlos
numeéricamente con ayuda de un software matematico. La metodologia implementada tuvo un
enfoque mixto, es decir, cualitativo y cuantitativo; es de caracter cualitativo, puesto que vamos a
estudiar sobre la teoria de estabilidad para Ecuaciones Diferenciales Ordinarias; entender y explicar
las soluciones en estado estable y es de tipo cuantitativo, ya que nos centraremos en el analisis
matematico y numérico de los modelos como en el calculo de la fecha de caducidad del alimento;
que soporta una investigacion de tipo documental. Mediante esta metodologia se logré analizar la
estabilidad, el comportamiento dindmico, los puntos de equilibrio de cada modelo de crecimiento y
asi saber cudl de ellos es el mas apto para hallar la vida util de un alimento. En este contexto se
concluye que al aplicar los diversos modelos, analizando cada uno de los parametros utilizados,

sera el mas 6ptimo para hallar la fecha de caducidad del alimento.

Palabras clave: <MATEMATICA>, <ECUACIONES DIFERENCIALES ORDINARIA>,
<VINO>, <VIDA UTIL>, <MODELOS MATEMATICOS>.
1229-DBRA-UPT-2023
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ABSTRACT

The expiration date is the date beyond which a product should not be consumed, even if
the storage conditions have been respected. Beyond this date, the product may be
hazardous to health. It is a figure that indicates the time that elapses from its preparation
to its deterioration. Therefore, the aim of the present work was to study the various kinetic
models described by ordinary differential equations and to implement them numerically
with the help of mathematical software. The methodology implemented had a mixed
approach, that is, qualitative and quantitative; it is qualitative, since we are going to study
about the stability theory for Ordinary Differential Equations; to understand and explain
the solutions in stable state and it is quantitative, we will concentrate on the mathematical
and numerical analysis of the models as in the calculation of the food expiration dates;
which supports a documentary type research. By means of this methodology, it was
possible to analyze the stability, dynamic behavior and equilibrium points of each growth
model and thus know which of them is the most suitable to find the shelf life of a food.
In this context, it is concluded that by applying the various models, analyzing each of the

parameters used, it will be more optimal to find the expiration date of the food.

Keyword: <MATHEMATICS>, <ORDINARY DIFFERENTIAL EQUATIONS>,
<WINE>, <SHELF LIFE>, <MATHEMATICAL MODELS>.
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INTRODUCCION

Las ecuaciones diferenciales nos permiten describir procesos, fendmenos como son la difusion de
calor, flujos, circuitos eléctricos o crecimientos de una poblacidn, entre otros. Hay varios campos
donde las ecuaciones diferenciales son importantes para la resolucion de los problemas en la vida
real, pero en particular, las ecuaciones diferenciales son utilizadas con éxito en el area de Ingenieria
en Alimentos; especificamente en el andlisis de caducidad de los alimentos, ya que, a veces no
prestamos la atencion que merece la fecha de vencimiento de los alimentos.

Estudiar la vida util de los alimentos es necesario para evitar sobreestimar o subestimar la vida
util real del producto. Hallar la vida util de los alimentos no es tarea facil, debido a que los
sistemas alimentarios son muy complejos y constan de una gran cantidad de componentes, los mas
importantes son: carbohidratos, proteinas, lipidos, minerales, levaduras, vitaminas y suplementos.
Para este trabajo se requiere un estudio exhaustivo de las caracteristicas internas y externas de los

alimentos. Para lograr este objetivo, se estudiaron los siguientes capitulos:

Capitulo 1.- En este capitulo se describe detalladamente el problema presentado, el objetivo
general y especificos del estudio, la justificacion de la elaboracién de este documento y los avances

que se han dado en la conservacion de alimentos a través de la historia.

Capitulo 2.- Se estudia ciertos modelos de dinamica de poblaciéon que estan muy relacionados con
los modelos cinéticos a utilizar en la investigacion, porque permiten visualizar el comportamiento
de los microorganismos al momento de hallar la vida util del alimento. Para entender su
comportamiento se debe comprender su equilibrio y estabilidad. Posterior a esto se aplican los
métodos numéricos, los cual nos ayudara a estimar cudl de estos métodos es el mas viable para

encontrar la vida util del alimento.

Capitulo 3.- En el capitulo se explica como fue desarrollado este documento, cudl fue su

enfoque, disefio y el software utilizado para que esta investigacion se desarrolle.

Capitulo 4.- El este ultimo capitulo se aplican todos los datos obtenidos acerca de la
fermentacion del vino a los modelos matematicos para hallar la vida util de este, se muestran los
resultados obtenidos de cada uno, con su respectiva grafica, gracias a estos modelos se puede

comprender cual de los cinco modelos que se mencionan es el mas estable para este proceso.



CAPITULOI

1. PROBLEMA DE INVESTIGACION

En este primer capitulo vamos a hablar acerca de como ha ido evolucionando la manera de conservar
los alimentos a través de la historia, mencionando algunos métodos de conservacidon que van a la

par con los grandes pasos de la humanidad.

1.1. Planteamiento del problema

Describir los diferentes modelos matematicos asociados al estudio del tiempo de caducidad de los

alimentos y simularlos para observar las diferencias entre ellos.

1.2. Objetivos

1.2.1. Objetivo general

Estudiar los diversos modelos cinéticos descritos por ecuaciones diferenciales ordinarias e

implementarlos numéricamente con ayuda de un software matematico.

1.2.2. Objetivos especificos

1. Estudiar los modelos de Monod, Tessier, Moser, Haldane y Hinshelwood y sus aplicaciones.
2. Estudiar la teoria de estabilidad para Ecuaciones Diferenciales Ordinarias para estos modelos.

3. Aplicar los modelos de Monod-Hinshelwood para la determinacién de la vida util de un producto

alimenticio.

1.3. Justificacion

En el mercado se hallan productos con una fecha de caducidad de varios meses, mientras que otros
son de solo unos dias. ;Cémo se determinan estas fechas?, a través de la vida til, que es el periodo
de tiempo durante el que se mantiene una calidad adecuada. Antes de que un producto salga a la
venta, deben realizarse los estudios de vida util. Que la duracién sea mas larga o menos depende de
las caracteristicas de los alimentos y de las técnicas de conservacion de los mismos.

Existen diferentes modelos matematicos que nos sirven de herramientas para la simulacién de

procesos de descomposicion, para asi obtener informacdén detallada del comportamiento de cada



una de ellas en cualquier instante del tiempo. En esta seccion se presentara las expresiones de
los modelos de crecimiento microbiano utilizando la teoria de ecuaciones diferenciales ordinarias

(Garcia, E., 2022).



CAPITULOII

2. MARCO TEORICO

2.1. Antecedentes de la investigacion

La conservacion de los alimentos esta estrechamente relacionada con la evolucion humana, ya que
ha sido fundamental para la supervivencia, por tal motivo se han desarrollado diferentes métodos
de conservacion, a continuacién se mencionan algunos de los eventos mas importantes. En la época
primitiva se conoce técnicas muy rudimentarias desarrolladas a veces por fruto de la casualidad,
tenian como principios el aire, el sol, 1a sal, el fuego y el hielo; sin duda estos son unos de los
primeros métodos de conservacion, desde esta época los fondos de las cuevas se utilizaban para
conservar los alimentos; porque eran los lugares mas frescos, las fosas excavadas en el suelo y
tapadas, servian para proteger los alimentos de los animales; la carne, pescados y las plantas se

secaban al aire y al sol.

Posteriormente, los griegos descubrieron que al recubrir las frutas y alguna verdura con cera
virgen se conservan mejor y mas frescas, ademas si se afladia miel y se las cocia en odres
impermeabilizados con resina, se conservaban durante semanas. Al pasar los afios aparecen los
adobos con el fin de poder conservar la carne durante mas tiempo, algo que en la antigiiedad era
bastante complicado. Esto influyé mucho en la productividad de la carne, las fuentes nos muestran
de un modo genérico que en la época de Lombarda, el adobo de la carne de cerdo recibi6 un gran
desarrollo. Luego con la llegada del bérax, los métodos de adobo y conservacion de carnes tuvo un
enorme desarrollo durante el medioevo, la forma mas comtn del boro presente en la naturaleza ha
sido conocido por miles de afios, se descubri6 por primera vez en los lechos de pantanos secos del

Tibet.

Con el pasar de los afios surgieron mas técnicas, algunas fueron mejoradas, asi fue cuando surgié la
técnica de la salazén y el ahumado aportada por los egipcios, pero también usado como curado
junto con la salmuera en Roma. En el afio 1350 se conservaban depdsitos de nieve en instancias
excavadas en piedra llamadas heleras, se acumulaban bloques de hielo en las épocas frias, ademas
cabe mencionar que el conservante que revoluciona todas estas técnicas fue el azticar de cafa,

originaria en la India.



Durante la Revolucion Francesa, mas precisamente en 1970, se descubre de forma empirica los
primeros procesos de empaque “al vacio”, lo que permitié que los alimentos mantengan sus
caracteristicas sin alteraciones por largos periodos de tiempo. Posteriormente, en el siglo XIX, ya
con la aparicion de los agentes solicitantes, estos han sido ampliamente utilizados a lo largo de
la historia debido a sus multiples funciones que pueden encontrarse en productos farmacéuticos,
bebidas y alimentos empleados en estos tltimos como aditivos alimentarios de accién conservadora
y antioxidante que después para el afio de 1880 Pasteur explica cientificamente el fundamento de
este método de conservaciéon dando a conocer la existencia de los microorganismos causantes de la

alteracidn de los alimentos desarrollo asfi la pasteurizacion.

En la llegada del siglo XX se posiciona la conservacién de alimentos, cambiando en su totalidad la
perspectiva y trayendo no solo un cambio, sino también una adaptacién, aqui surge la irradiacién,
esta técnica consiste en alargar la duracién de muchos alimentos; consiste también en someter a
radiar los alimentos con rayos gamma y eliminar las bacterias, parasitos, moho y conservar mejor
los alimentos. Ademas, debido a los avances tecnolégicos, la industria desarrolla maquinas cada
vez mas sofisticadas en la lucha contra los microorganismos, nuevas técnicas como la congelacion;
hojalata galvanizada mas econdmica y faciles de transportar compiten con los envases de cristal. En
la segunda mitad del siglo XX se desarrollé una nueva industria que fabrica nuevas sustancias que
afiadidas a los métodos tradicionales pueden conservar alimentos durante décadas, los conservantes.
Afinales del siglo XX 1o que mas destaca es la liofilizacion y el descubrimiento de envases como el

tetrabrik y los polimeros plasticos.

Actualmente, gracias a nuevas tecnologias, surgen nuevos métodos los cuales se utilizan varios
tipos de tratamientos como son: alta presion, pulsos eléctricos de alta densidad de campo,
induccién, microondas, coccion al vacio y calentamiento quimico, todo esto nos deja muy en
claro la manera en la que ha ido evolucionando las cosas, desde el hombre primitivo como el
fuego hasta en la actualidad sometiendo la leche a temperaturas altas para esterilizarla, al final del

dia todos y cada uno de estos métodos tienen una simple finalidad la cual es conservar los alimentos.

A continuacion se explica ciertos modelos de dindmicas de poblacién que permiten ver los cambios
que tienen las poblaciones biolégicas para poder hallar la vida util de los alimentos. Ademas, se va
a hablar acerca del equilibrio y estabilidad, lo cual se utiliza en las ecuaciones diferenciales para

obtener soluciones a través de algunos métodos de resolucion.



2.2. Dinéamica de poblacion

La dindmica de poblaciones es el estudio de los cambios que sufren las comunidades biolégicas, asi
como los factores y mecanismos que los regulan. El estudio de las fluctuaciones en el tamafio y/o
densidad de las poblaciones naturales se basa en tres pilares fundamentales: una serie de principios
tedricos generales que subyacen al cambio poblacional, la formalizacién e interpretacion de estos
principios a través de modelos matematicos, y por dltimo, la interpretacién de estos principios y
modelos en términos de mecanismos bioldgicos (Ripa, R. & Larral, P., 2008).

La dindmica de poblaciones fue, tradicionalmente, el campo dominante de la biologia matematica.
Esta relacionada con otra area activa de investigaciéon en biomatematica: la epidemiologia
matematica, e incluye el estudio de las enfermedades infecciosas que afectan las poblaciones. Varios
modelos de dispersion viral se propusieron y analizaron, y estos proveen resultados importantes
que pueden ser aplicados a estrategias de control (Sharov, A, 2008) Asi, presentaremos algunos de los

modelos clasicos de la dinamica poblacional.

Modelo de Malthus

Thomas Malthus desarroll6 y analiz6 el primer modelo de evolucién sobre el nimero P(t) de
habitantes de una poblacién determinada con respecto al tiempo t > 0. Este modelo nos ayuda a
mostrar la forma en que evoluciona el nimero de habitantes P(t) de una poblaciéon conforme pasa
el tiempo, puesto que en todas las poblaciones se cumple el ciclo biolégico sin importar la especie
que se observe. Por lo general, lo que mas afecta a P(t) son los nacimientos y las muertes.

Ahora para mejor comprension:
+ P eslacantidad de la poblacion.

+ P(t) es el nimero de habitantes con respecto al tiempo.
+ keslaconstante de crecimiento relativa de la poblacion.

En efecto, la hipdtesis de Malthus nos dice que la velocidad de crecimiento de la poblacién es
proporcional al tamafio de la poblacion, es decir, que la poblacién crecia en progresién geométrica,
teniendo en cuenta la condicién inicial; que nuestra poblacién inicial es P(0) = Py > 0 Para llegar
a la ecuacion diferencial primero se estudia la variacion de la poblacién AP, teniendo en cuenta
que las variaciones se producen por los nacimientos y muertes que tienen lugar en un intervalo de

tiempo At, tendriamos:

AP = (N — M)At (2.1)



Es natural considerar que el nimero de nacimientos y muertes son proporcionales al tamafio de la

poblacidn, entonces:
N=nP, M=mP. (2.2)
Reemplazando los valores de N y M tendriamos:

AP = [P(n — m)]At. (2.3)

Ahora, como n — m es la constante relativa de crecimiento, la cual se da por los nacimientos y

muertes dados, k:= n—m, tenemos que:

AP = kPAt. (2.4)
Ahora
AP
i kP. (2.5)
Asi obtenemos la variacion de la poblacién con respecto al tiempo, y haciendo un paso al limite
vemos que:
AP
Il'm = = kP(t). (2.6)
At—0 At

Por ende, obtenemos asi, la ecuacion diferencial de Malthus

P'(t) = kP(p). (2.7)

La idea del modelo, es la suposicién de que la velocidad a la cual crece la poblacidn es proporcional
al tamafio de la poblacién. Adicionalmente, notemos que la solucién general de (2.7) viene dada
por:

P(t) = C exp(kt). (2.8)

Como se conoce la poblacién inicial P(0), arribamos asi a la siguiente solucién particular
P(t) = Poexp(kt). (2.9)

Esto significa que, en un tiempo inicial to de una poblaciéon Py, la poblaciéon P crecera
exponencialmente sin control.
A partir de la ecuacion (2.9) se define el tiempo de duplicacion T como P(T) = 2P(0) = 2P,, que

es, el tiempo para que las bacterias se dupliquen en nimero, y viene dado por

-2 (2.10)
k

Mientras que si una comunidad de bacterias, u otro microorganismo, va desapareciendo con una

tasa s, entonces su densidad P satisface



P(t) = P(0) exp(—st).
La densidad poblacional se reduce a la mitad en el tiempo T, denominado vida media, dado por

Y,
T = e

S

(2.11)

Modelo de Verhults

Afinales del siglo XVIII, el economista inglés Thomas Robert Malthus, public6 la obra Ensayo
sobre el principio de la poblacion (1798) en la que expuso y defendié su teoria sobre el crecimiento
demografico, seglin las cuales la poblaciéon humana tiende a crecer en progresiéon geométrica
(Basulto, ]. & Garcia del Hoyo, ]., 2009). Obviamente, esta prediccidn no es verosimil, pues no existe
ninguna poblacién que pueda crecer de forma ilimitada, ya que, los recursos siempre limitan el
crecimiento, al igual que el aforo o capacidad del medio. Este inconveniente motivé histéricamente
que se formulasen otros modelos que superasen este inconveniente. Fue el matematico belga Pierre
Frangois Verhulst quien afios después de Malthus introdujo un término de freno no lineal. Este

modelo esta representando por la siguiente expresidn:

P(t) = Poexp(kt). (2.12)

Posterior a este modelo, Verhulst tuvo la idea de construir un modelo similar al de Malthus en el
cual demostro que la tasa de crecimiento no es constante, sino que esta esta limitada directamente a
su densidad. Es por esto que Velhulst afiadié al modelo de Malthus una funcién variable, teniendo
por hipdtesis que 0 < N < K, es decir, que se tendra una poblacién maxima o minima; obteniéndose

7

asi:
dP

o = cPP(, (2.13)

donde c(P) es la tasa de crecimiento per capita, es decir, una cantidad de cambio en el tamafio de la
poblacidén respecto al tiempo.

Para llegar al modelo, se inicia por construir la expresion de ¢(P) y se lo va a realizar mediante una

funcion g tal que se tenga la relacidn:

c(P) = rg(P) (2.14)

donde r es el indice de crecimiento de la poblacién por cada individuo y g(P) es un supuesto de

equilibrio de K, siendo K la poblacién maxima.

Primero consideremos las siguientes restricciones para la funciéon g(P), siendo g(P) la diferencia

entre los nacimientos y las muertes, por ende N — 0.



Aqui consideramos el comportamiento de la poblacion inicial, es por esto que calculamos el limite:

I'mgP)=1_ N _ k.
N—0
Por el contrario, aqui se considera el comportamiento de la poblacién en un cierto tiempo
I'mg(P) =0,
N—k

con estas restricciones podemos decir que:

k—N N
gP) ="~ ==9P)=1-", (2.15)
Ahora reemplazamos la funcién c(P) = g(P),}K tendriamos la ecuacién de Verhulst:
dP a
R:0)
' . PO. (2.16)

Como se conoce la poblacién inicial, podemos obtener asi la siguiente solucion particular

il
P(t) = Poe tri—fdP (2.17)

ecuacion que en Biologia se denomina ecuacion de Verhulst, en honor a su autor, y que describe un
modelo de crecimiento autolimitado de una poblacién, conocido también como modelo logistico de

crecimiento poblacional (Martinez, E., 2008).
Crecimiento Logistico

Tras la muerte de Verhulst en 1920, el biélogo americano Raymond Pearl, en colaboracién con el
matematico L.J. Reed, redescubren la funcién logistica como un simple modelo de crecimiento
demografico (Basulto, J. & Garcia del Hoyo, J., 2009).

Para la ecuacién del crecimiento logistico, tenemos que realizar el cambio de variable siguiente a la

ecuacion 2.14 de donde nuestra ecuacién nos queﬂa expresada como:
a

dP P
= - 2.18
at P 1 K ( )
Luego vemos que la solucidn a esta ecuaciéon con una condicion inicial
P(0) = Po
es dada por
Poe”
P(t) (2.19)

T4 et-1)
Realmente, para derivar (2.19), reescribimos (2.18) bajo la forma

dP

——— =rdt
PPy '
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oasuvez C 1 1 1 a
5+E1—% dP = rdt,
e integrar para obtener A o 5
InP —1In 1_E =rt+C,
con C una constante.
Entonces
P Ce
— — Ce'
1-§ ’
y resolviendo para P se obtiene
P Cet k

= = ] 2.20
1+5Get 1+ ket (2.20)

(t)

Sustituyendo t = 0, P(0) = Py, encontramos el valor de la constante C:

C Po 1_E’kg

Si sustituimos C en la ecuacion (2.20), alcanzando asi la expresion (2.19) para la soluciéon de la
ecuacion (2.18), obteniendo asi la funcion logistica.
A continuacién, vamos a estudiar el limite para que la poblaciéon deje de crecer cuando alcanza el

tamafio maximo k. Para ello consideramos el siguiente limite:

P
0 Py )

I'mPt Im Poe' I'im

t—oo ()

Tt 4 (et 1) teodnp BR(I——d) Pk

En el modelo de crecimiento logistico (o de Verhulst) se establece que a mayor poblacion, P, menor
tasa de crecimiento. Inicialmente, la poblacion crece rapido, por lo que es una fuente de presion
constante, y pierde su capacidad de crecer al volverse muy numerosa, debido a interacciones entre
los miembros de la poblacidon, lo que da como resultado un estado de equilibrio. A diferencia del
modelo de crecimiento exponencial, donde la poblacion siempre crece, este modelo se apega mas a
la realidad (Ulloa, J.; et al., 2013).

Luego de hablar sobre los modelos mas conocidos de dindmicas de poblaciones, pasamos a comentar
acerca de cinco modelos de crecimiento exponencial, que son habituales en el estudio de los tiempos

de caducidad de alimentos.
2.3. Modelos cinéticos

Los procesos alimenticios, como la fermentacion o el leudado, se pueden describir por diferentes
ecuaciones diferenciales, las cuales especifican el crecimiento microbiano. La mas famosa de ellas

es la expresion propuesta por Monod (Monod, ], 1949). Aunque cada uno de estos modelos puede
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ser delineado por una expresion flexible, en general de tres parametros, la falta de compatibilidad
con los datos experimentales ha conducido a desarrollar expresiones alternas como las propuestas
por Teissier, Moser, Haldane y Hinshelwood, entre otras como (Haldane, B, 1939), (Hinshelwood, N.,
1926), (Moser, A, 2012) y (Teissier, G, 1942). A continuacion, detallaremos los modelos de crecimiento

microbiano mencionados anteriormente.

Modelo de Monod

Monod en 1942 desarroll6 una ecuacién muy simple para representar los procesos biodgicos que
funciona en general muy bien. Para ello asumid que, si bien pueden existir muchos sustratos,
uno de ellos sera el limitante. En este modelo se asume que la producciéon de biomasa depende
exclusivamente de la concentracion de este sustrato limitante, la velocidad de crecimiento de

biomasa (Velasco, D., 2020), puede representarse como sigue:

M = Hmax (2.21)

S+K;
Donde |l es la tasa de crecimiento especifica (W-1), Ums es la tasa de crecimiento especifica maxima
(h-1), S es la concentracion de sustrato limitante (gL-!) y K es el coeficiente de semisaturacion

(gL-1) y Ks es una constante de saturacion; Se puede observar como su grafica cambia cuando
aplicamos diferentes valores de la velocidad maxima especifica (Umax) ¥ de la constante de

concentracion de sustrato (Ks).
Modelo de Teissier

Modelo propuesto en 1936, previo al modelo de Monod y fundamentado en un punto de partida
diferente al mismo, explicando el efecto de las hormonas en el crecimiento de ciertos cultivos. Este
introdujo el concepto de deficiencia de crecimiento, hipotesis que resulté mostrando la relacién

semilogaritmica entre la velocidad de crecimiento y la concentracion de biomasa (Calderén, J, 2017).
A A (88
H=pHnx L &P~ . (2.22)

S

Donde Pmax, Sy Ks representan tasa de crecimiento especifico, concentracion de sustrato y constante

de saturacidn, respectivamente.
Modelo de Moser

Este modelo nacié como una modificaciéon al modelo de Monod también en 1958, y se considera

como una buena aproximacion cuando la composicion celular es independiente del tiempo de
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proceso. Se caracteriza porque en su formulacidn, esta implicita la consideracion del efecto de la

propagacion de especies mutantes en la poblacién bacteriana (Calderén, ], 2017).

Sn
M = Hmax m (2.23)
Donde pmax €S la tasa crecimiento especifico, S es la concentracion de sustrato, Ks es la constante de
saturacion y n es el parametro que indica, bajo qué concentraciones reducidas de ciertos nutrientes,
la poblacién de microorganismos modifica su estructura genética con el fin de adaptarse al medio

(Calderén, J., 2017).
Modelo de Haldane

Este modelo desarrollado en 1930, y utilizado ampliamente en sistemas en discontinuo estudio,
entre otras cosas, las capacidades de adaptaciéon de microorganismos al medio. Ademas de esto,
es matematicamente simple para su desarrollo y es una buena representacion de la presencia
de sustratos inhibitorios en el medio (Calderén, ], 2017). Al hablar de sistemas en discontinuo se
refiere a la fermentacién en discontinuo con alimentacién intermitente, es un proceso en el cual el
biorreactor es alimentado continua o secuencialmente con sustrato, sin la eliminacién del medio de

fermentacion (Roukas, T. & Kotzekidou, P., 1998).

S
Ks + S + K|S2

Donde Pmas, S, Ks v K| representa la tasa, crecimiento especifico, concentracion de sustrato,

M = Hma (2.24)

constante de saturacion y es la constante de inhibicién por sustrato (gL-1), respectivamente.

Modelo de Hinshelwood

Gran parte de estos modelos tienen una fuerte relacion con la teorfa utilizada en los modelos
cinéticos por limitacién de sustrato, pero la corrigen en funcién de la inhibicién generada por
la concentracion de productos (P) en la fermentacion. Dicha inhibicion es representada por los
parametros cinéticos: KpP, el cual se define como la concentraciéon de producto con la cual la
velocidad de crecimiento maxima se reduce a la mitad (Moser, A, 2012) y P, que se define como la

concentracion de producto a la cual el microorganismo ya no crece (Gallegos, C., 2020.

S
l-l - p-ma'x Ks +S(1 - Kpp). (225)
Donde Umax, S, Ks ¥ KoP representa la tasa de crecimiento especifico, concentracion de sustrato,

constante de saturacion (gL-1) y constante de inhibicion por producto, respectivamente.
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Podemos observar de las expresiones (2.21) - (2.25) la sencillez que brinda la ecuaciéon de
Monod a diferencia de las ecuaciones restantes Teissier, Mosser, Haldane y Hinshelwood, que
cuentan con minimo dos 0 mas parametros adaptables. Debemos caer en cuenta que estas ultimas
expresiones son el resultado de modelos planteados con la finalidad de mejorar el ajuste de los

datos experimentales, asi que no tienen un principio bioquimico.

2.4. Equilibrioy estabilidad

Dentro del estudio de las ecuaciones diferenciales, nos centramos en el problema de obtener
soluciones, a través de algunos métodos de resolucion de ciertos tipos de ecuaciones y sistemas
diferenciales. Pero no siempre hay ecuaciones o sistemas de ecuaciones en los cuales a través de
estos métodos de resolucion podamos encontrar la solucion. Por ende se necesita otro enfoque
al estudio de las ecuaciones y sistemas diferenciales, dicho enfoque se centra en obtencién de
informacién cualitativa sobre el comportamiento de las soluciones. El interés principal en esta
perspectiva se debe a que muchas ecuaciones diferenciales no las sabemos resolver e incluso, aunque
se pudieran calcular sus soluciones, a veces no es necesario determinarlas explicitamente, pues solo
se pretende conocer el comportamiento de las mismas y puede resultar costoso la obtencién de
dichas soluciones para el estudio que se quiere realizar.

Se debe recalcar también que aqui consideramos solamente ecuaciones o sistemas de ecuaciones
auténomos, es decir, ecuaciones de la forma x'(f) = f(x); en donde la variable independiente tno
aparece explicitamente en el segundo miembro de las ecuaciéon dada. Posteriormente, incluimos
las definiciones de punto de equilibrio af como criterios sobre la estabilidad de dicho punto de
equilibrio.

Si x* es un punto tal que f(x*) = 0, entonces la tnica solucidn de la ecuacién diferencial & = f(x)

con condicién inicial x(to) = x*, es claramente X(f) = x*. Tal punto x* se denomina punto de

equilibrio, estado estacionario o punto estacionario. Por la formula de Taylor,
f(x) = f(xx)+ F(x*)(x—x*) + (x — x*)e(x — x*)

donde &(x — x*) tiende hacia cero cuando X se acerca hacia x*.
Suponemos que X* es un punto de equilibrio tal que f'(x*) < 0. Considerando ahora y = x — x*y

utilizando la ecuaciéomy® = f(x), obtenemos entonces

dy .,
i f'(x*)y + ye(y),

donde &(y) tiende a cero cuando Y tiende a cero.
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Si |y| es suficientemente pequefio para que |&(y)| < 3| f'(x*)|, entonces, paray > 0,

1 1 1
Y <oy Lrely = Fey— ey = ey,
dt 2 2 2
de tal manera que
dy
i <0 si y>0

e y = y(t) va disminuyendo hacia y = 0. Similarmente
dy
i@ >0 si y<o,

de modo que y = y(t) va creciendo hacia y = 0.

Por tanto, cuando f'(x*) < 0, la solucién x(t), comenzando alrededor de X*, se mueve hacia Xx*

cuando t crece; de hecho, x(t) — x* cuando t — 00. Por lo tanto, llamamos a x* un equilibrio

estable. Similarmente, si

f'(xx) >0

entonces las soluciones se inician cerca de x* se alejan de x* mientras estén dentro a una distancia
pequeria de x*. Llamamos a tal punto x* un equilibrio inestable.
Un punto de equilibrio X, se dice globalmente (asintéticamente) estable si x(t) —— Xy para

cualquier trayectoria X(t) cuyo valor inicial x(0) no es un punto de equilibrio.

Sistemas de ecuaciones diferenciales

Escribimos el sistema como
dxi

it - fi(x,, X2, .00, %),  1=1,2,...,N (2.26)
0, en notacion vectorial

= 1f(x (2.27)

donde x = (X1, X2y ouny Xn), f = (fl, fz, iy fn)
Un punto Xo = (Xo1, Xoz, - - . , Xon) tal que f(Xo) = 0 es denominado un punto de equilibrio, del

sistema (2.26). La tnica trayectoria X(t) con x(0) = Xo es entonces X(t) = Xo, para todo t > 0.
1 (0]

Escribiendo fi(x) = fi(xo) + %=1 (Xj — Xjo) 3_2 + &(|x —xo|) donde gj(s) — 0 si s — 0, vemos
que el sistema lineal de ecuaciones diferenciales A

a
d_xl n 0 fi(xo)
i _Zlaij(xj X = gy (2.28)
j=

es una buena aproximacion a (2.26) cerca de x = Xo. Como en el analisis de la seccion precedente,

deseamos determinar bajo qué condiciones todas las soluciones de (2.28) convergen a X, cuando

t — 00, y en este caso llamamos a X, un punto de equilibrio estable.
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Tratamos de encontrar soluciones de (2.28) en la forma ve* donde v = (vi, V3, . . . , Vy). Entonces A
y V deben satisfacer las ecuaciones

n
Z(aij —Adijvj =0, j=1,...,n (2.29)
=1

0, en forma matricial
J-Alv=0 (2.30)

donde | es la matriz unitaria, con elementos &ij = 0 si V= &i=1, y la matriz J viene dada por
0 [

ot ot oh
oX1 Xz N
0
gh &L .. o
donde 2" se calcula en x ; también escribimos J = " . La matriz J se llama la matriz jacobiana.
an 0 an

El sistema (2.29) tiene una soluciénv 0 siy solo si A satisface la ecuacién

det(ai,- —A5ij) = 0. (2.31)

Esta ecuacion polinomial se llama ecuacion caracteristica, y las soluciones A se llaman valores
propios. Una solucion v de (2.30) se denomina vector propio correspondiente a A.

La ecuacidon (2.31) es una ecuacién polinomial de orden n,

AV +a A4 e A A +an = 0. (2.32)

Es bien sabido que tal ecuacion tiene n soluciones, que pueden ser real o imaginario. Si todos los
valores propios A1, A, -+ = -, Avson diferentes entre si, entonces la solucion general del sistema lineal

(2.28) es

n

X = > cjve,
ji=1

donde vj son vectores propios correspondientes a Aj, y Cj son constantes arbitrarias.

Si A1 = A, entonces necesitamos reemplazar C,v2e'?' por c,tv,e" donde Vv, es un vector propio

que es linealmente independiente de vi; si A1 = A; = A3, entonces reemplazamos C3v; por Cst?vs,

donde vz es linealmente independiente de v1 y Vv, etc.

Concluimos que si las partes reales de todos los valores propios son negativas, entonces x(t) — 0

cuando t — 0. Como el sistema lineal es una buena aproximacién al sistema completo (2.26) cerca

del punto X, tenemos el siguiente resultado:

Teorema 2.1. SiReA; < 0 para cada valor propio de la matriz jacobiana en Xo, entonces el punto

Xo €S un punto de equilibrio estable para (2.26).
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Eso significa que cualquier trayectoria x(t), con x(0) cerca de Xo, converge a Xo cuando t — ©o.
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2.5. Métodos numéricos para ecuaciones diferenciales ordinarias

La mayorfa de las veces, la solucién de un problema de ecuacién diferencial ordinarig,® = f(x,1)
no tiene una solucidn analitica. En este caso, se buscan soluciones numéricas que se aproximen
a la solucién exacta. Dado que las soluciones numéricas son solo aproximaciones, también es
importante comprender la precisién y consistencia del método numérico.

Supongamos que el problema de valor inicial viene dado por

dx
dt
del cual nos interesa aproximar sus soluciones, asi que, a continuacién vamos a describir algunos

= f(X,t), t >t X(to) = Xo- (233)

de los métodos numéricos habituales para (sistemas de) ecuaciones diferenciales ordinarias.

25.1. Meétodo de Euler

Sea t, un punto en el tiempo con t, > t,, luego al integrar la ecuacion sobre [to,t], obtenemos
t
X0 =xt)+  T%0)do ~ xttn) + (t—ta) FOCH), B. (2.34)

La aproximacion de la integral en (2.34) es buena siempre que t esté suficientemente cerca de tn.

Supongamos que nos gustaria calcular la solucién de (2.33) ent =T, T > ty. Para obtener una
solucién aproximada en el tiempo T, podemos discretizar el intervalo [to, T] en N sub intervalos
iguales [to,ta+1,n=0,...,N—1,conty =T ytis1 —tao =h = §.

Denominamos h al tamafio del paso. Usaremos X minuscula para denotar la solucién exacta de

(2.33) y X mayuscula para denotar la soluciéon aproximada.

Usando la aproximacion en (2.34), definimos un esquema numérico por

Xn+1 = Xn + hf(X(tn)/tn)/ n= 0, riay N - 1 (2.35)

donde X, es la aproximacion de x(t,). A este método se lo llama el Método de Euler directo. Una
observacion importante con respecto al método de Euler directo es que es un método explicito,
es decir, Xn+1 se da explicitamente en términos de cantidades conocidas como X,y f (X (ty), tn).
Probaremos que el error de este esquema es O(h), que puede derivarse formalmente del desarrollo

de Taylor, teniendo como ty+1 =t +h

“ dx hz d2x
(tier) = x(W) +h  O) + Sl 4o (2.36)
sereescribe la ecuacion (2.36) de la siguiente forma
x(ti ) =x()+h%%x)+ho(h) (2.37)
+1 i a i
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Tomando $(x) = f(x;t) tenemos:
X(tiz1) = x(t) + hf(x,t) + hO(h) (2.38)

donde O(h) tiende hacia cero cuando h tiende a cero.

El Método de Euler es consistente, ya que, cuando el tamafio de paso h tiende a 0, el error local de
truncamiento, & = O(h), también tiende a cero.

Por lo tanto, cuanto menor sea el tamafio del paso de tiempo, mas precisa sera la solucion
aproximada. En general, un esquema numérico se denomina k-ésimo orden exacto si el error es

O(hY), donde h es el tamafio de la discretizacion. Entonces, el método de Euler es preciso de primer

orden.

Por otro lado, usando la aproximacion en (2.34), definimos otro esquema numérico que es el
analogo implicito del Método de Euler explicito, que es el método de Euler hacia atras. Asi que

utilizando nuevamente la aproximacion en (2.34), se define el esquema numérico como sigue

Xnt1 = Xn + (X (tas1),tas1), n=0,...,N-1 (2.39)

Una vez mas, debemos tomar en cuenta que en la ecuacion (2.39), f (X (tn+1),th+1) no se conoce,
por lo que nos da una ecuacién implicita para el calculo de Xn+1.

Como %(Xi+1) = f(Xit1, ti+1), despejamos ti+1 y obtenemos la ecuacion:

Xit1 = Xi +hf(Xi+1,ti+1) + hO(h) (2.40)

de forma analoga al caso de Euler explicito, donde el término despreciado es de orden hZ. Por esta
razon, se dice que el método de Euler es de orden 1. El error local es, por lo tanto, probablemente
proporcional a h?, lo que significa que una reduccién en el paso h por un factor de 2 reduce el error

local por un factor de 4.

Para obtener la cota del error, recordamos que (2.36), se la puede escribir como:

o hz dX2
=57 ©® (241)

siendo e el error local de truncamiento, esto se puede expresar de la siguiente manera

& = Oh? (2.42)
yaque
M 2
ol < (2.43)
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Tomando como M cualquier cota superior de la funcion %’t@en el intervalo t, y tn + h.

Definiremos el error relativo local en el n-esimo paso, para poder medir el comportamiento de la
técnica numérica utilizada.
_ o=t

en (2.44)
lIxill

El método de Euler explicito se acerca de manera mas exacta a la solucioén verdadera, siempre y
cuando el valor de paso h sea mas pequefio, ya que usa la derivada en el tiempo anterior. Por el
contrario, el método implicito estara por delante porque utiliza la derivada en el siguiente instante.

Los dos métodos explicitos e implicitos son similares, la diferencia del modelo implicito es que el

polinomio interpolador pasa por el punto (Xi+1,ti+1).

2.5.2. Método de Taylor

Consideramos el problema de valor inicial (2.33). Entonces para T > 1y, el desarrollo de Taylor de n-
ésimo orden para X(to) con N pasos es dada por Xy, donde (Xi) se define recursivamente como sigue:
¢ hzof hn on-1+

iv1=t+h X=X+ hf(xi/ti) + ;E(Xi/ti) T +7n! otn-1

(X, ti). (2.45)

conh=.

Tiene sentido formular tal definicion en vista del desarrollo de la serie de Taylor que se emplea

cuando X(t) se conoce abiertamente. Todo lo que se ha hecho es utilizar f(x,t) para %, ¢/ (x,t) para
dt ot

ngﬁ y asi sucesivamente. A continuacion, se busca estimar el error que implanta esta aproximacion.
Se sabe por el Teorema de Taylor que, para cualquier solucion que admita un desarrollo de Taylor

en el punto tj, se tiene:

dx h2 d2x h" d"x hn+1 gn+Dy

() = XO) R g G ek 60+ gy e @ (246)

X

donde ¢ €]t;,ti+1[. Utilizando % = f(x,t), se traduce a

h2zof hn 9(—1) § A+l g f

o 4O, 8
(2.47)

X
(tir1) = x(t) + hf (X, ti) + ;aT(Xi,ti) oo+ X, t) + o

n! oth-1) +1)!
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Por tanto, el error de truncamiento local, es decir, el error introducido en cada paso si los valores

calculados anteriormente fueran exactos, viene dado por:

e : n+1 1 o f

2 =h MW(X("C)’ £). (2.48)

pero hay que notar que desconocemos el valor de ¢, es por esto, que necesitamos dar una cota

para el error e, Para esto, recordemos que la funcion fes de clase C"*1 sobre [to, T ], por lo tanto,

arribamos a:

hntl max oM f ) (2.49)
e _ *%), %)
n—= (li F DT ¢<lty, T1- 9" 7.

Podemos notar que el método de Taylor tiene un orden de O(h"+1). Ahora, dado que el nimero de

pasos de tp a T es proporcional a 1/h, multiplicamos el error por paso por el nimero de pasos para

encontrar un error total de orden O(h").

2.5.3. Meétodo Runge-Kutta

En el método de Euler directo, se uso la informacién sobre la derivada de X en el paso de tiempo
dado para deducir la solucién al siguiente paso de tiempo. El error de truncamiento local para
el método es O(h?), lo que resulta en una técnica numérica de primer orden. Los métodos de
Runge-Kutta son una clase de métodos que utilizan juiciosamente la informacion sobre la pendiente
en mas de un punto para inferir la solucién al paso de tiempo futuro. Analicemos primero la

derivacion del método Runge-Kutta de segundo orden donde el error local de truncamiento es O(h3).

Consideramos nuevamente el problema de valor inicial (2.33), y un paso de tiempo h, y la solucién

Xn» en el n-ésimo paso de tiempo, digamos que se desea calcular X,+1 de la siguiente manera:

K1 = hf(Xn,tn)
K1 = hf(Xn +BK1,tn + ah)

Xns1 = Xn + aKq + sz, (2.50)

donde las constantes a, §, ay b deben evaluarse para que el método resultante tenga un error de

truncamiento local de orden O(h3). Notemos que si K, toma el valor de cero y a toma el valor de

uno, entonces la ecuacion (2.57) se reduce al método de Euler directo.
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Ahora, a partir de la serie de Taylor de x alrededor de t, hasta el término que contiene h?, es decir:

dx  hz dzx ;

X(tosn) = x(t) +h  + 57 +0h). (2.51)

Sin embargo, sabemos por el problema de valor inicial (2.33) que % = f(x,t) de modo que

dx df(x,t) of ofdx of of

=_ _ =__+____=__+f__ 2.52
dt? dt ot oxdt ot ox (2.52)
Entonces, a partir del andlisis anterior, es decir, las ecuaciones (2.51) y (2.52), obtenemos
he'af  af°
Xarr = Xo + 00 t) + o g7 + T (X t) + O(h3). (2.53)

Sin embargo, el término k; en el método Runge-Kutta propuesto de la ecuacion (2.51) se puede

expandir correctamente a O(h3) como

K2 = h (Xn +BK1,tn +C¥h) X
K Iy a1 a

Ahora, reemplazando K; de la ecuacién anterior en la ecuacion. (2.51), obtenemos

A a1 ot a
Xni1 = Xn + @+ D) f(Xo ta) +bh2 @ 5 + Bf ax o t) +0(h3) (2.55)

Comparando los términos con coeficientes idénticos en las ecuaciones (2.54) y (2.55) nos da el
siguiente sistema de ecuaciones para determinar las constantes:

1

a+tb=1 ab="; Bb=l (2.56)
2 2

Hay diversas opciones de a, b, a y B que satisfacen la ecuacion (2.56), podemos elegir por ejemplo

a=B=1ya=b=1/2. Con esta eleccion, tenemos el método de Runge-Kutta de segundo orden

(RK2) que se resume a continuacion.

Ki = hf(Xo,t),
K
Ky = hf(Xy + —21,tn +h),

K +K;
2 4

Xne1 =Xy + Runge-Kutta de Orden 2 - RK2. (2.57)
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Para el método de Runge-Kutta 2, el error de truncamiento local se expresa como

ent1 = | Xns1 — X(tns1) |
= [(2.55) - (2.53)| (2.58)

he %t (%o, 1) (ba — D)+
ot 2
2 £ (X 1) 2 (%o, 1) (08 — ). (2:59)
oX 2

Extrayendo los términos en la ecuacion anterior con los valores de hy f idénticos y asignandoles

valores tales que minimicen el error local de truncamiento tales que satisfagan el sistema (2.56).

De manera similar, se pueden desarrollar métodos de Runge-Kutta de orden superior. Uno de los
métodos mas utilizados para la soluciéon de problemas de valor inicial es la técnica de Runge-Kutta

de cuarto orden (RK4). El método se da a continuacion:

Kl = h f(xn/tn)/
A

a

K h
Ky=hf Xot 2Lt+ o
2 2 .
A a

Ks = hf Xo+ K2y D
3 = n 2/” Z/

K4 = hf(Xn+K3,tn+h),
K{ + 2Ky + 2K3 + Ky
6 4

Xnt1 =Xn t Runge-Kutta de Orden 4 - RK4. (2.60)

Mientras que el error de truncamiento local de este método es de orden O(hS) y la prueba del caso

general se encuentra en la seccion I1.3 de (Hairer, E; et al,, 1993).
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CAPITULO IlI

3. MARCO METODOLOGICO

3.1. Descripcion del enfoque de la investigacion

Este trabajo de investigacion se disefié con una metodologia de enfoque mixto, es decir cualitativo
y cuantitativo, ya que se estudid sobre la teoria de estabilidad para Ecuaciones Diferenciales
Ordinarias, ademas nos centraremos en el analisis matematico y numérico de los modelos como en

el célculo de la fecha de caducidad del alimento.

3.2. Descripcion del nivel de investigacion

Esta investigacion corresponde a un estudio descriptivo. Porque su inters” es ayudar a aquellos
que quieran adquirir conocimientos de matematicas, y en este caso particular de Ecuaciones

Diferenciales Ordinarias.

3.3. Descripcion del disefio de la investigacion

La investigacion es de formato documental y se basa en una coleccifi de literatura digital profesional
sobre temas de vida 1til de los alimentos y ecuaciones diferenciales, por lo que se utilizé fuentes
secundarias: libros, publicaciones, articulos, etc. Ademas, se realiz6 un analisis cualitativo de
las ecuaciones diferenciales, es decir, el estudio del equilibrio y su estabilidad, y se realizaron
simulaciones numéricas, utilizando el lenguaje de programacion Python para simular los modelos

con el fin de obtener la fecha de caducidad del vino.

Recoleccidn y analisis de la informacion

Una vez que se identifica el tema de investigacion, se recopilé informacién de fuentes tales
como libros, publicaciones y articulos sobre la vida 1til de los alimentos y estudios generales de
ecuaciones diferenciales. Luego, a través de la lectura selectiva de las referencias seleccionadas, las

categorizamos y seleccionamos aquellas que facilitaron el desarrollo y comprension del tema.

Redaccion del trabajo de investigacién

El documento esta redactado de forma clara y concisa, ya que este esta dirigido a estudiantes y

aquellas personas que deciden adquirir conocimientos en temas relacionados con temas de procesos
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fermentativos desde un enfoque a través de ecuaciones diferenciales ordinarias. Se previeron cuatro
fases en la preparacion de este documento; recopilar informacion, organizar la documentacion,
analizar y simular el modelo y redaccion del documento. La recopilacién de informacion implicé
acudir a las fuentes directas; libros, articulos y publicaciones que proporcionan la informacion
necesaria para compilar una bibliografia general sobre el tema. La organizacién de la informacién
permite clasificar de una manera rigurosa los documentos para asi contar con una estructura légica
que permita abordar correctamente la investigacion. Durante la etapa de analisis de datos, los datos
obtenidos fueron estructurados y organizados, lo que permiti6 el desarrollo de investigaciones sobre
este tema. Finalmente, esta la etapa de redaccion del articulo donde se presentan los resultados
sobre el tema y se extraen las conclusiones finales. De esta forma naci6 el documento “Aplicacién
de ecuaciones diferenciales al problema de la caducidad de los Alimentos”, con el objetivo de

brindar un documento para ampliar el conocimiento de las ecuaciones diferenciales ordinarias.

Software utilizado

El software utilizado es Python version 3.7.9. Python es por naturaleza un lenguaje de integracion.
Esto significa que el intérprete de Python ejecuta el codigo linea por linea. A diferencia de otros
lenguajes de programacion orientados a objetos, no necesitamos compilar el codigo de Python, lo
que hace que el proceso de depuracion sea mucho mas facil y eficiente (Etoh Digital, 2022). Ademas,
permite visualizar datos usando tablas y graficos, como graficos circulares, de barras, de lineas e

histogramas.
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CAPITULO IV

4. MARCO DE ANALISIS E INTERPRETACION DE RESULTADOS

4.1. Modelado matematico

En este capitulo se presentara los resultados obtenidos de cada uno de los modelos aplicados, en
donde se evidenciara la diferencia de cada uno de ellos. Se analiza el comportamiento de la biomasa,
sustrato y producto en cada modelo para asi identificar el modelo mas propicio que describa la vida
util del vino.

A continuacion, se hara un sumario de la descripcién matematica y el andlisis de estabilidad de
procesos fermentativos, ademas se recalca que para identificar que modelo se adecua mejor a
nuestro proposito se realizo varias simulaciones del sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias
asociado al proceso fermentativo. Este sistema serad descrito mas adelante y para su respectiva

simulacién se us6 los métodos de Euler, Taylor de segundo orden y Runge-Kutta 4.

4.1.1. Modelo matematico asociado al proceso fermentativo

El modelo matematico utilizado para describir el proceso se basa en la entrada y la salida en
un quimiostato, el cual se comporta como un sistema de agitaciéon dentro del reactor de mezcla
completa (CSTR). Recalquemos que un quimiostato se utiliza para la produccién continua de
biomasa microbiana. Esta consiste en un depdsito de agua dulce y nutrientes conectado a una
camara de crecimiento, con microorganismos. La mezcla de agua dulce y nutrientes se bombea
de forma continua desde el depdsito a la camara del reactor, proporcionando alimentacién al
microorganismo, y la mezcla de cultivo y fluido en la cAmara de crecimiento se bombea y recoge

de forma continua.

El medio de cultivo se agita continuamente y la agitacion asegura que el contenido de la cAmara
se mezcle bien para que la produccién de cultivo sea uniforme y constante. Si la velocidad de
direccion es demasiado alta, dafiaria las células en cultivo, pero si es demasiado baja, podria evitar
que el reactor alcance una operacién de estado estable. La Figura (1-4) es un diagrama conceptual
de un quimiostato.

Los quimiostatos se utilizan para cultivar, cosechar y mantener las células deseadas de forma
controlada. Las células crecen y se replican en presencia de un entorno adecuado con un medio que

suministre los nutrientes esenciales para el crecimiento.
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llustracion 1-4: Quimiostato con un flujo continuo

de entrada y salida.

Realizado por: Chou, C.y Friedman, A.2016.

Las células cultivadas de esta manera se recolectan y utilizan para muchas aplicaciones diferentes.
Una cuestion que surge al hacer funcionar el quimiostato es como ajustar la tasa de efluente, es
decir, la tasa de bombeo de la mezcla. Para operar el quimiostato de manera eficiente, la tasa de
efluente no debe ser demasiado pequefia. Pero si esta tasa es demasiado grande, entonces las
bacterias en la camara de crecimiento pueden desaparecer. Para describir la tasa 6ptima de bombeo
de la mezcla, necesitamos de un sistema de tres ecuaciones diferenciales ordinarias, las cuales

provienen de los procesos de reacciones quimicas.

Una reaccion que se lleva a cabo en el quimiostato se expresa de la forma:

S+X—-P+X

De donde (S) es el sustrato, (X) la biomasa y (P) la concentraciéon de producto. Ademas, el balance

de materia para el sistema dado en la Figura (1-4) viene expresado como:

Entra - Sale + Genera = Acumula.

Se considera, a su vez, que el sistema descrito en la Figura (1-4) hay solo una entrada y una salida.
Al mismo tiempo se asume que el volumen de reaccion es constante, entonces, la ecuacion de

balance para la biomasa se expresa como:

dX
FXir = FXi+ 0V =V . (4.61)

De igual modo, los balances para el sustrato y el producto se denotan como:

ds
FSit —FS1+ 1V =V 5,
dP,
FPit—FPi+ 1RV =V g . (4.62)
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Si se reagrupa las ecuaciones (4.61) y (4.62) en funcién del factor de diluciéon, D = §, y de la

productividad del producto respecto a la biomasa Yxp y de la productividad de la biomasa respecto

al sustrato Yxs, tenemos que:

dX
D(Xvt — X1) + X1 = @1; (4.63)
D(Sit —S1) + W _ = (4.64)
Yxs dt
dP,
D(P1r —P1) + UXiYxp = ~ 45 - (4.65)

4.2. Andlisis de estabilidad

Seguidamente, estamos interesados en el estudio cualitativo del sistema anterior, para esto, se nota
que el factor de dilucion, corresponde al reciproco del tiempo de residencia 7 =1 . Por ende, el
punto de equilibrio del sistema se obtiene cuando las expresiones, en (4.63), en funcién del tiempo,

corresponden a cero. Es decir:
— =—=—"=0. (4.66)

Por ende, se obtienen el siguiente sistema de ecuaciones no lineales

D(X1t — X1) + pX1 = 0, (4.67)

X
D(S11 — $1) - ”Y—xls =0, (4.68)
D(P1f —P1) + iX1Yxp = 0. (4.69)

Este sistema de ecuaciones nos indica que la ausencia de carga de biomasa dentro del quimiostato
y por esta razdn la concentracion inicial de sustrato es igual a la concentracion de sustrato en el
alimento. Valorando que para todos los casos no hay biomasa en el flujo de entrada, X; = 0, asi

que la ecuacion (4.67) nos permite obtener la siguiente relacion:
Xi(u—D) = 0. (4.70)

Luego, si se considera que X; = P1 = 0 entonces las ecuaciones (4.68) y (4.69) nos permiten obtener

la condicion siguiente:

S1 = S (4.71)

Pero también hay que notar que esta ultima condicion es valida para los modelos de Monod y

Haldane, puesto que ambos cualitativamente son similares.
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Ahora, para el caso donde Xir 0 se dispone que la concentracién de biomasa es diferente de cero,

en consecuencia las ecuaciones (4.67) y (4.68) presentan una solucion de la forma:

D=y (4.72)
X1 = Yxs(S1r — S1), (4.73)
Py = XiYxp (4.74)

La ecuacidn (4.72) es implicita para la concentracién de sustrato, es decir, que esta expresion
depende de mas de una variable; lo que hace que su solucion varie conforme al modelo de

crecimiento microbiano. El andlisis y las limitaciones de cada modelo se dan a continuacidn.
Modelo de Monod

Para la concentracion del sustrato Sif, se tiene que:
D
Stt =Km_ | (4.75)
Mmax — D
En la ecuacién anterior se puede observar que D < Unax es la condicién para que la concentraciéon

de sustrato sea numéricamente positiva.

Pues bien, teniendo en cuenta la condicion, se puede concluir que:

S
D < Hma——2—< 0.514h-1 (4.76)
Km + Slf

El pardmetro [ y el factor de diluciéon D son los parametros que se relacionan con el tiempo t, por

tanto, tienen dimensiones de inverso del tiempo como h-1.

El mismo procedimiento se realiza para el modelo de Teissier y Hishelwood, ya que estos tienen

soluciones algebraicas.
Modelo de Teissier

Para el modelo de Teissier se tiene lo siguiente:
A a
_ mas— 4.77)
Slf - Kmln uméx _ D

De acuerdo a lo anterior se tiene la misma condiciéon que el modelo anterior, D < Hmax, por lo tanto,

obtenemos que: A N 5 X

D<Mmix 1-exm <0.53h - (4.78)
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Modelo de Hinshelwood

Se realiza el mismo procedimiento que en los anteriores modelos, y asi obtendriamos lo siguiente:

D
Sit = Kn (4.79)
Mma'x(1 - KPP) -D

La condicion para este modelo es D < nay, de modo que:

S
D<p_ 1;7(1 K P) <0.43h-1, (4.80)
Em + Slf

Modelo de Moser

Para el modelo de Moser se tiene solucién cuadratica, de modo que tendremos lo siguiente:

Sy= K m— (4.81)

Pues la parte interna del radical lo conocemos como discriminante (A), y este es el punto donde

nuestra funcién sufre inflexién para construir las siguientes posibles soluciones:

A > 0: Se tiene dos raices positivas que tienen significado fisico.
A < 0: Las raices no tienen significado fisico

A = 0: Existe una unica soluciéon que corresponde a la velocidad maxima de dilucién.

Esto quiere decir que es el o los puntos en donde la funcién sufre inflexion. Teniendo en cuenta las
condiciones, podemos concluir que:

n

< Mmax., . <0. -1 =1,2,... :
D<u K st 0.514h n=1,2 (4.82)

Modelo de Haldane

El modelo de Haldane es similar al de Moser, ya que de igual manera se tiene una forma cuadratica.

G 4 a

.\
— 1-Bea T wemaCT gy

u L W Lm

Slf = 2k1

Basandonos de igual manera en el modelo de Moser, podemos terminar con lo siguiente:
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S
D < Hmnar———< 0.514h-1 (4.83)
Km - Slf

Las condiciones obtenidas en las ecuaciones (4.76) - (4.83) son necesarias para obtener las
soluciones en estado estable. A partir de esto, vamos a realizar las simulaciones con los 5 modelos

de crecimiento para observar el comportamiento dinamico de cada uno.
4.3. Simulacion

El vino es una bebida obtenida por la fermentacién alcohdlica total o parcial del mosto de uva,
teniendo como componentes: agua, alcohol, azticar, taninos, sustancias volatiles y acidos; estos
componentes ayudan a que cada vino sea diferente.

La fermentacién alcoholica es un proceso biol6gico que puede convertir los azdcares en alcohol y
diéxido de carbono. En esta transformacidn interviene principalmente la levadura. Hay estudios
sobre otros hongos y bacterias productoras de alcohol, pero tienen pocas aplicaciones comerciales.
Puede sonar simple, pero la serie de transformaciones requeridas para descomponer la glucosa
es bastante compleja. La levadura usa glucosa y otros nutrientes para complementar el proceso
reproductivo. Para evaluar esta variacion se utilizaron rendimiento de biomasa/producto Yxp y

rendimiento de producto/sustrato Yxs.

Todos los pardmetros tienen relacién con la etapa y el modo de operacién del biorreactor Figura
1-4. Los parametros utilizados para este proceso se mostrardn mdas adelante en una tabla en donde

se menciona y se da valores a cada uno, teniendo relacién con el proceso fermentativo del vino.

Las ecuaciones 4.67 - 4.69 representan la actuacidon de la biomasa, sustrato y producto en el
estado estable. Como se indic6 anteriormente, para la aplicacion de los modelos matematicos
de Monod, Moser, Teissier, Haldane y Hinshelwood se utilizaron las siguientes ecuaciones que
permiten observar el comportamiento de los modelos relacionados con la Biomasa (X ), Sustrato (S)

y Producto (P).

DO — Xo) + X1 = gt (484)
X, dS
D(S1 —8)— B = 1 (4.85)
Yxs dt
D(P1t — P1) + pXiYxs = d% (4.86)
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Parametros de simulacion

Los siguientes parametros utilizados fueron recolectados de varios documentos. Estos pardmetros
son aplicados para hallar la vida 1til del vino, los cuales nos permiten tener una mejor comprensién

de la estabilidad de los modelos, los pardmetros utilizados son los siguientes:

Tabla 1-4: Descripcion de los parametros utilizados para determinar la vida util de vino.

X1 S1 P1 Ks X1t Sit P1t Yxs Yxp D

Pardmetros | { g h-1 88 g g h-1
Monod 08| 17 0 9 {096 0 |1335|0.01] 0.01| 0.2
Moser 08| 17 0 9 {096 0 |1335|0.01] 0.01| 0.2
Teissier 08| 17 0 9 | 096| 0 |1.335| 0.01| 0.01| 0.2
Haldane 08| 17 0 9 | 096| 0 |1.335| 0.01| 0.01| 0.2
Hinshelwood | 0.8 | 17 0 9 | 096| 0 |1.335| 0.01| 0.01| 0.2

Realizado por: Jara, Dayana, 2023.

Estos valores se los aplican en las ecuaciones 4.84 - 4.86, obteniendo como resultado las siguientes

graficas:

Resultados con el Modelo de Monod

El modelo de Monod, en el cual se utiliza una velocidad maxima de crecimiento Hnax de los
microorganismos de 0.01, podemos observar que la grafica que representa el sustrato (S) tiene una
curvatura significativa, esto se debe a que el pnax €s muy lenta, por tanto, no llega de manera rapida

a su punto de estabilidad.

17.5

— Biomasa
_g 15 0 Sustrato
= — Producto
2 125
[=m
2 10,0 4
m
=
= 7.5 4
o
R 5.0
£
= 2.5 1
[==]
0.0 1
o 5 10 15 20 25

t {en Horas)

lustracion 2-4: Crecimiento microbiano mediante el método de Euler con

i =0.01
Realizado por: Jara, Dayana, 2023.
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Al utilizar el método de Taylor, se realiza un calculo mas complejo, y ademas al utilizar un pma de

0.2, se observa que la grafica del sustrato S llega de manera mas rapida a su punto de estabilidad.

Biomasza, Sustrata, Producto

175 1 -
—— Biomasa
150 - —— Sustrato
—— Producto
125
1.0 4
75
5.0
25
00 J o |
T T T T T T
0 5 10 15 20 25

t {en Horas)

lHustracion 3-4: Crecimiento microbiano con el método de Taylor de orden 2

con U =0.2.

Realizado por: Jara, Dayana, 2023.

El método de Runge-Kutta es mucho mas sencillo de aplicar, podemos visualizar que, al igual que

las anteriores graficas, se llega al mismo punto estable, pero con una pmax de 0.4, se llega mucho

mas rapido que con los anteriores valores.

Biomasa, Sustrato, Producto

17.5 1 .
— Biomasa
150 - — Gustrato
— Producto
12.5
10.0 4
7.5 1
5.0 1
2.5 1
| :-.%______:___ —
0.0
0 5 10 15 20 25

t (en Horas)

lHustracion 4-4: Crecimiento microbiano con el método de Runge-Kutta de

orden 4 con U = 0.4,

Realizado por: Jara, Dayana, 2023.
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Resultados con el Modelo de Moser

Aplicando el modelo de Moser con el método numérico de Euler, se puede observar que la grafica
del sustrato S, tiene una curvatura significativa, esto significa que se tarda en llegar a su punto

estable. En este método se estd aplicando un nax de 0.01.

17.5 1 .
— Biomasa
_.g 15.0 Sustrato
= —— Praoducta
2 125 -
=
£ 10.0 -
[g=]
=
£ 7.5 1
o
A 5.0 1
£
= 2.5 1
(=]
- -F"'----_--_
0.0
o 5 10 15 20 25

t (en Horas)

lustracion 5-4: Crecimiento microbiano mediante el método de Euler con

p=0.01
Realizado por: Jara, Dayana, 2023.

Aplicando el método de Taylor en este modelo con un pmax de 0.2, podemos observar que, aunque
su crecimiento es mucho mas rapido, se tarda mas en llegar a su punto estable que el método

anterior, utilizando un pmax de 0.01

- Biomasa
Sustrato
—— Producto

10.0 1

75 1

30 1

Biomasza, Sustrato, Producto

25 1

00

oo 05 10 15 20 25
t {en Horas)

lustracion 6-4: Crecimiento microbiano con el método de Taylor de orden

2con=0.2

Realizado por: Jara, Dayana, 2023.
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Con el método de Runge-Kutta, el cual es mucho mas exacto que los anteriores métodos, obtenemos
una grafica similar a la Figura 5-4, aunque se utilice un pmax de 0.4 que es mucho mayor, se tarda

mas en llegar a su punto de estabilidad.

17.57 —— Biomasa

15 0 Sustrato
— Producto

N
i

10.0 4

7.5 1

5.0 1

2.5 1

Biomasa, Sustrato, Producto

0.0

0.0 0.5 1.0 15 2.0 25
t (en Horas)

lHustracion 7-4: Crecimiento microbiano con el método de Runge-Kutta de

orden 4 con 4 = 0.4

Realizado por: Jara, Dayana, 2023.

Resultados con el Modelo de Teissier

La grafica que se obtuvo con el modelo de Teissier al aplicar una pmax de 0.01 es similar a las
graficas anteriores del modelo de Monod y de Moser utilizando el método de Euler. Por tanto, por

tanto, se llega al punto de estabilidad en un tiempo mucho mas tardado.

17.5 .
— Biomasa
_.8 15 0 Sustrato
= —— Producto
B 125
=
£ 10.0 -
[g=]
=
= 7.5 A
o
A 5.0
£
= 2.5 1
(=]
004 —
o 5 10 15 20 25

t (en Horas)

lustracion 8-4: Crecimiento microbiano mediante el método de Euler con

g =0.01
Realizado por: Jara, Dayana, 2023.
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Se puede observar una gran diferencia con la grafica anterior, ya que al utilizar un pmax de 0.2, la

grafica del sustrato S llega a su punto de estabilidad, en un tiempo corto.

175 1 -
—— Biomasa
150 - —— Sustrato
—— Producto
=
g 125 1
=
=]
(=8
= loo
=
2 751
E
E 50
=
(<=}
25
I:II:I ] -___L:—'-'__
T T T T T T
0 5 10 15 20 25

t {en Horas)

lustracion 9-4: Crecimiento microbiano con el método de Taylor de orden

2conp=0.2

Realizado por: Jara, Dayana, 2023.

Al utilizar un pmax de 0.4 se llega en menor tiempo a su punto de estabilidad, a comparacion de los
anteriores valores. Por tanto, aqui aplica que mientras mas rapido sea el pmay, Se llega en menor

tiempo a su punto de estabilidad.
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Biomasa, Sustrato, Producto

lHustracion 10-4: Crecimiento microbiano con el método de Rungge-Kutta

de orden 4 con Y = 0.4

Realizado por: Jara, Dayana, 2023.
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Resultados con el Modelo de Haldane

El modelo de Haldane, al utilizar un pmax de 0.01, tiene una grafica similar a los modelos anteriores
que tardan un poco mas de tiempo en llegar a su punto estable, es por esto que su curva es mucho

mas pronunciada.
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llustracion 11-4: Crecimiento microbiano mediante el método de Euler con

h=0.01
Realizado por: Jara, Dayana, 2023.

Al aplicar este método, que ademas de ser bien complejo, se llega al mismo resultado que los
anteriores modelos, mientras mas rapido sea su max, mas rapido llega a su punto estable, en este

caso se utiliz6é un pmax de 0.2.
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lustracion 12-4: Crecimiento microbiano mediante el método de Taylor de

orden 2 con 4 = 0.2

Realizado por: Jara, Dayana, 2023.
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El modelo de Haldane, de igual manera, llega a su punto de equilibrio, pero de manera mas veloz,

ya que su Pmax de 0.4 es mas rapido.
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lustracion 13-4: Crecimiento microbiano con el método de Rungge-Kutta

de orden 4 con 4 = 0.4

Realizado por: Jara, Dayana, 2023.

Resultados con el Modelo de Hinshelwood

Al aplicar el siguiente modelo con el método de Euler se puede visualizar que se tarda mas en llegar
a su punto de estabilidad, esto quiere decir que tiene un tiempo de fermentacién muy lento, ya que

se utiliza una pmax de 0.01.
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llustracion 14-4: Crecimiento microbiano mediante el método de Euler con

i =0.01

Realizado por: Jara, Dayana, 2023.
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El método de Taylor nos muestra una grafica distinta a la anterior, pero similar a los modelos

anteriores, ya que al utilizar una pmax de 0.2, su tiempo de fermentacidn es un poco mas rapido.
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lustracion 15-4: Crecimiento microbiano mediante el método de Taylor de

orden 2 con U = 0.2
Realizado por: Jara, Dayana, 2023.

Si se utiliza una pmax de 0.4, su tiempo de fermentacion es mucho mas rapido y, por tanto, llega a

su punto de estabilidad mas rapido.
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lustracion 16-4: Crecimiento microbiano con el método de Runge-Kutta

de orden 4 con 4 = 0.4

Realizado por: Jara, Dayana, 2023.
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4.4. Analisis de la estabilidad de cada modelo

Para aclarar mejor la comprensién de la estabilidad del sistema de ecuaciones (4.84), (4.85) y
(4.86) y determinar si los nodos son estables o inestables, se caracterizaron los puntos fijos de cada
uno de los modelos. Para ello se determinan los eigenvalores de la matriz jacobiana, de manera que

se puedan encontrar los puntos estables e inestables.

Esta matriz V se define como el jacobiano de las funciones variables en el tiempo dadas por las

ecuaciones (4.84), (4.85) y (4.86).

H—D-A U4 0
- = = —pX
IV —=All =, —X% —D——%X—g—/\ o . (4.87)
[.lep |.,l’ X1Yxp -D-A.
Resolviendo el determinante, tenemos lo siguiente:
T A ., ao T 0

V—All = D-A) (D+A) D+A X X “—(D+A) (4.88)
V-All=(u-D-4) (D+A) D+ Ty THA ¥ :

La ecuacidn (4.88) es una expresion ctibica, por lo tanto, tiene tres eigenvalores resultantes de su

n , (0]
v X1D2
A+ ——— = )
Vs Y 0 (4.89)

solucién: . , ¢ . , 0
1 UX1 OAZ 1 2“X1D
A3+ 2D+ g + D2+

Ahora bien, la derivada de Pmax para cada modelo viene dada de la siguiente manera:

Modelo de Monod

k
, 0 HmaxKs
W= a_sli _ (4.90)
! (km + 81)2
Modelo de Moser
n—1
Lo HmeaftsS™ (4.91)
9S1  (km + 32
Modelo de Teissier
, Hmax€ *s
u (4.92)

u:aS1: Km
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Modelo de Haldane

u’ au (Hmasz —KiS1?)

— = 493
0S1 (Ks +Si+ K1S12)2 ( )
Modelo de Hinshelwood
_ a _ Hmaszgl__ Kgsl) (4.94)

l“l B aSl B (Ks+81)2

Ahora, con las ecuaciones (4.90) - (4.94), se puede observar los resultados de estabilidad que se

tiene a continuacion.
En la siguiente tabla se define el tipo de nodo y de igual manera si este punto es estable o inestable,

tomando en cuenta un factor de Dilucién de 0. 2.

Tabla 2-4: Caracterizacion de los puntos fijos para los cinco modelos matematicos.

Modelo X1 S1 P1 M A2 A3 Nodo

Monod 0.8 | 17| 1.335| -g.03%x102 | -8.03%102 | -8.03% 102 | Estable

Moser 0.8 | 17| 1.335| -0.005 -0.005 -0.005 | Estable

Teissier 08 | 17| 1.335| -0.005 -0.005 -0.005 | Estable
Haldane 095 | 17| 1.326 | 0.0085 | -0.6919 | -0.339 Silla
Hinshelwood | 0.95 | 17 | 1.326 | -0.009 0.669 -0.899 Silla

Realizado por: Jara, Dayana, 2023.

4.4.1. Calculo de vida atil del vino

Para determinar la vida Ttil del vino, primero se va a emplear la formula del tiempo de duplicacion

de los microorganismos, la cual es la siguiente:

In2
t= & (4.95)
U

Al aplicar la férmula anterior a cada uno de los modelos, se obtiene el tiempo (horas) en el que el
vino se fermenta en su totalidad, gracias a este resultado, se puede deducir la vida ttil del vino.

A continuacién se muestran los resultados obtenidos aplicando los diferentes modelos:
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Modelo de Monod

Modelo de Moser

Modelo de Teissier

Modelo de Haldane

Modelo de Hinshelwood

In2
t= s = 106
I-olmastriKs
_In2 = 134
t= il
rHasz+5n
t=_ A In2Z 4 35 - g2

Mmax 1-—exp %3

_—Im2., = 200
t= p—méxK 2
s+S+K;S

_ In2
My (1~ KpP)

t 312

Como resultado se obtuvo lo siguiente:

(4.96)

(4.97)

(4.98)

(4.99)

(4.100)

La duracion de este proceso depende de muchos factores como la temperatura, el tipo de levadura

utilizada, el tamafio del recipiente de fermentacién y la maduracién (o aztcar) de las uvas. En

promedio, la fermentacion tarda unos 10 dias, a veces menos de una semana y, por lo general, de 2

a 3 semanas. En casos especiales, la fermentaciéon puede tardar incluso varios meses.

Se puede observar que el tiempo calculado con el modelo de Monod y Moser, son los resultados

que mas se adaptan a la vida real, porque los datos utilizados son para calcular la fermentacion del

vino en un lapso de tiempo de 4 — 6 dias, es por esto, que los dos modelos son los mas 6ptimos para

calcular la vida util del vino. Por el contrario, con los otros modelos restantes; Teissier, Haldane y
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Tabla 3-4: Tiempo de fermentacion del vino.

Modelo Horas Dias
Monod 106 4
Moser 134 6
Teissier 82 3
Haldane 200 8
Hinshelwood 312 13

Realizado por: Jara, Dayana, 2023.

Hinshelwood, se tiene resultados diferentes que son para otro tipo de vino.

Vida atil del vino

+ Vino joven.- No mas de un afio.
+ Vinos crianza.- Entre 4 — 5 afos.

+ Vinos Reserva.- Entre 8 — 10 afios.

+ Vinos Gran Reserva.- De 15 afios en adelante.

Como se menciono, los datos dados son de un vino joven, por lo tanto, el tiempo de vida util del

vino joven, es no mayor a 1 afo.
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CAPITULOV

5. CONCLUSIONES Y RECOMENDACIONES

5.1. Conclusiones

+ En este trabajo de Investigacion se analizd el comportamiento de crecimiento microbiano de los

cinco modelos matematicos aplicados al proceso fermentativo del vino.

+ Elmodelo de Monod y Moser es el mas éptimo para hallar la vida 1til del vino.

+ El tiempo de fermentacién del vino es menor, ya que su nivel de azucar (Sustrato) no es muy

alto.

+ La aplicacion de los tres métodos numéricos, nos permitié observar y analizar la complejidad de
cada uno.

+ Estimar el tiempo de vida util del vino tiende a ser un poco complejo, es por esto que en
este trabajo se provee de informacién basica de los métodos aplicados y teoria que ayuda al

entendimiento de las mismas, para aplicar al vino.

+ Los modelos de Teissier, Haldane y Hishelwood son lo menos indicado para hallar la vida util

del vino.

5.2. Recomendaciones

+ Para buscar la informacién del producto alimenticio de interés, es preferible categorizar la
informacién en vista de la gran variedad de productos alimenticios que se encuentran en el

mercado.

+ En los estudios futuros deben enfocarse en como se comporta cada uno de los modelos y la
relacion que tienen con la dindmica de poblaciones ya que esto permite entender y analizar los

modelos matematicos.

+ Considerar en investigaciones futuras los parametros que influyen en cada modelo, para que sea

mas idénea la busqueda de informacién del alimento a tratar.
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