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RESUMEN

El objetivo fue implementar el método de Crank-Nicolson para la resolucion de la ecuacién
unidimensional del calor con incertidumbre y mostrar este desarrollo a estudiantes de cuarto
semestre de la Carrera de Telecomunicaciones de la Escuela Superior Politécnica de Chimborazo.
Metodolégicamente se realizé un anélisis de los métodos de las diferencias finitas, de los
elementos finitos y se puso de relieve al método de Euler, como una simplificacion, y como un
caso particular del método de diferencias finitas. Adicionalmente, se analizb al método de Crank-
Nicolson y se lo presenté como una opcién viable para resolver el problema, resolviendo varios
ejercicios de aplicacion. Se profundizo en el analisis del método de diferencias finitas para que
este estudio sirva de fundamento para la posterior comparacion de las eficiencias de ambos
métodos. Se realizo el andlisis de errores concomitantes a la aplicacion de los métodos numéricos
y se analizé la estabilidad de los métodos. Ademas, se utilizaron como parametros de comparacion
el tiempo necesario para el calculo y el costo computacional de la implementacion de los métodos
numéricos. Se realizo la difusién de resultados y la socializacion de la aplicacion del método con
estudiantes de cuarto semestre de la Carrera de Telecomunicaciones de la Escuela Superior
Politécnica de Chimborazo. Se presentaron los resultados de la encuesta de satisfaccion planteada
al mencionado grupo de estudiantes y se demostré la validez estadistica de los resultados, por

medio del calculo del Alfa de Cronbach y de un analisis estadistico aplicando el software libre R.

Palabras Claves: MATEMATICAS, ECUACIONES DIFERENCIALES PARCIALES,
METODOS NUMERICOS, DISCRETIZACION, INCERTIDUMBRE, METODO DE CRANK-
NICOLSON, METODO DE GALERKIN
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SUMMARY

The objective was to implement the Crank-Nicolson method to resolve the one-dimensional heat
equation with uncertainty and show this development to fourth-semester students of the
Telecommunications Career of the Polytechnic School of Chimborazo. Methodologically, an
analysis of the finite difference methods of the finite elements was carried out, and Euler's method
was highlighted as a simplification and as a particular case of the finite difference method.
Additionally, the Crank-Nicolson method was analyzed and presented as a viable option to solve
the problem, solving several application exercises. The analysis of the finite difference method
was deepened so that this study serves as a foundation for the subsequent comparison of the
efficiencies of both methods. The analysis of errors concomitant to the application of the
numerical methods was carried out, and the stability of the methods was analyzed. In addition,
the time required for the calculation and the computational cost of implementing the numerical
methods were used as comparison parameters. The dissemination of results and the socialization
of the application of the method with fourth-semester students of the Telecommunications Career
of the Higher Polytechnic School of Chimborazo were carried out. The results of the satisfaction
survey posed to the group mentioned above students were presented, and the statistical validity
of the results was demonstrated using the calculation of Cronbach's Alpha and a statistical analysis
applying the free software R.

Keywords: MATHEMATICS, PARTIAL DIFFERENTIAL EQUATIONS, NUMERICAL
METHODS, DISCRETIZATION, UNCERTAINTY, CRANK -NICOLSON METHOD,
GALERKIN METHOD
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CAPITULO |

1 INTRODUCCION

1.1 Planteamiento del problema

Las ecuaciones diferenciales ordinarias y en derivadas parciales, son un tema de constante
investigacion por su importancia intrinseca en las matematicas y por su gran campo de aplicacién
en la modelacion de fendmenos, tanto naturales como relacionados a procesos industriales, entre
otros. La modelacion del desarrollo de la pandemia del Covid-19 es un ejemplo de actualidad, en
el que se han aplicado las ecuaciones diferenciales. Como es logico, una vez estructurado el
modelo, debe hallarse la solucion para obtener predicciones, conclusiones y resultados fiables; es
en ese instante cuando resalta la importancia de los métodos numeéricos, ya que la mayor parte de
las veces las ecuaciones diferenciales (o los sistemas que se involucran) tienen soluciones

analiticas muy complejas o, de hecho, no existen soluciones analiticas.

En el campo de la ingenieria, las Ecuaciones en Derivadas Parciales (EDP) ocupan un lugar
trascendente. Estas, usualmente empleadas en la formulacién matematica de procesos que suelen
estar distribuidos en el espacio y el tiempo, han sido la base para describir nuestra concepcién del

mundo mas natural, la de un espacio tridimensional que evoluciona y cambia en el tiempo.

En la teoria clasica de las EDP encontramos tres clasificaciones: elipticas, hiperbdlicas y
parabdlicas. Las primeras que permiten describir procesos estacionarios o de equilibrio. Las
hiperbdlicas y las parabodlicas, representadas respectivamente por la ecuacién de la onda y la

ecuacion del calor, son los modelos representativos de las EDP de evolucion.

1.2 Situacién problematica

La ingenieria, en general, tiene un margen reducido para cometer errores. Los errores cometidos
durante las etapas de disefio o fabricacion pueden suponer costes muy elevados, habitualmente
econdmicos y en ocasiones humanos. Es de fundamental importancia minimizar dichos errores y
para ello el primer paso es preverlos. Para ello es necesario un adecuado control de aquellos
elementos del disefio que s6lo pueden conocerse con una determinada precision o incertidumbre.
Como un nuevo sistema matematico para modelar los grados de creencia humana, la teoria de la
incertidumbre fue establecida por Liu (2007) y perfeccionada por Liu (2009). Se basa en los
axiomas de normalidad, dualidad, subaditividad y producto. Un proceso incierto es una secuencia
de variables inciertas indexadas por tiempo para describir el comportamiento dinamico de

fendmenos, también inciertos.



Por otra parte, el incesante desarrollo de la ciencia demanda el uso de recursos tecnoldgicos
adecuados para la investigacion y, al mismo tiempo de métodos mas eficientes para enfrentar los

nuevos problemas.

En este trabajo de investigacion, se propone implementar el método numérico de Crank—Nicolson
para resolver la ecuacion unidimensional del calor con incertidumbre con el propésito de

determinar su eficiencia.

1.3 Justificacién de la investigacion

1.3.1 La ecuacién del calor con incertidumbre. Antecedentes

En la practica, una fuente de calor a menudo se ve afectada por la interferencia del ruido. Por esta
razén, Walsh (1986) inici6 una ecuacion de calor estocastica impulsada por el proceso de Wiener.
En los afios siguientes la ecuacion estocastica del calor fue estudiada por varios investigadores
como Holden et al. (1994) y Swanson (2007). Yang y Yao (2017) mostraron que no es razonable
que la ecuacion de calor estocastica modele la conduccién de calor real, lo cual les motivo a

presentar la ecuacion de calor con incertidumbres impulsada por el proceso de Liu.

El proceso de Liu (2007) fue disefiado por este como una contraparte del proceso de Wiener para
lidiar con el ruido blanco. Desde el establecimiento de la teoria de la incertidumbre (B. Liu, 2009)
y su perfeccionamiento (B. Liu, 2010), esta teoria se ha convertido en una nueva rama de las
matematicas para modelar fendmenos no deterministicos. En el marco de la teoria de la
incertidumbre, Liu propuso un proceso canodnico, el cual se caracteriza por ser un proceso incierto
continuo de Lipschitz con incrementos independientes estacionarios. Los incrementos seran
variables inciertas normales. Ademas, Liu introdujo el calculo incierto para tratar con la

diferenciacion e integracion de procesos inciertos.

La ecuacion diferencial con incertidumbre, un tipo de ecuaciones diferenciales impulsadas por
procesos de Liu, fue presentada por primera vez por Liu (2008). Posteriormente, Chen y Liu
(2010) demostraron el teorema de existencia y unicidad para la solucién de una ecuacion
diferencial con incertidumbre bajo condiciones de crecimiento lineal y condicion continua de
Lipschitz. Gao, (2012) verificd este teorema bajo la condicidn de crecimiento lineal local y la
condicion continua de Lipschitz local. Liu (2009) introdujo el concepto de estabilidad de una
ecuacion diferencial incierta, y Yao et al., (2013) probaron algunos teoremas de estabilidad. Con

base en este trabajo se ampliaron diferentes tipos de estabilidad, por ejemplo, estabilidad en la



media (Kai Yao et al., 2015); estabilidad en el momento (Sheng y Wang, 2014); estabilidad casi segura

(H. Liu et al., 2014); y estabilidad exponencial (Sheng y Gao, 2015).

Afortunadamente, Yao y Chen (2013) demostraron gue la solucion de una ecuacion diferencial
con incertidumbre se puede representar mediante un espectro de ecuaciones diferenciales
ordinarias. Hoy en dia, la ecuacion diferencial con incertidumbre se ha aplicado ampliamente en
muchos campos, como las finanzas (Liu, 2013), el control 6ptimo incierto (zhu, 2010) y el juego

diferencial incierto (zhang et al., 2021).

1.3.2 Conceptos fundamentales de la Teoria de la Incertidumbre de Liu
(Yang, 2018; Yang & Ralescu, 2015; Gao, 2016)
En esta seccion introduciremos algunos conceptos y teoremas de la Teoria de la Incertidumbre

presentada por Liu (2010).

Definicion 1.1. Sea £ una o-algebra en un conjunto no vacio I'. La funcién M: £ — [0, 1] se dice

medida incierta si cumple con los siguientes axiomas:

1. (Normalidad) M{T} = 1 para el conjunto universal T.
2. (Dualidad) M{A} + M{A‘} = 1 para cualquier evento A.

3. (Subaditividad) Para cualquier sucesion contable de eventos A4, A,, ... se tiene

M{ AL}S M{A} (1)
i=1 i=1

i

4. (Producto) Sean (Ty, Ly, M) espacios inciertos para k =1,2,... . La medida incierta

producto M es una medida incierta que satisface

M{lj/\k} = AM{Ak} (2)

Siendo Ay, eventos arbitrarios de £, parak = 1, 2, ... respectivamente.

Teorema 1.2. (Teorema de Monotonia) Una medida incierta Mes una funcién mondtona

creciente. Esto es que, paratodo A; < A, se tiene que:



M{A} < M{A,} (3)

Definicién 1.3. Una variable incierta ¢ es una funcién de un espacio incierto (I, £, M) al
conjunto de los numeros reales, tal que, para cada conjunto de Borel de nimeros reales, el

conjunto

{eB}={re I'§(y) € B} (4)
es un evento.

La distribucién incierta ®:R — [0,1] de una variable incierta ¢ se define como
®d(x) = M{ ¢ < x}. Ademas, una distribucién incierta se dice regular si es una funcién continua

y estrictamente creciente con respectoa x, enlacual, 0 < ®(x) <1y
lim ®(x) =0, lim &(x) =1
X—>—00 X—>+00
Sea & una variable incierta con una distribucion regular incierta @, llamamos funcion inversa

® 1(a) a la inversa de la funcion de distribucion incierta de &. Las variables inciertas

&1, &5, .., &y Se dicen independientes si:

M{ﬁ{fi EBi}}:/m\M{fi € B} (5)
i=1 i=1

para cualesquiera conjuntos de Borel By, B,, ..., B,, de nimeros reales.

Teorema 1.4. Sean &4, ¢,, ..., &, variables inciertas independientes con distribuciones regulares
inciertas @4, ®,, ..., ®,,, respectivamente. Si la funcién f(xq,x,,...,x,) €S estrictamente
creciente con respecto a xq,x,,..,Xx, Y estrictamente decreciente con respecto a
Xm+1, Xma2, - Xn, €NtONCES & = (&4,&,, ..., &) €s una variable incierta con distribucion incierta

inversa
Y1) = £(@71(@), -, Pt (@), Pty (1 - @), ., D711 — @) (6)

Un proceso incierto es esencialmente una sucesion de variables inciertas indexadas por tiempo

para modelar la evolucion de fenémenos inciertos.



Definicion 1.5. Sea T un conjunto totalmente ordenado y (T, £, M) un espacio incierto. Un
proceso incierto es una funcion X,:T x (T, £,M) — R tal que {X; € B} es un evento para

cualquier conjunto de Borel B de nimeros reales en cada instante de tiempo t.

Un proceso incierto X, se dice que tiene incrementos independientes si X, , X, — X;, X;, —

X¢,»wer Xt — X¢,_,SON variables inciertas independientes, siendo ¢, el instante inicial y

k
ty,ty, ..., ty instantes de tiempo tales que t, < t; < t, < --+ < ti. Un proceso incierto se dice que
tiene incrementos estacionarios si, para cualquier t > 0, los incrementos X , ; — X, son variables

inciertas idénticamente distribuidas para todo s > 0.
Definicion 1.6. Un proceso incierto C; se denomina proceso de Liu si

i. Cy = 0y casitodas las trayectorias de muestra son Lipschitz-continuas.
ii.  C, tiene incrementos estacionarios e independientes
iii.  Cadaincremento C, . ; — Cs es una variable incierta normal con una distribucion

incierta

mx \ ~1
d(x) = <1 + e_ﬁ> , x €R (7

Para poder trabajar con la integracién y diferenciacion de un proceso de Liu, se define la integral

de Liu de la siguiente forma:

Definicion 1.7. Sea X; un proceso incierto y C; un proceso de Liu. Para cualquier particion del
intervalo cerrado [a, b] cona = t; < t, < -+ < ty41 = b, lafinurade la particion se define como

A= 1Ta§k|ti +1 — t;|. Laintegral del Liu de X, con respecto a C; se define como:
=l=s
b k
[ X = im Y K+ o = 6 ®)
a i=1

asumiendo la existencia casi segura del limite y siendo este finito. En este caso, el proceso incierto

X; se denomina Liu integrable.

Sea h(t, ¢) una funcién continuamente diferenciable. Entonces Z; = h(t, C;) tiene un diferencial

incierto



oh oh
dz, = e (t,Cp)dt + e (t, C)dC, (9

Definicion 1.8. Sea T un conjunto parcialmente ordenado (ej. tiempo x espacio) y sea (T, £, M)
un espacio incierto. Un campo incierto es una funciéon X.: T x (T, £, M) — R tal que {X; € B} es

un evento para cualquier conjunto de Borel B de nimeros reales en cada instante de tiempo t.

1.3.3 Expresion general de la ecuacion del calor con incertidumbre

En esta seccidn, se presentara la forma general de la ecuacion del calor con incertidumbre. Estas
incertidumbres aparecen como efecto de ruidos que, en aplicaciones practicas, afectan a la fuente
de calor. Para modelar estos ruidos Yang y Yao (2017) propusieron la ecuacion del calor con
incertidumbre en una dimensién, para la cual el ruido que afecta la fuente de calor es descrito por

medio de un proceso de Liu de la forma siguiente:

Uy  ,0%Upy .
Fraie a o f(t,x)+o(t,x)C; (10)

Upx =9(x), t>0,x€R

siendo a? la difusividad térmica constante (a > 0), C, = % denota el ruido blanco, C; es un

proceso de Liu, f(t, x) es una fuente de calor, a(t, x) es el término de difusion de la fuente de
calor y ¢(x) es una temperatura inicial dada en t = 0. Yang y Yao demostraron que la solucion

para la ecuacion de calor con incertidumbre anterior es

+ 0o t + o0
Ups = j K(t,x — y)o()dy + f f K(t - s,% — y)f (s,y)dy ds
—00 0 —00

t p+o (11)
+ f f K(t—s,x—y)o(s,y)dydC;
0 J—oo
Donde K(t.x) 1 _496_22 12)
,X) = e 4a’t
2a/mt
Para una ecuacion del calor general con incertidumbre
oU; 02U, .
at,x — az axz’x e f(t, .x, Ut,x) + G(t, x, Ut,x)Ct (13)

Upy =), t>0,xER

6



donde ¢ (x) es una funcion acotada real, Yang y Ni (2019) demostraron un Teorema de Existencia
y Unicidad de la solucién, bajo condiciones de crecimiento lineal

If(t,x,w)|+|o(t,x,u)| < LA+ |u]), VxER,t=0 (14)
y con la condicion de Lipschitz:

lf(t,x,u) — f(t,x,v)| + |a(t,x,u) —o(t,x,v)| < L(u—v), VXER,t=0 (15)

para alguna constante L. Para la ecuacion (10), su solucion (11) es Gnicasi f(t,x),a(t,x) Y @(x)

son funciones acotadas.

1.3.4 El concepto de la ax-trayectoria, valor esperado y extremo para la solucién de la ecuacion

del calor con incertidumbre

En esta seccion se introduce el concepto de a-trayectoria para la ecuacién del calor con

incertidumbre, el cual es de gran importancia en la resolucién numérica de la misma.

Definicién 1.9. Sea a un numero real, tal que 0 < a < 1. La ecuacidn del calor con incertidumbre
(13) se dice que posee una a-trayectoria U¢, si esta resuelve la correspondiente ecuacion en

derivadas parciales

oug,  aUg,
ac & oxz

= f(t,x, U%) + |o(t, x, U%) |21 (a) (16)

donde @~ () es la distribucion inversa incierta normal, o sea,

V3«
d1(a) = ?ln1 —

(17

Sea ahora J(+) una funcion monoétona y U, , una solucion de (16). Definimos el valor esperado

E[J(Ur, »)] en untiempo fijo T a partir de calcular, para a;, —trayectorias, k = 1,2, ..., M, como

M
1
EUUr)] =27 D J(UF% (1)
k=1



Retomemos seguidamente algunos de los resultados presentados por Yang y Ni (2019)

relacionados con los valores extremos de la solucién de (13):

Teorema 1.10. Sean U, y U¢, la solucion y la a —trayectoria de la ecuacion del calor con
incertidumbre dada en (13), respectivamente, para cualquier tiempo t > 0 y cualquier punto x €

R. Sea ademas la funcion J(-) estrictamente creciente, entonces el supremo

Sup RJ(US. x) (19)

0<s<t x€

tiene una distribucidn inversa incierta

i@ = sup J(US ) (20)

0<ss<t x€

Asimismo, el infimo

inf ](Us, x) (21)

0<s<t x€eR

tiene una distribucidn inversa incierta

ort@ = _ inf _ J(US ) (22)

<s<t x€eR

1.4 Métodos de resolucion

1.4.1 El método de diferencias finitas

Las aproximaciones en diferencias finitas son uno de los métodos méas simples y antiguos para
resolver ecuaciones diferenciales parciales. Su version para una dimension esta dada por el
método de Euler y se amplia a dos dimensiones con los métodos de Runge—Kutta de diferentes
ordenes. El advenimiento de las técnicas de diferencias finitas en aplicaciones numéricas
comenz6 a principios de la década de 1950 y su desarrollo fue estimulado por la aparicién de
computadoras que ofrecieron un marco conveniente para tratar problemas complejos de ciencia y
tecnologia. Desde entonces se han obtenido resultados tedricos en cuanto a la precision,
estabilidad y convergencia del método de diferencias finitas para ecuaciones en derivadas

parciales (Gu et al., 2019; Robertsson y Blanch, 2020).

El método de Crank—Nicolson para resolver ecuaciones diferenciales parciales parabdlicas fue
desarrollado por John Crank y Phyllis Nicolson a mediados del siglo XX. Crank y Nicolson

(1947) consideraron un método préctico para la evaluacion numérica de ecuaciones diferenciales

8



parciales del tipo de conduccidn de calor. Fort y Frankel (1953) modificaron el esquema explicito
simple y demostraron que la variante presentada por ellos es mucho mas estable, lo que permite

utilizar pasos de tiempo mas grandes.

1.4.2 Método de Elementos Finitos

El método de elementos finitos (MEF) es un método numérico para resolver una ecuacion
diferencial o integral. Se ha aplicado a una serie de problemas fisicos, donde las ecuaciones
diferenciales gobernantes estan disponibles. Los métodos de elementos finitos para resolver
ecuaciones diferenciales parciales utilizan conceptos residuales ponderados. La idea detrés del
método de elementos finitos es dividir el dominio espacial en varios elementos geométricos
simples, como triangulos o cuadrilateros. El concepto residual ponderado se usa luego para
aproximar la funcidn de solucion sobre cada dominio de elementos finitos. Se debe tener cuidado
para asegurar la continuidad de las variables dependientes y sus primeras parciales al pasar de un
elemento a otro. Por lo tanto, las ecuaciones diferenciales parciales se transforman en conjuntos
de ecuaciones diferenciales ordinarias en el tiempo. El método es particularmente adecuado para

resolver problemas que involucran geometrias irregulares y pendientes pronunciadas.

1.5 Objetivo General y preguntas de investigacion

Los métodos numéricos anteriormente citados (Euler, Runge—Kutta, diferencias finitas y Crank—
Nicolson) son los cominmente utilizado en los cursos de ecuaciones diferenciales. Sin embargo,
las comparaciones y andlisis de estabilidad normalmente se concentran en los métodos utilizados
para la resolucién de Ecuaciones Diferenciales Ordinarias. La implementacion de los métodos de
diferencia finita y Crank-Nicolson es poco estudiada, usualmente por razones de tiempo docente.
Siendo asi, las diferencias en estabilidad y precision de los resultados queda quizads en una

mencion en las clases tedricas, pero nunca vista en la préactica.

En el presente trabajo nos hemos planteado las siguientes preguntas

e Cudl es la calidad de la solucién obtenida al aplicar el método de Crank—Nicolson para
resolver la ecuacion de calor con incertidumbre?

e ;Cuadl es el costo computacional al aplicar el método de Crank—Nicolson para resolver la
ecuacion de calor con incertidumbre?

e Es mateméticamente estable el método de Crank—Nicolson en la resolucion de la

ecuacion del calor con incertidumbre?



Siguiendo estas preguntas, surge la siguiente hipétesis: ElI método de Crank—Nicolson es méas
eficiente que el de Runge—Kutta, al aplicarlo para la resolucion de la ecuacién unidimensional del

calor con incertidumbre.

Para responder a lo anterior, nos hemos planteado como objetivo: Implementar el método de
Crank-Nicolson para la resolucién de la ecuacion unidimensional del calor con incertidumbre y
mostrar este desarrollo a estudiantes de cuarto semestre carrera de telecomunicaciones de la

Escuela Superior Politécnica de Chimborazo.

1.6 Objetivos especificos
Este objetivo general puede plantearse a partir de tres objetivos especificos:
a) Determinar la calidad de la solucién obtenida al aplicar el método de Crank—Nicolson
para resolver la ecuacién de calor con incertidumbre.
b) Determinar la estabilidad del método de Crank—Nicolson para resolver la ecuacion
unidimensional del calor con incertidumbre.
c) Determinar el costo computacional al aplicar el método de Crank—Nicolson para resolver

la ecuacion de calor.
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CAPITULO II

2 MARCO TEORICO

2.1 Antecedentes del problema
2.1.1 Ecuacion del calor unidimensional
Una ecuacion en derivadas parciales (EDP) de la forma

ou
= LU (23)
ot

donde t usualmente denota el tiempo y L es un operador diferencial eliptico en una o mas variables
espaciales, se denomina ecuacién parabodlica. En su forma candnica general, la ecuacion
parabdlica puede expresarse como

62 U 2 2
a(x,t) o + b(x,t) EIET: +c(x,t) 2z + términos de orden inferior

= f(t,x)

(24)

dénde b? — 4ac = 0 en todo el dominiode x y ¢.
Entre las ecuaciones parabdlicas, una de las mas estudiadas es la ecuacion general del calor:

oU
= = V(BVU) + (6, %) (25)

siendo B un coeficiente de difusion y f(x,t) una fuente de calor. Para el caso unidimensional la

ecuacion del calor tiene la forma

U 02U

— =f— 26
5t Bax2+f(t,x) (26)

En los problemas dependientes del tiempo, usualmente se especifica una condicion inicial en t =

0, o0 sea, para el caso unidimensional esto seria:

U0,x) = ¢(x) (27)

11



Ademés de esta, se prescriben condiciones de contorno en la frontera del dominio de x. Por

ejemplo, podriamos dar condiciones de Dirichlet para a < x < b de la forma

U(t,a) = g1(t), UL, b) = g2(0) (28)

Para que exista consistencia entre la condicién inicial y las condiciones de contorno debe

cumplirse que

p(a) = g1(0), @) = g,(0) (29)

Entre los métodos més comunes de resolucion de la ecuacion parabdlica se encuentran los

métodos de diferencias finitas, particularmente:

e Los métodos de Euler hacia adelante y hacia atrés.

e El método de Crank-Nicolson y el método 6.

En las siguientes secciones describiremos estos métodos.

2.1.2 Diferencias hacia delante, hacia detras y centrada
La expansion de Taylor es la herramienta mas importante en el andlisis de los métodos de

diferencias finitas. Con esta, una funcién u(x) puede ser escrita como una serie infinita:

h? hk
u(x + h) = ux) + hu'(x) + 7u”(x) + -4 Fu(k)(x) + (30)

si u es infinitamente diferenciable. En el caso en el que u sea diferenciable hasta el k-ésismo

orden, se tiene que:

2 k

u(x + h) =ulx) + hu'(x) + h?u”(x) + -+ %u(k)(f) (31)

donde x < ¢ < x + h. Las derivadas implicadas en una ecuacion diferencial pueden representarse
por medio de féormulas de diferencias finitas, una vez discretizado el dominio. Con esto se
obtienen sistemas algebraicos (lineales o no lineales). Hay varios tipos de formulas de diferencias
finitas, pero en general, la exactitud del método dependera del valor de h, el cual es normalmente

un numero real muy pequefio.

12



Consideremos primeramente la primera derivada u'(x) de cierta funcion u(x) en el punto x

usando los valores del entorno u(x + h), donde h es el paso utilizado en la discretizacion del

dominio. En esta aproximacion se utilizan tres formulas muy comunes:

¢ Diferencia hacia delante: u'(x) ~ A u(x) = w
e Diferencia hacia atrés: u’ (%) ~ A_u(x) = w
u(x+h)—u(x—h)

e Diferencia centrada: u'(x) ~ du(x) = o

(32)

Geométricamente, estas expresiones representan la pendiente de las rectas secantes en los

puntos Xy ix + h, para el caso de las diferencias hacia delante y hacia atras, y en los puntos X — h

y X + h para el caso de la diferencia centrada. Estas pendientes tienden a la pendiente de la recta

tangente cuando h — 0.

En la seccion 0 se ofrecen los fundamentos de la teoria de errores para los métodos de diferencias

finitas. Para determinar cuan cercanas se encuentran A, u(x) y A_u(x) de u'(x), podemos hacer

uso de la serie de Taylor (31) hasta el segundo orden.

2
u(x + h) = u(x) + hu'(x) + h?u”(f)

Por lo que obtenemos una estimacion del error:

u(x + h) —u(x)
h

1
Fa(h) = —u(® = u"©h = 0(R)

para el caso de la diferencia hacia adelante y

u(x) —u(x —h)
- _

1
Ea(h) = u(® = —5u"(Oh= 0

para el caso de la diferencia hacia atréas.

(33)

(34)

(35)

Para estimar el error de la diferencia centrada procedemos de forma similar, pero consideremos

el desarrollo de Taylor hasta el término de cuarto orden:

2 3

_ _ . h . h . h*
u(x + h) = u(x) + hu'(x) + Eu”(x) +—u""(®) + —=u® (@)

6 24
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h?2 K3 h*
w(E— ) = u® — h' () + - u'(®) — = w” () + o u® )

lo cual conduce a:

u(x +h) —u(x—h)

Ec(h) = h

—u(x) = 1u”’(a?)h2 = 0(h?) @37
6

lo que indica que la diferencia centrada tiene un orden de precision de segundo orden.

Podemos aplicar un operador de diferencia finita dos veces para obtener la formula de diferencia
finita que aproxima una derivada de segundo orden u"(x). Por ejemplo, la diferencia finita

centrada resulta

w() ~ 62u(n) = LET 21;1(5) G (38)

Enunintervalo a < x < b discretizado, si se emplea la notacién

. b—a
x;=a+ih, h= T i=01,..,n (39)

Con esta notacidn, las formulas de diferencias finitas presentadas en (32) se escribirian como

o Diferencia hacia delante: uj ~ ==
. . . LT Ui—Uj—1

o Diferencia hacia atras: u; ~ — (40)
. . e Uit1—Ui—1

o Diferencia centrada: u; ~ —

donde w; = u(x;) y u; = u'(x;). Asimismo, la derivada de segundo orden dada en (38) se
escribira como
po Uim1 = 2Up — Ujyg

ui ~ h2 (41)

En las siguientes secciones veremos cdmo se aplican estas diferencias finitas a la ecuacion

parabdlica.

2.1.3 Métodos de Euler aplicados a la ecuacion del calor unidimensional
Retomemos la ecuacion del calor unidimensional dada en (26) con condiciones iniciales y de
frontera (27) y (28).
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oU 92U
R =2 + f(t,x) (42)

U(a,t) = g:1(8), U, t) = g,(t), U(x,0) = ¢(x) (43)
Buscamos una solucién numérica para U(x, t) en cierto intervalo de tiempo 0 <t < T. Como

primer paso, generamos una rejilla discretizando el dominio de forma similar a como se presentd
en (39):

(44)

En el dominio discretizado se denotard U; ; = U(¢;, x;). Igualmente f; ; = (¢, x;).

El segundo paso es aproximar las derivadas con las férmulas de diferencias finitas presentadas en
(40) y (41). Utilizaremos la expresion de diferencia finita centrada para la variable espacial y

presentaremos dos variantes para la aproximacion de la derivada temporal.

2.1.4 Método de Euler hacia delante
Comenzaremos utilizando la expresion de diferencia finita hacia adelante para aproximar la

derivada temporal, 0 sea

U _ Uijy1 — Uiy

T 4
De esta forma, la ecuacion (42) queda escrita como
Ui'jﬂl__ all =p Ui = Z}Iljzi'j ~ Uiy +fij+Tij (46)
Aqui T; ; representa el error de truncamiento local, el cual sera
T(t,x;) = —’f—zﬁ% (t;, %) + % (t;,x;) + - (47)

por lo que la discretizacion sera de orden 0(h? + 7).
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Cuando j = 0 estaremos en la condicion inicial U;  y, a partir de los valores de U; ; en el nivel j

se podréan calcular los del siguiente nivel j + 1 como

Ui—1,j = 2Uij = Uiy
hZ

Las soluciones de las ecuaciones de diferencias finitas seran obtenidas directamente de la
aproximacién de la solucion en pasos temporales previos, sin necesidad de resolver un sistema

algebraico de ecuaciones, como veremos que ocurre en los casos posteriores.

2.1.5 Método de Euler hacia atras
Emplearemos ahora la expresion de diferencia finita hacia atras para aproximar la derivada

temporal, 0 sea

U _ Uij—Uij

= 49
at T ()
De esta forma, la ecuacion (42) queda escrita como
Ui — Ui Ui_1;—2U; ;i — Upyq
L] 1,j—-1 :B i-1,j L] i1+1,j +ﬁJ (50)

T h2

con error de discretizacion T; ; = 0(h? + 7). Por cuestiones de conveniencia, expresemos la
ecuacién anterior como
Uijr1—Uij Ui—1,j41 = 2U; j41 = Uigq j41

T =k h2 +fij+v J=01,.. (51)

Como puede apreciarse, a diferencia del caso anterior, en este no podemos obtener el valor de

U;,j+1 en términos del instante de tiempo anterior, puesto que todos los términos en el paso j + 1

estan acoplados. En su lugar, se necesitara resolver un sistema tridiagonal de ecuaciones, para

poder aproximar la solucion. Este sistema, en forma matricial, puede escribirse como:
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1+2r —r [ Upjer
-1 1+ 2r -1 Uz,j+1
-r 1+2r -r Usjer |_
—r 1+42r -7 Un—2,j+1
-1 1+ 2r -Un—l,j+1-

(52)
Uy, + Tf1,j+1 +791,j+1

Uy j+ 1f2j41
Usj+ 1f341

Un-2,j + Tfn-2j+1
[ Un_1,j + Tfn-1,j+1 + 792, j+1.

donde g1 j+1 = 91(tj+1) Y 92,541 = 92(t5+1) son las funciones que determinan las condiciones

de frontera.

2.2 El método de Crank-Nicolson aplicado a la ecuacién del calor con incertidumbre

En esta seccion se presentard la formulacion para el método de Crank-Nicolson de la ecuacién
del calor con incertidumbre. Primero se presentara el método para una ecuacion del calor simple,
de la forma:

0Vt 0Us
ot 0x2

= f(t,x,Upy) (53)

Se denotaran como h y T a los espacios espacial y temporal, respectivamente. De esta forma, el
dominio quedara discretizado con los puntos x; = jh, t; = it, i,j € N. El resultado de evaluar las

funciones U y f en dichos puntos se denotara por U; ; Y f; ;, 0 sea, U; j = Utin; ¥ fij = f (i tis

Uti,x]') .

El esquema de diferencia hacia delante de Euler se representa como

Uiyr,j — Uij 2 Upjr = 2Uij + Uija _
T h? v (54)
Uoj = (%)

Podemos reescribir la ecuacion (54). para obtener el término U_(i+1,j) como

Ui+1,j = (1 - ZT')Ui’j + TUL',]'+1 + rUi,j—l + Tfl',j (55)

Ta?

donde r=— Se tiene ademas que, para la diferencia hacia adelante (55) su error de

truncamiento es O (t + h?) y la condicion de estabilidad es r <

N | =
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La diferencia hacia atras, por su parte, tiene la siguiente forma:

Uij= Uirrj o Uijr1 = 2Uij + Uijoa _

T h? = Jus (56)
Upj = ¢(x))
Esto es
Ui—l,j = (1 + ZT)Ui’j - TUL',]'+1 - TUi,]'—l - Tfi,j (57)

Siendo el error de truncamiento O(t + h?) y siendo incondicionalmente estable.

Reescribiremos la ecuacion (54) como

Uij— Ui 2 Uis1j+1 T Uizqjo1 — 2Ui45
T h?

= fii1; (58)

para tomar una combinacién convexa de las expresiones (56) y (58) con coeficientes 6 € [0,1] y

1 — 6 respectivamente, obteniendo:

p Ui'j+1 + Ui,j—l B 2Ui.j
2 h2
(1 _ 9) Ui—l,j+1 + Ui—l,j—l - 2Ui—1.j (59)

W2
=0f,j+ (1 —0)fi_;

Uij = Ui-1j +

T

a

Esto es

(1+2r0)U;j — 70U, jyq —10H; ;1 — T0f;
= 1(1=0)Ui_1jy1 +[1—2r(1 = 0)]U;_q (60)
+ T(l - Q)fl'—l,j + T(l - H)Ui—l,j—l

Cuando 6 qt%, el error de truncamiento de (60) es O(t + h?), cuando 6 =% el error de

truncamiento es 0(t? + h?). Nétese ademas de la formula (60) es la diferencia hacia adelante

cuando € = 0y la diferencia hacia atras, cuando 6 = 1.

1 z , . .
Cuando 8 = b la férmula (60) es llamada el método de Crank-Nicolson, el cual resultaria como

_rUi,j+1 + 2(1 + r)Ui,j - rUi,j—l - Tfi,j (1)
61
=21 —1)Uj_qj +71Ui_q 1 +7Ui_qjq + Tfizq)j

Debe notarse que la expresion (61) es un método implicito. Para cada i — 1, si se desea obtener

los proximos valores U, ;, debe resolverse un sistema de ecuaciones. Resaltemos, ademas, que la
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expresion (61) es incondicionalmente estable cuando 6 € [%1] mientras que si 6 € [0%) la

condicion de estabilidad es:

2r < (62)

1-20

O sea, que el método de Crank-Nicolson sera incondicionalmente estable.

Podemos proseguir, a continuacion, a aplicar el método de Crank-Nicolson para resolver la
ecuacion (10). Si f(-) y a(-) satisfacen las condiciones de Lipschitz, y la condicion inicial esta
determinada por una funcion ¢(x) acotada, entonces la solucion a la ecuacion (10) seré unica.
Ademas, posee una a —trayectoria asociada a la solucién de la ecuacion (16). Para mayor

simplicidad denotemos:

h“(x, t, ng) = f(t,x, ng) + |a(t, X, ng)|d>_1(a) (63)

con lo cual, la ecuacion (63) quedara escrita como

U7y Uy (64)
TRl G2
U&x = ¢(X)

2.2.1 Algoritmos de Crank-Nicolson para el calculo de las a —trayectorias, el valor esperado
y el valor maximo.

Para obtener la distribucion incierta inversa o la @ —trayectoria de la solucién de la ecuacion del

calor con incertidumbre, se disefia un algoritmo de Crank-Nicolson, el cual se muestra a

continuacion (Liuy Hao, 2022).

Tabla 1-2: Algoritmo de Crank-Nicolson para obtener las a —trayectorias asociadas a la ecuacion
(10).

Paso 0. DominioD = {(t,x)|[0 <t <T,0<x <L}

Paso 1. Entrar dos enteros positivos m y n, y definir los pasos temporales y

. T L -
espaCIaIes T= m’ h = o respectivamente.

Paso 2. Construir la malla asignando t; = it,i = 0..m, xj = jh,j=0..n.

Paso 3. Escoger a € (0,1).
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Paso4.  Caleular U, ; (i=0..m—1,j=0..n)como
Ufs10 = A =1U + U + Thi
—rUf 11 20+ UL — U jo — Thisy )
=21 —nUY + 71U + 71U +Th, (65)
j=1..n-1
frin = A =1UG +1U5_ +Th,
Paso 5. Repetir los Paso 3y Paso 4 para diferentes valores de «

Paso 6. Obtener la a —trayectoria.

Realizado por: Lascano, Edisson, 2023.

Para obtener el valor esperado, segun la ecuacion (16) y utilizando una funcién J(-) monétona,

puede aplicarse el siguiente algoritmo:

Tabla 2-2: Algoritmo para el célculo del valor esperado utilizando el método de Crank-Nicolson

Paso 0. DominioD = {(t,x)|[0 <t <T,0<x <L}

Paso 1. Entrar dos enteros positivos m y n, y definir los pasos temporales y

. T L - . e . ,
espaciales T = — h = -, respectivamente. Inicializar k = 0y establecer un nimero

T n
M de iteraciones.

Paso 2. Construir la malla asignando t; = it,i = 0..m, x; = jh,j = 0..n.

Paso 3. Hacerk=k+1y a=%.

Paso 4. Caleular Uy, ; (i=0..m—1,j =0..n) como
Ufi10 = A —1U + U + Thi
—rUf1 01 20+ DU —TUS jo — This )

=2(1—-nUZ +1Uf

fiv1 T TUY_y + ThY (66)

i,j’
j=1..n-1

Uio-[i-l,n =(1- r)Ui(f{n + rUi‘ftn—l + Thgn
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Paso5.  Obtener la U%x]. (j =0,1,...,n) y regresar al Paso 3 hasta que k > M.

Paso 6.  Calcular E = [] (UT,xj)] = ﬁ Mot (Uﬁx])

Realizado por: Lascano, Edisson, 2023.

Ademas, atendiendo a los resultados del Teorema 1.10, podemos también establecer un algoritmo
para el calculo de los valores extremos de la solucion de la ecuacion del calor con incertidumbre
dada en (13):

Tabla 3-2: Algoritmo para el célculo de los valores extremos utilizando en método de Crank-
Nicolson

Paso 0. DominioD = {(t,x)|[0 <t <T,0<x < L}

Paso 1. Entrar dos enteros positivos m y n, y definir los pasos temporales y

. T L .
espaciales T = — h= ! respectivamente.
Paso 2. Construir la malla asignando t; = it,i = 0..m, x; = jh,j = 0..n.

Paso 3. Tomar 0 < a < 1. Inicializar i = 0.

Paso 4. Definir

S = max{] (go(xj)), j=0,1, ...,n}
1=min{J (¢(x)), j=01,..,n}

Paso5.  Caleular U, ; (i=0..m—1,j=0..n)como

Ufs10 = A =1U + 17U + Thi

—rUf 11 20+ UL — U jo — This)
=2(1- r)Ui‘f‘j + rUl-f”jJr1 + rUl-f”j_1 + Thffj, (67)
j=1..n-1

Ufirn = A =1)U, +1U75_1 +Th,
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Paso 6. Calcular
S =max{S,J(Ufiy,), j=01,..,n}

I'=min{l,J(U%;,), j=01,..,n}

Incrementari =i+ 1

Paso 7. Repetir Paso 5-Paso 6 n veces

Realizado por: Lascano, Edisson, 2023.

En la siguiente seccién se muestran algunos problemas de aplicacién donde se ilustran los

resultados de aplicar los algoritmos anteriores.

2.3 Ejercicios de aplicacion
2.3.1 Ejemplos de a —trayectorias.
En esta seccidn se presentaran algunos ejemplos de los calculos de las a —trayectorias, segun el

algoritmo dado en la Tabla 1-2.
Ejemplo 1.

Consideremos la ecuacion del calor con incertidumbre de la forma (10) con f(¢,x,U,,) = 0,

o(t,x, U ) = ety ¢(x) = 0. El problema equivalente para la a —trayectoria sera:

oU¢, zc')ng a1
5t —a 9x = le7 D07 (a)

Usx=0, t>0,x ER

(68)

Para el célculo de las a —trayectorias como solucién de (64) tendremos que h(t, X, Uto_‘x) =et,
Nos concentramos en el dominio D = {[0,1] x [0,1]}, con una rejilla formada por m = 150
puntos temporales y n = 10 puntos espaciales. El algoritmo se implementd en el software
MATLAB, aunque también funciona en el software libre Octave y demord 0.3540 s en ser

ejecutado, consumiendo 1447.09 MB de memoria.
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0.15 «

0.1 4

0.05

t 0 0 : X

Grafico 1-2: Solucion Uy, de la ecuacion (68) con a = 0.6,

utilizando el método de Crank-Nicolson

Realizado por: Lascano, Edisson, 2023.

Ejemplo 2.

Consideremos ahora f(t,x, U ;) = e~ sin(x), o(t,x, Uy ) = 1 + cos(x) y ¢(x) = sin(x).

oUx oUx
LY _ g2 5% = o=tgin(x) + |1 + cos(x)|® 1 (a)
ot 0x?

Ugy =sin(x), t>0,x ER

(69)

Se trabaja en el dominio D = {[0, 1] x [0,10]}, con una rejilla formada por m = 200 puntos
temporales y n = 200 puntos espaciales. ElI programa demord 0.2510 s en ser ejecutado,
consumiendo 1632.32 MB de memoria.

Ejemplo 3.

Mostremos por Gltimo el caso en que f(t,x,U, ) = 2sin(3x), o(t,x,Usy) =€ty @(x) =

e* sin(x).

ouf,  ,0Uf ] i1
5t —a Ep = 2sin(3x) + e *|®7 ()

Ugy = e*sin(x), t>0,x ER

(70)
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Grafico 2-2: Solucion UY, de la ecuacion (69) con a = 0.7,

utilizando el método de Crank-Nicolson

Realizado por: Lascano, Edisson, 2023.

Grafico 3-2: Solucion Uy, de la ecuacion (70) con a = 0.3, utilizando

el método de Crank-Nicolson

Realizado por: Lascano, Edisson, 2023.

2.3.2 Valores esperados
En esta seccién mostraremos algunos resultados de aplicar el algoritmo dado en la Tabla 1-2 para
el calculo del valor esperado. En todos los casos consideraremos que la funcion monétona sera

J(x) = x.
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Comencemos con el ejemplo 1 dado en la seccion anterior. Este resultado esté reflejado en el
Graéfico 4-2.

=17
10 210 : : :

1

Valor esperado para T
[}
—

5 1 ) L
0 5 10 15 20

X
Gréfico 4-2: Valor esperado para la ecuacion (68), tomando

t € [0,1],x € [0,20],m = 200,n = 200

Realizado por: Lascano, Edisson, 2023.

Para el Ejemplo 2 se observa un comportamiento sinusoidal de los valores esperados. Este se
muestra en el Grafico 5-5. Este comportamiento tiene sentido, teniendo en cuenta los resultados

de la solucién mostrados en la solucién mostrados en el Grafico 5-2.

Para el Ejemplo 3 el valor esperado esté reflejado en la siguiente figura:

0.8

0.6

1

0.4

0.2

0

-0.2

Valor esperado para T

-0.4

-0.6

0.8 . . .
o} 5 10 15 20
X

Gréfico 5-2: Valor esperado para la ecuacion (69), tomando
t €[0,1],x € [0,20],m = 200,n = 200

Realizado por: Lascano, Edisson, 2023.
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0.35

0.3

0.25

=2

0.2

0.15

0.1

0.05

Valor esperado para T

-0.05

-0.1

-0.15 ' ' '
0 0.5 1 1.5 2

Graéfico 6-2: Valor esperado para la ecuacién (70), tomando t €
[0,2],x € [0,2],m = 400,n = 20

Realizado por: Lascano, Edisson, 2023.

2.3.3 Valores extremos

Para los ejemplos discutidos en esta seccion también podemos presentar los valores extremos,
siguiendo el algoritmo dado en la Tabla 3-2. Estos se muestran en las figuras correspondientes a
los ejemplos 1, 2 y 3 respectivamente.

2 T T T T

Max value
Min value

051 1

05 J

\alores extremos
=}
:
L

1.5 b

2 . . . .
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

3
Gréfico 7-2: Valores extremos para la ecuacion (68),

tomando t € [0,1],x € [0,20], m = 1000,n = 200

Realizado por: Lascano, Edisson, 2023.
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Grafico 8-2: Valores extremos para la ecuacion (69),
tomando t € [0,1],x € [0,20],m = 200,n = 200

Realizado por: Lascano, Edisson, 2023.
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CAPITULO Il

3. METODOLOGIA DE INVESTIGACION

El Método de Elementos Finitos (MEF) fue desarrollado para resolver complicados problemas de
la ingenieria, destacandose los problemas de elasticidad y modelos de mecénica estructural que
involucran ecuaciones en derivadas parciales y geometrias complejas. Pero en nuestros dias, el
rango de aplicacion es bastante extenso. Para introducir el método, comencemos por el caso

unidimensional

—u"(x) = f(x), 0<x<1, u@=0 u=1 (71)
dénde Q es un dominio acotado en el plano (x, y) con frontera 91Q.
Para este problema existen, al menos, tres formulaciones diferentes:

1. Laformulacion diferencial, planteada con la ecuacion original.

2. La formulacion variacional o formulacién débil.
1 1
j u'v'dx = f fvdx (72)
0 0

para cualquier funcion v € H3(0,1), el espacio de Sobolev para las funciones integrales. EI MEF

correspondiente a esta formulacién se denomina Método de Galerkin.

7

6 -

= Max value
= Min value

Valores extremos
[#%]

-1 . . . .
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Grafico 1-3: Valores extremos para la ecuacion (70), tomando
t €[0,1],x € [0,2], m = 400,n = 20

Realizado por: Lascano, Edisson, 2023.
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3. Laformulacion de minimizacién

11
. - N2 _
i [ Go = o) ar) o2

El MEF correspondiente a esta formulacién se denomina Método de Ritz.
Puede demostrarse que estas tres formulaciones son equivalentes.

3.1 Descripcion matematica

En esta seccion presentaremos las componentes basicas del MEF para el problema unidimensional
(71). Comenzaremos por definir una malla de puntos en el intervalo de interés de la forma 0 =
X1, X3, ..., X, = 1. Tendremos ademas el paso espacial h = x;,; —x;, i=0,1,..,n— 1. Estos

elementos se denominan:
e x; se llamara nodo,
e (x;,x;41) Se llamara elemento,

o h= onax h; es el tamafio de la malla, la cual es una medida de cuan fina es la
<isn-—

particion.
Dado que la solucion esta en un espacio V € H} (0,1), basados en la malla, nos interesara construir
un subespacio V;, de dimension finita contenido en V de forma que el problema discreto esté
contenido en el problema continuo. Los distintos espacios de dimension finita generan diferentes
soluciones de elementos finitos. Como V,, tiene una dimension finita, podemos encontrar un

conjunto de soluciones base

b1, b2, s Pp-1 CVp (74)
que seran linealmente independientes, o sea
n-1
Z ajp; =0 = a,=a,==ay_1=0 (75)

j=1
Por tanto, V,, estara generado por las funciones base ¢;, esto es:
n-—1

Vi = {vp(0): vp(x) = Z a;Q; (76)

j=1
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El espacio de dimension finita méas simple es el de las funciones continuas a trozos sobre una
malla, con igual valor en los extremos. En el caso del intervalo [0, 1] esto seria v, (0) = v, (1) =
0.

Es conocido que una funcion lineal [(x) en un intervalo (x;, x;,,) esta Unicamente determinada
por sus valores en los extremos del intervalo:
X = Xit+1 X — Xj
1) = 1) ———+ U(x41) ———— ()
Xi = Xi+1 Xi+1 — Xi

Se cuenta con n — 1 valores de nodos [(x;) para una funcidn lineal continua a trozos. Ademas, se
tiene que I(xg) = I(x;,)) = 0. Dado un vector [I(x;),l(xy), ...,1(x,_1)]T € R* 1, se puede
CoNstruir vy, € V, tomando v, (x;) = I(x;), i = 1,...,n — 1. Por otra parte, dada v, (x) € Vj
obtenemos el vector [v(x;),v(xy),..,v(x,—1)]T € R* 1. Por tanto, existe una relacion

inyectiva entre V,, y R™~1. Por lo que podemos afirmar que V}, tiene dimension finitan — 1.

El espacio de dimension finita puede ser generado por un conjunto finito de funciones base. Por
supuesto que hay un namero infinito de funciones base, pero debemos escoger uno tal que:

e Seasimple.
e Su imagen sea compacta, esto es, que sea cero en casi todo el dominio excepto en una
pequefia region.

e Sea continua y diferenciable en todo su dominio (excepto en los nodos).

El conjunto mas sencillo de funciones es una funcion que satisfaga

$:i(x) =1, ¢i(x;))=0, j=0,1,..,i—1i+1,..,n (78)

Estas pueden representarse simplemente como ¢;(x;) = &/ . Siendo as, la funcion en el intervalo

(0,1), queda descrita como (ver Grafico 2-3).

0, six <x;_1
X = Xi—1 .

e Sixj_g < x<x;

_ i
¢i(x) - X: - X (79)
i+1 .

—, six; <x <Xxj4q
hiv1
0, sixj;q <x
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La solucion de elementos finitos buscada sera

n—-1
() = ) &) )
j=1
o o) o O
xo =0 X1 X> X; Xy =1

Gréfico 2-3: Diagrama de una malla y las funciones base descritas en (79)

Realizado por: Lascano, Edisson, 2023.

Con esta, ambas formulaciones, la de minimizacion o la débil, pueden ser utilizadas para derivar

un sistema de ecuaciones lineales para los coeficientes a;. En particular, usando las funciones ¢;
dadas en (79) tenemos

n-1

up(xy) = Z ajp;(x;) = a;p(x) = a; (8154)

=1

Como se menciond anteriormente, para unas funciones base generales, la formulacién del método

da lugar a un sistema de ecuaciones lineales. Para ello necesitamos conformar:

e La matriz de coeficientes A = {al-j} = {f; ¢{¢]’-dx}, usualmente Ilamada matriz de
rigidez para las derivadas de primer orden.

e El vector independiente F = {f;} = { fol fiqjidx}, usualmente llamado vector de carga.

El procedimiento para formar A y F es una parte crucial en el proceso de elementos finitos. Para

el problema de estudio, una forma es ensamblando elemento por elemento:

(x0,x1)  (x1,%2) o (i1, X) o (X1, X9) (82)
Q Q, Q; Q,

La idea es separar la integracion en cada uno de los elementos de forma que, para cualquier

funcion integrable g(x) se tiene
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folg(x)dx _ Z]’”‘ g(0)dx = ngkg(x)dx (83)

Xk—1

Por tanto, la matriz A puede escribirse como:

- fol(dJi)zdx foldJid)édx f‘i’i%—ldx-

A= fol‘l’é‘l’idx fol(%)zdx folf.béf.béqu

| it | o aoie | 1<¢;1;1)2dx_

- X1 X1 X1 7
[ worar [ Ceigar . | pinax
xO xO xo

X1 X1 X1
_ prprdx (P5)%dx ... Prpp_1dx
o : o : - o : (84)
L . S
| phadiax [ onagrax . [ @
L/ xq Xo Xo -
+ .

- X Xn Xn -
[T @vrax [T eisar | gighadn
Xn—1 Xn-1 Xn-1

Xn Xn Xn
N B B R C 2 A
Xn—1 Xn-1 Xn-1
Xn Xn Xn :
[ diiar | gnassax [ @hiax
LY/ X1 Xn-1 Xn-1 -
Asi mismo, el vector F se podré calcular como
- 1 - - X1 E - Xn B
[ rus | e [ o
0 Xo Xn-1
1 X1 Xn
F= ff(pzdx =| ) TP | [¢dx (85)
0 . xo . xn_l-
) . xl . xn .
[ fonaax| |[ Foustx| [ i
Lo 1 Uy, | s |

3.2. MEF para problemas parabdlicos.
Podemos aplicar el MEF para resolver problemas dependientes del tiempo usando dos

aproximaciones: una variante es discretizar el espacio de las variables usando el método de
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elementos finitos, mientras que el espacio temporal se discretiza usando el método de diferencias
finitas. Esto es posible si la ecuacion es separable. Otra via es discretizar ambos espacios, espacial
y temporal, usando el método de elementos finitos. En esta seccidn explicaremos brevemente la
primera variante que es ademas mas sencilla de implementar.

Tenemos un problema de la forma ( 53) con condiciones iniciales y de frontera

ou_,ou_
5 aw—f(,x)

U0,x) = ¢(x), U(xy,t) = U(t,x) =0

(86)

Para aplicar el método de Galerkin a esta ecuacién comencemos por multiplicar ambos miembros
por una funcion de prueba v(x) € C3[x,,x,] € integrar. Esto nos lleva a la formulacion débil de

la ecuacién en derivadas parciales.

j (G~ 52 vt = ff (b xodx (87

0

Como es usual, se aplica la integracion por partes una vez para transformar el segundo término

del miembro izquierdo. Esto es:

jxl , 0U 0d ,0U ()"1+ , (F1oU ov (€8)
a"—vXx)ax = —a"-— vXx a — -—ax
X,  0x? 0x %o x, 0x Ox
Dado que la funcién v(x) se anula en los extremos, tendremos que
f"l , 0U (0)dx = zfxlau 6vd
N a® o v(xdx =a . 9x o X (89)
por lo que la ecuacién (87) se transforma en
f"l (OU () + ,0U 6v>d fxlf(t o) 0)
—v(x)+a‘— —)dx = ,x)v(x)dx
x, \Ot Ox 0x X

Esta es la forma débil de la ecuacion del calor. Como se indic6 anteriormente, se tomaran n — 1

funciones base ¢; para expresar la solucion como:

n—-1

Un(6) = ) () (91)

j=1

Como la solucion depende de t tendremos que asumir que esta dependencia se encuentra reflejada

en los coeficientes a;, es decir
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n-1

Un(x) = ) () 92)

j=1

Sustituyendo esta solucion aproximada, junto con la funcion v(x) = ¢;(x) en la forma débil,

tendremos

x, (2t nl de;(x) de;(x)

[ 1D @00,me00 +a Y g 2 2002 ax

o= j=1 (93)

= [ rexein

Si se introducen las matrices

Mi,j:f 1¢j(x)¢i(x)dx: K;;= f 1a2¢ii—(;)%dx (94)
y el vector F(t) cuya j —ésima entrada es

RO = [ e (95)

la ecuacion (93) se puede escribir como un sistema de ecuaciones diferenciales en forma matricial
Ma'(t) = —Ka(t) + F (96)

La condicidn inicial para este sistema de ecuaciones estara definida a partir del cumplimiento de

la relacion
n-1 n—-1
Un©02) = ) (09,0~ ) 0(x)d;@) ©7)
j=1 j=1

3.2.1 Algoritmos de Galerkin para el calculo de las a —trayectorias, el valor esperado y el valor

maximo.

Para obtener la distribucion incierta inversa o la a —trayectoria de la solucion de la ecuacion del
calor con incertidumbre, se disefia un algoritmo de Galerkin como el descrito anteriormente y se
procede de forma similar a los algoritmos mostrados dados en la Tabla 1-2: Algoritmo de Crank-

Nicolson para obtener las a—trayectorias asociadas a la ecuacion (10)., Tabla 2-3 y Tabla 3-3.
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Tabla 1-3: Algoritmo de Galerkin para obtener las @ —trayectorias asociadas a la ecuacion (10).

Paso 0. DominioD = {(t,x)|[0 <t <T,0<x <L}

Paso 1. Entrar dos enteros positivos m y n, y definir los pasos temporales y

. T L
espacialest =—, h =

m’ n

, respectivamente.
Paso 2. Construir la malla asignando t; = it,i = 0..m, x; = jh,j = 0..n.
Paso 3. Escoger a € (0,1).

Paso 4. Escoger las M funciones base @,

() $r ()
Paso5. My = [ i(i(dx, Ky = [ a? 2P Fi() =

Jo (&0 i () dx
Paso 6. Resolver la ecuacion diferencial Ma'(t) = —Ka(t) + F
Paso7.  Calcular Uf; (i =0..m—1,j =0..n) como U%; = ¥i; ax(t)dr(x;)
Paso 8. Repetir los Paso 3y Paso 4 para diferentes valores de «

Paso 9. Obtener la a —trayectoria.

Realizado por: Lascano, Edisson, 2023.

Para obtener el valor esperado, segun la ecuacion (16) y utilizando una funcién J(-) monétona,

puede aplicarse el siguiente algoritmo:

Tabla 2-3: Algoritmo para el calculo del valor esperado utilizando el método de Galerkin.

Paso 0. DominioD = {(t,x)|[0 <t <T,0<x < L}

Paso 1. Entrar dos enteros positivos m y n, y definir los pasos temporales y
. T L . « e e ,
espaciales T = — h= —, respectivamente. Inicializar k = 0y establecer un namero
M de iteraciones.

Paso 2. Construir la malla asignando t; = it,i = 0..m, x; = jh,j = 0..n.

Paso 3. Hacerk=k+1y a=%.

Paso 4. Escoger las M funciones base @,
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Paso5. M, = f;i)l b1 ()i () dx, Kyje = [ a? ¢z_(x)¢(k1_ix) dx, Fi(t) =

X0 dx
ol £ & )¢ (0)dx
Paso 6. Resolver la ecuacion diferencial Ma'(t) = —Ka(t) + F
Paso7.  Calcular Uf; (i =0..m—1,j=0..n)como Uf; = X, ax(T)r(x;)

Paso 8. Regresar al Paso 3 hasta que k > M.

Paso 9. CalcularE = [] (UT,x].)] = ﬁ e (Uﬁx])

Realizado por: Lascano, Edisson, 2023.

Ademas, atendiendo a los resultados del Teorema 1.10, podemos también establecer un algoritmo
para el calculo de los valores extremos de la solucion de la ecuacién del calor con incertidumbre
dada en (13):

Tabla 3-3: Algoritmo para el calculo de los valores extremos utilizando en método de Galerkin

Paso 0. DominioD = {(t,x)|[0 <t <T,0<x <L}

Paso 1. Entrar dos enteros positivos m y n, y definir los pasos temporales y
. T L .
espaciales T = — h = —, respectivamente.

Paso 2. Construir la malla asignando t; = it,i = 0..m, x; = jh,j = 0..n.

Paso 3. Tomar 0 < a < 1. Inicializar i = 0.

Paso4.  Definir
s =max{J (¢(x)), j=01,..,n}
I =min{J (<p(xj)), j=01,.,n}
Paso5.  Escoger las M funciones base ®,

(%) pr(x)
Paso 7. M, = f;ol b1 ()i ()dx, Kyj = [ a? ¢L_X¢Z_xx dx, F (t) =

Xo dx
Jo F& 0 i ()dx
Paso 8. Resolver la ecuacién diferencial Ma'(t) = —Ka(t) + F

Paso9.  Calcular U (i =0..m—1,j =0..n)como U%, ; = Xi_q ar(t:) P (%))
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Paso 10.  Calcular
S = max{S,J(Ufiy,), j=0,1,..,n}
I =min{l,j(U%4,), j=01,..,n}
Incrementari =i+ 1

Paso 11.  Repetir los pasos Paso 5-Paso 6 n veces

Realizado por: Lascano, Edisson, 2023.

En la siguiente seccién se muestran algunos problemas de aplicacién donde se ilustran los

resultados de aplicar los algoritmos anteriores.

3.2.2 Ejemplos de a —trayectorias.

Utilizando el método de Galerkin, podemos obtener también las soluciones de las @ —trayectorias,
como se describi6 en el algoritmo dado en la Tabla 1-3. El resultado obtenido para el Ejemplo 1
de la seccion 0 se muestra en el Gréafico 3-3. En la seccion 4.5 discutiremos sobre los errores de

aproximacién de cada uno de los métodos empleados en este trabajo.

0.25 ~
0.2 4
0.15 +
0.1 4

0.05 4

Grafico 3-3: Solucion Uy, de la ecuacion (68) con a = 0.6,

utilizando el método de Galerkin

Realizado por: Lascano, Edisson, 2023.
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CAPITULO IV

4, RESULTADO Y DISCUSION

4.1 Errores de aproximacion numeérica

La ocurrencia de errores en un tema inevitable en el campo de la ciencia computacional. Lejos de
intentar evitarlos, los analistas se concentran en investigar la mejor forma de minimizar dichos
errores. Los algoritmos numéricos que se disefian no devuelven soluciones exactas. Entonces,
resalta la importancia de la llamada O grande, como cota de los errores de aproximacion. Es
entonces que se entra en el estudio de cédmo lograr un equilibrio entre el tiempo de computo y el

error de aproximacion.

La definicion propia de error numérico es la siguiente:

Definicion 4.1 Sea x la solucion exacta de un problema dado y x* su solucion aproximada.

Entonces el error numérico, denotado por e, en la resolucion del problema sera

e=x—x" (98)

4.1.1 Estimacion del error
Toda representacion computacional de los numeros reales con parte fraccionaria esta obligada a
emplear esquemas de redondeo u otras aproximaciones. Algunos de los esquemas de

aproximacién mas comunes son:

Truncamiento: el error viene del hecho de que solo se representa un nimero finito de

todos los posibles valores en R.

e Discretizacion: el error viene de la adaptacion del célculo al sistema de computo. Por
ejemplo, las aproximaciones por diferencias finitas que se han estado utilizando a lo largo
de este trabajo.

e Modelacion: el error proviene de descripciones incompletas 0 poco precisas del problema
que se quiere resolver.

e Constantes empiricas: el error proviene de representaciones pobres de constantes fisicas
0 matematicas.

e Entrada: el error proviene de aproximaciones de parametros generados por el usuario

para un sistema dado, o simplemente errores de tipografia.
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Ademas de la definicion de error numérico podemos clasificar los errores segun las siguientes
definiciones:

Definicién 4.2 El error absoluto esta dado por la diferencia absoluta entre el valor real y el valor

aproximado. Serd el valor absoluto de e:

é=|x—x"| (99)

Definicion 4.3 El error relativo sera el resultado de dividir el error absoluto entre valor absoluto
del valor real:

|x — x|

(O}
Il

(100)

4.2 Estabilidad numérica
La estabilidad es una de las mas importantes caracteristicas en un esquema numérico eficiente.

Esta podemos definirla como:

Definicion 4.4 Un algoritmo numérico se dice estable si el resultado final no se ve afectado por

perturbaciones durante el proceso de computo. En otro caso, de denomina inestable.

La nocidn de estabilidad esta estrechamente ligada a la nocion de condicion:

Definicion 4.5 La condicion es una medida de cuan sensible es un resultado a pequefios cambios

en los datos de entrada. En la literatura, la condicion es también denominada sensibilidad.

e Un problema es llamado bien condicionado si pequefios cambios en los datos de entrada

conducen a pequefios cambios en los resultados.

e Un problema es llamado mal-condicionado si pequefios cambios en los datos de entrada

conducen a cambios relativamente grandes en los resultados.

Definicion 4.6 Si f es una funcion diferenciable en x, entonces el niumero de condicion de f en

x se define como

lxf" (0l

RO fx)#0 (101)

Cond(f(x)) =

Definicién 4.7 Si A es una matriz no singular, el nimero de condicién de A se define como
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-1 | Ax||
Cond(4) = llAlllIAT*],  con [|All = max——- (102)
x=0 || x|l

Veamos a continuacion estas definiciones aplicadas a los esquemas numéricos utilizados en este

trabajo.

4.3 Estimacion de Error y Estabilidad en los Métodos de Diferencias Finitas

Sea U = [Uy, Uy, ..., U, ]T la solucion aproximada generada por un esquema de diferencias finitas
en los puntos x;, x, ..., x, Y u = [u(x), u(xy), ..., u(x,)]" la solucion exacta en dichos puntos.
El error global, como se defini6 en (98), serd e = u — U. Naturalmente, se pretende encontrar la
menor cota superior para el vector de error, la cual es comunmente medida con alguna de las

siguientes normas:

e Lanorma-oo, |lell, = max{|e;|}.
l
e Lanorma-1, |le|l; = X h;le;| siendo h; = x;,1 — x;.

1
e Lanorma-2, |lell, = X;(h;le;|?)z.

Si |le]| < ChP,p > 0 se dice que el método de diferencia finita es de orden p. Siempre se prefiere

mantener un orden “razonablemente” alto sin un sacrificio muy grande del costo computacional.

Definicién 4.8 Un método de diferencias finitas es convergente si }lirrg)llell =0.

El error de truncamiento local se refiere a las diferencias entre la ecuacién diferencial original y
sus aproximaciones finitas en los puntos de la malla. Los errores de truncamiento local miden
cuan bien una discretizacion aproxima a la ecuacion diferencial. Por ejemplo, en el caso de un

problema de valor inicial de la forma

u'x)=f(x), 0<x<1, u(a)=u,; ulb)=u, (103)

el error de truncamiento de un esquema de diferencia como el presentado en el 0, es decir:

Ui—1 —2U; + Ujyq
hz

= f(x)

en x; es

ulx; — h) — 2u(x;) + u(x; + h)
Ti = h2

—f(x), i=12,..,n—-1
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De forma general, se define el error de truncamiento como sigue:

Definicion 4.9 Sea P (d/dx) un operador diferencial sobre u en una ecuacion diferencial lineal.

Sea P, el operador correspondiente en diferencias finitas. El error de truncamiento local se define

como:

T(x) = P,u— Pu (104)
Por ejemplo, para el caso de la ecuacion diferencial (103) el error de truncamiento sera:

u(x —h) — 2u(x) + u(x + h)
h? B
ulx —h) —2u(x) +u(x + h)

= > - f@)

T(x) = Ppu—Pu = u" (x)

(105)

Definicion 4.2 Un esquema en diferencias finitas es consistente si }llir%T(x)=O.

Si |T(x)| < ChP, p > 0, entonces se dice que la discretizacion es de orden p. Para verificar si
un esquema en diferencias es consistente o no, acudimos a la expansion de Taylor de todos los
términos del error de truncamiento local en un punto de la malla x;. Por ejemplo, para el error de

truncamiento (105) se tiene:

h2 3 h4
u(x + h) = u(x) + hu'(x) + 7u”(x) + zu”’(x) + ﬁu(‘*)(x) + -
(106)
h? h3 h*
u(x —h) =u(x) — hu'(x) + =u"(x) ——u"" (%) + —u®(x) + -
2 6 24
Por lo que
h2
T(x) = Eu(‘l)(x) + - = 0(h?) (107)

de forma que |T'(x)| < Ch?,siendo C = max 1—12u(4) (x)|. O sea, que el esquema en diferencias

0=<x<1

es consistente y la discretizacion es de segundo orden.

Sin embargo, la consistencia no es garantia de la convergencia del esquema en diferencias. Este

necesita satisfacer, ademas, condiciones de estabilidad. Considérese la representacion
Au=F+T, AU=F = A(u—U) =T = Ae (108)

donde A es la matriz de coeficientes del esquema en diferencias finitas, F es el término que
considera la condicion de frontera, y T es el error de truncamiento en los puntos de la malla donde

se calcula la aproximacion.
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Definicion 4.3 Un método de diferencias finitas para un problema de valor inicial es estable si A

es no singular y
|A7Y|| < C, paratodo 0<h<h, (109)

siendo C y h, dos constantes independientes de h.

De las definiciones de consistencia y estabilidad se puede concluir el siguiente teorema (Li et al.,
2011):

Teorema 4.4 Un sistema en diferencias finitas que sea consistente y estable es convergente.

4.4 Analisis del error en el Método de Elementos Finitos

El anélisis de error para el MEF usualmente incluye dos partes:

1) Estimacion de error para la funcion intermedia en Vj,, usualmente la funcién de
interpolacion.

2) Analisis de convergencia, un proceso limite que muestra que la solucion del método
converge a la solucion real de la forma débil en alguna norma, cuando el tamafio de la

malla h se acerca a 0.

Recordemos algunas notaciones:

1) Dada una forma débil a(u, v) = L(v) y un espacio VV con dimension finita, el problema
es encontrar u € V de forma que la forma débil se satisfaga para cualquier v € V. Siendo
asi, u es denominada solucion de la forma débil.

2) Un subespacio de dimension finita de V denotado V;, es adoptado para un método de
elementos finitos y no depende de h.

3) Lasolucidn de la forma débil en el subespacio V;, es denotada u;,, 0 sea, se requiere que
a(up,vy) = L(vy) para cualquier v, € V.

4) El error global se define como e, = u(x) — up(x) y buscamos una cota superior lo
suficientemente ajustada ||e|| en alguna norma.

Debe recalcarse que el error es introducido cuando el subespacio de dimension finita reemplaza
al espacio de solucion, dado que la forma débil se satisface en dicho V;, y no en V. Sin embargo,
puede demostrarse que la solucion que satisface la forma débil es la mejor aproximacion a la

solucién exacta (Li et al., 2011).
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4.5 Comparacién de errores y tiempo de calculo para los métodos de Galerkin y Crank-
Nicolson
A continuacidn, se muestra una comparacién entre los resultados obtenidos para la resolucion de

la ecuacién dada en el Ejemplo 1 de la seccién 0.

U,
ot ¢ oxz
Upr =0, t>0,x€R

(110)

Para este se han calculado las @ —trayectorias considerando distintos valores de a. Los resultados

se muestran en el Gréfico 1-4, que corresponde a la salida del programa Matlab.

alpha m Error CH Error G Tiempo CN Tiempo G Mem CH Mem G
0.1 g0o0 0.36012 €.64138 0.057952 0.17145 1508.2 1508.2
0.2 €00 0.22716 5.4516 0.048878 0.056401 1508.2 1508.2
0.3 400 0.13878 4.945 0.031167 0.045531 1508.2 1508.2
0.4 200 0.066€32 4.6399 0.016334 0.046447 1508.2 1508.2
0.6 150 0.06626 6.1497 0.014757 0.056936 1508.2 1508.2
0.7 125 0.1383¢ 15.368 0.0057914 0.026806 1508.2 1508.2
0.8 100 0.22613 31.302 0.004558 0.026908 1508.2 1508.2
0.9 80 0.35792 €1.76 0.0042223 0.026224 1508.2 1508.2

Graéfico 1-4: Salida del programa de Matlab en el que se implementaron los algoritmos.

Realizado por: Lascano, Edisson, 2023

Los valores de tiempo estan dados en segundos y los valores de memoria estan dados en MB.

alpha m Error CN Error G Tiempo CN Tiempo G Mem CH Mem G
0.1 00 0.36012 6.64918 0.057952 0.17149 1a08.2 1908.2
0.2 600 0.22716 5.4916 0.048878 0.056401 1908.2 1908.2
0.3 400 0.13878 4.845 0.031167 0.0459531 1a08.2 1908.2
0.4 200 0.06632 4.6399 0.016334 0.046447 1908.2 1908.2
0.6 150 0.06626 6.1497 0.014757 0.056936 1a08.2 1908.2
0.7 125 0.13836 15.368 0.0057814 0.026806 1908.2 1908.2
0.8 100 0.22613 31,302 0.004558 0.026908 l1908.2 1808.2
0.8 80 0.35792 6l.76 0.0042223 0.026224 1908.2 1908.2

Graéfico 2-4: Comparacion entre los errores y tiempos de calculo utilizando los métodos de
Crank-Nicolson y Galerkin para distintas a —trayectorias y distintos valores de m.

Realizado por: Lascano, Edisson, 2023

43



En la tabla anterior puede verse que tanto los tiempos de calculo no guardan relacién proporcional
ni con a ni con el valor de m. Tampoco esta variacion afecta a la memoria utilizada durante el
proceso. Lo que si resulta evidente es que en todos los casos los errores y el tiempo de célculo
necesario para aplicar el Método de Galerkin son mayores que los valores resultantes durante la
aplicacion del Método de Crank-Nicolson.

Analicemos si existe alguna relacion entre el error y el tiempo de céalculo en relacion con el valor
de m. Es de esperar que, mientras mas puntos se evallen aumente el tiempo de céalculo. Esto debe
tenerse en cuenta para poder establecer una relacién lo suficientemente buena entre error y tiempo
de célculos 6ptimos. Como se muestra en el Grafico 2-4, para ambos métodos el tiempo necesario
para la implementacion disminuye a medida que disminuye la dimensién de la rejilla de
discretizacion. Sin embargo, al observar los resultados para el error en cada caso, puede apreciarse
que el tamafio de la malla no afecta el error en el método de Crank-Nicolson, mientras que al
aplicar el Método de Galerkin, el error aumenta al disminuir el tamafio de la malla. Esto es
producto del mismo caracter de estabilidad incondicional del método de Crank-Nicolson, lo cual
permite obtener valores igualmente aceptables sin necesidad de disminuir demasiado el paso
temporal.

El Gréafico 3-4 muestra los resultados teniendo en cuenta distintos valores de a pero manteniendo
el tamafio de la malla. Como puede apreciarse, los errores aumentan a medida que nos
aproximamos a los valores limite de «, o sea, cuando a — 0 y cuando a — 1. Sin embargo, los

tiempos de calculo para ambos métodos disminuyen a medida que aumentan los valores de a.

alpha m Error CN Error G Tiempo CH Tiempo G Mem CN Mem G
0.6 800 0.066455 1.2257 0.051205 0.16977 1907.1 1907.1
0.6 600 0.06644 1.6062 0.051239 0.050712 1907.1 1907.1
0.6 400 0.06641 2.3664 0.030887 0.045444 1907.1 1907.1
0.6 200 0.06632 4,6399 0.011107 0.036061 1507.1 1907.1
0.6 150 0.06626 6.1497 0.012294 0.0515% 1907.1 1907.1
0.6 125 0.066212 7.3541 0.0058144 0.027271 1907.1 1907.1
0.6 100 0.06614 g.1551 0.0046873 0.024728 1807.1 1907.1
0.6 80 0.06605 11.397 0.003748 0.025215 1907.1 1907.1

Graéfico 3-4: Comparacion entre los errores y tiempos de calculo utilizando los métodos de

Crank-Nicolson y Galerkin para distintos valores de m.

Realizado por: Lascano, Edisson, 2023.
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El analisis de la aplicacion de los métodos de Galerkin y Crank-Nicolson para resolver la ecuacién

unidimensional del calor con incertidumbre, permite obtener los siguientes resultados, luego de

comparar los datos de los Gréaficos: 1-4, 2-4, 3-4 y 4-4;

e El método de Crank-Nicolson es hasta un 15 % mas rapido que el método de Galerkin.

e El método de Crank-Nicolson es incondicionalmente convergente.

o El error del método de Crank-Nicolson es hasta 99 % menor que el método de Galerkin

e El consumo de procesador, de recursos de memoria es similar en ambos métodos, con un
promedio de uso de RAM de 1527.28 MB.

alpha m Error CN Error G Tiempo CN Tiempo G Mem CN Mem G
0.1 800 0.36012 6.6418 0.057088 0.1583 1907.7 1907.7
0.2 800 0.22721 4.1905 0.058924 0.045808 1907.7 1907.7
0.3 800 0.13887 2.5612 0.051308 0.046672 1907.7 1907.7
0.4 800 0.066455 1.2257 0.045747 0.037824 1907.7 1907.7
0.6 800 0.066455 1.2257 0.055349 0.046071 1907.7 1907.7
0.7 200 0.13887 2.56l2 0.036255 0.0268 1907.7 1907.7
0.8 800 0.22721 4.1905 0.035647 0.028267 1907.7 1907.7
0.9 800 0.36012 6.6418 0.036303 0.02844%9 1907.7 1907.7

Grafico 4-4: Comparacién entre los errores y tiempos de calculo utilizando los métodos de

Crank-Nicolson y Galerkin para distintas a —trayectorias.

Realizado por: Lascano, Edisson, 2023
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4.6 Resultados y discusién

En cuanto al desarrollo de este trabajo, el objetivo principal de las clases demostrativas consistio

en introducir el componente de docencia, para lo cual, se planificaron dos clases presenciales con

estudiantes de cuarto semestre de la Carrera de Telecomunicaciones de la Escuela Superior

Politécnica de Chimborazo.

Con la socializacion de los resultados del trabajo de investigacion se esperaba: informar a los

estudiantes, con el proposito de incentivar en ellos el interés en el estudio de las ecuaciones

diferenciales, introducir la nocidon de los procesos estocasticos y de destacar la importancia de la

aplicacién de los métodos numéricos como herramienta didactica para la solucion de una

diversidad de problemas que se presentan en las aplicaciones de las ciencias y de la ingenieria.

En la primera clase se realizaron las siguientes actividades:

Una sinopsis de la utilidad de los métodos numéricos en los &mbitos de la ciencia y de

la ingenieria.

Una introduccion a los diferentes programas computacionales que se utilizaron para

implementar los cédigos y ejecutar los algoritmos numéricos.

Hacer una diferenciacion entre software libre y software privativo y mencionar las

ventajas y desventajas que se tendrian al usar unos u otros.

Realizar un breve resumen conceptual de las ecuaciones diferenciales ordinarias de
segundo orden y de los métodos para hallar una solucién analitica, dadas las condiciones

requeridas.

Resolver una ecuacion diferencial lineal de segundo orden homogénea y con coeficientes
constantes, considerando que ese es el tema gque en ese momento se desarrollaba en las

clases de la asignatura correspondiente.

Resolver la misma ecuacion utilizando un cddigo escrito utilizando el método numérico

Runge-Kutta de cuarto orden y el software libre Octave.
Presentar un grafico de la solucidn de la ecuacion diferencial.

La realizacion de un anélisis comparativo entre la solucion analitica y la solucion

numérica.
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4.7 Solucién de la EDO
La EDO que se propuso es:

y" =8y’ 4+ 145y =0, cony(0) = =2; y'(0) =1
La ecuacion caracteristica de la EDO anterior es:
r2—8r+145=0

Las raices de la ecuacién caracteristica son:

r=—-+3i

e

Considerando que las raices de (112) son complejas, la solucion general de (111) es:

y = ,€"/4Cos(3x) + C,€"/1Sen(3x)

Luego de reemplazar las condiciones iniciales, se consigue la solucion particular:

1
y = —2€"/4Cos(3x) + Eex/4Cos(3x)

(111)

(112)

(113)

(114)

(115)

Las graficas de la solucion analitica y de la solucion numérica obtenida con el software Octave,

aplicando el método de Runge-Kutta de cuarto orden, se muestran a continuacion. Se observa que

las gréficas se superponen visualmente. El valor del paso utilizado para la discretizacién es 0.1.

También es importante sefialar que el codigo numérico que se utilizé para implementar el método

de Runge-Kutta, fue escrito dando méas importancia al aspecto didactico que al aspecto técnico de

este.
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Grafico 5-4: Gréficas de las soluciones numérica y analitica de (111)

Realizado por: Lascano, Edisson, 2023.

Las actividades realizadas en la segunda clase fueron:

Breve resumen de las Ecuaciones Diferenciales Parciales.

e Presentacion de la Ecuacion Diferencial del Calor.

e La realizacion de un breve analisis comparativo entre los modelos matematicos
deterministicos y estocasticos.

e Breve introduccién a los procesos estocasticos y a la incertidumbre.

e Breve presentacion cronoldgica del surgimiento de la Ecuacion Diferencial del Calor con
incertidumbre.

e Introduccién resumida a los métodos de las diferencias finitas y de los elementos finitos.

e Presentacion del método numérico de Crank-Nicolson y de Galerkin.

e Discusion de la solucion numérica de la Ecuacion Diferencial del Calor con
incertidumbre aplicando el método de Crank-Nicolson.

e Planteamiento de un cuestionario, a modo de encuesta andnima, para tratar de describir

la percepcién de los estudiantes acerca de los temas tratados.

Se debe destacar que las ecuaciones diferenciales parciales con incertidumbre no es un tema que
se desarrolle en los contenidos de la asignatura de ecuaciones diferenciales que se dicta a los

estudiantes de cuarto semestre de la carrera de Telecomunicaciones de la Escuela Superior
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Politécnica de Chimborazo, pero por la pertinencia cientifica y por ser un tema que actualmente
se encuentra en investigacion y desarrollo, se lo presentd durante la segunda clase planificada

para esta parte del trabajo.

4.8 Resultados de la socializacion
Luego de realizar la encuesta a los estudiantes, se procedié a tabular los resultados y a determinar
la validez de la encuesta aplicando el Alfa de Cronbach. Las gréaficas y resultados obtenidos se

muestran a continuacion.

En primer lugar, se describira la composicion del grupo de estudiantes con quienes se efectud esta
parte del trabajo: en total fueron 7 mujeres y 22 hombres, cuyas edades oscilan entre los 19y 30

afios.

El cuestionario consta de 13 preguntas (ver anexos). Para garantizar la validez estadistica de la
encuesta, se utilizé la escala de Likert; se consideré la variable cualitativa género y se trato a la
edad también como una variable cualitativa para no causar distorsion con las puntuaciones

numéricas de la escala de Likert.

A continuacidn, se muestra el cuestionario que se propuso a los estudiantes:

1. ¢Cree que los temas sobre métodos numéricos aplicados a ecuaciones diferenciales

con incertidumbre son?:

[ 1 Muy utiles
[ 1Algo utiles
[ 1Me daigual
[ 1Poco utiles
[ ] Nada utiles

2. ¢Cree que los métodos numéricos deberian ser utilizados como una herramienta

didactica para ampliar el aprendizaje de las ecuaciones diferenciales?:

[ ] Totalmente de acuerdo
[ ] De acuerdo
[ ] Me es indiferente

[ ] Algo de acuerdo
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[ ] Nada de acuerdo

3. En las clases de ecuaciones diferenciales, ¢considera importante complementar el

enfoque tedrico con la aplicacion de software?:

[ ] Muy importante
[ ] Importante

[ 1Me daigual

[ 1 Poco importante

[ ] Nada importante

4. ¢Con qué frecuencia revisa material sobre ecuaciones diferenciales?:

[ ] Siempre

[ ] Casi siempre
[ 1A veces

[ ] Casi nunca

[ 1Nunca

5. Ensu formacion académica, ¢considera necesario aprender el manejo de, al menos,

un lenguaje de programacién para resolucion de ecuaciones diferenciales?:

[ 1 Muy necesario
[ ] Necesario

[ 1 Me daigual

[ 1 Poco necesario

[ ] No es necesario

6. ¢Con qué frecuencia ha implementado un cédigo de programacion para resolver

ecuaciones diferenciales?:

[ ]Siempre
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[ ] Casi siempre
[ 1A veces
[ ] Casi nunca

[ 1Nunca

7. ¢Qué tan importante es, en un codigo de programacion, el tiempo que le toma llegar

a la solucion para resolver ecuaciones diferenciales?:
[ 1 Muy importante

[ ] Importante

[ 1 Me daigual

[ ] Poco importante

[ ] Nada importante

8. Con base en la clase demostrativa, ¢qué tan util considera, usted, el estudio de

problemas con incertidumbre en los campos relacionados con la ingenieria?

[ 1 Muy atil
[ 1Algo util
[ 1 Me daigual
[ ]Poco util
[ 1 Nada atil

9. ¢Qué tan probable es que usted aplique problemas con incertidumbre dentro de sus

estudios?:

[ 1 Muy probable
[ ] Probable

[ 1 Algo probable
[ ] Poco probable
[ 1 Nada probable

10. ;Qué tan probable es que utilice el software “Octave” para implementar problemas

relacionados con ecuaciones diferenciales con incertidumbre?:

[ 1 Muy probable
[ ] Probable

[ 1Algo probable
[ 1 Poco probable
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[ ] Nada probable

11. ¢ Que le parecio la calidad de la disertacion presentada por el expositor en la clase
demostrativa sobre la aplicacion de los métodos numéricos para la solucion de las

ecuaciones diferenciales y ecuaciones diferenciales con incertidumbre?:

[ 1 Muy buena
[ ] Buena

[ ] Regular

[ ] Mala

[ ] Muy mala

12. ¢Qué tan probable es que usted asista nuevamente a una charla sobre la aplicacion
de los métodos numéricos para la solucién de las ecuaciones diferenciales con

incertidumbre?:

[ 1 Muy probable
[ ] Probable

[ 1Algo probable
[ ] Poco probable
[ ] Nada probable

13. (Como califica los recursos elegidos para exponer sobre la aplicacion de los
métodos numéricos para la solucién de las ecuaciones diferenciales y ecuaciones

diferenciales con incertidumbre?:

[ 1 Muy buenos
[ ] Buenos

[ 1Regulares

[ 1 Malos

[ 1 Muy malos
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Luego de la tabulacion de los resultados y de aplicar el Alfa de Cronbach, se obtuvo el valor de
0.826, que equivale a “Muy bueno” en la escala cualitativa. Este resultado demuestra la validez
estadistica del cuestionario, pero, al mismo tiempo, sirve para confirmar la validez del trabajo

didactico realizado con los estudiantes.

Se relieva que para la determinacion del valor del Alfa de Cronbach y para la generacién de las
graficas resultantes se utilizo el software libre “R”. Se decidié realizar estas graficas por la
importancia de entender la forma de pensar de los estudiantes que asistieron a las clases
demostrativas acerca de los temas expuestos y tratar de tener una apreciacion del nivel de
aceptacion de la utilidad de los métodos numéricos y de los procesos estocasticos aplicados a las
ecuaciones diferenciales, luego de la socializacién de los resultados de este trabajo de

investigacion.

De acuerdo con los resultados obtenidos con la aplicacion del software R y el Alfa de Cronbach,
se puede afirmar que los estudiantes del grupo de trabajo estan conscientes de la importancia de
saber programar y escribir codigos numéricos, asi como consideran importante el aprendizaje de,
al menos, un lenguaje de programacién como parte esencial de su formacién como ingenieros.
Finalmente, los ya citados resultados de las encuestan demuestran el buen nivel de aceptacién de

los estudiantes a la disertacion del expositor, a los métodos, recursos y materiales utilizados.

4.9 Analisis de resultados de las encuestas planteadas a los estudiantes

Segun se puede observar en el Grafico 6-4, los estudiantes hombres de la Facultad de Ingenieria
y Electrénica, carrera de Telecomunicaciones de la ESPOCH, en su mayoria consideran que es
muy (til (5 en la escala de Likert) conocer y estudiar problemas con incertidumbre, esto lo hacen
de acuerdo con su experiencia y formacion recibida en la institucion antes mencionada. Ademas,
los datos se concentran mayoritariamente en las edades entre los 20 y 28 afios. Si bien, el nimero
de mujeres es reducido, es interesante observar que consideran también que es de mucha utilidad

el estudio de problemas con incertidumbre para su formacion profesional.
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Escala de Likert
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Graéfico 6-4: Percepcion de los estudiantes acerca de la utilidad de los problemas de ecuaciones

diferenciales con incertidumbre.
Realizado por: Lascano, Edisson, 2023.

En el Grafico 7-4, podemos observar que la frecuencia con la que revisan material los estudiantes
hombres esta asentada entre los valores 3 y 4 de la escala de Likert (A veces y casi siempre,
respectivamente). Es decir, en los estudiantes de cuarto semestre de la carrera de
Telecomunicaciones no es algo muy comun referirse a bibliografia sobre ecuaciones diferenciales
como método de consulta. Las edades de 19, 26, 28 y 30 afios se presentan como atipicas, mientras
gue la mayor concentracion de informacion se da entre los 20 y 24 afios. Ademas, en el rango de

edad antes mencionado, también se da la mayor cantidad de estudiantes que revisan material “A
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Gréafico 7-4: Frecuencia con la que los estudiantes revisan material sobre ecuaciones
diferenciales.

Realizado por: Lascano, Edisson, 2023.
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En la imagen 3, se presentan datos que permiten cruzar la probabilidad de aplicar problemas con
incertidumbre (eje superior) con la utilidad de estudiar problemas con incertidumbre (eje lateral
derecho). Esto nos permite evidenciar que, pese a ser un tema recientemente introducido a los
estudiantes, generd impacto y valor, de modo que los estudiantes hombres y mujeres que
consideran Util estudiar el tipo de problemas de ecuaciones diferenciales con incertidumbre,
también ven como muy probable aplicar este tipo de problemas en su formacion académica y

profesional.

Es interesante observar en el Gréfico 9-4 que son muy pocos los estudiantes que con frecuencia
implementan sus propios “scripts” para resolver ecuaciones diferenciales, sin embargo, estan muy
conscientes de que deben aprender algin lenguaje de programacion que les permita ser mas
eficientes en la resolucion de problemas basados en ecuaciones diferenciales. Teniendo en cuenta
la importancia de la utilizacién de los lenguajes de programacion, se nota que aun no existe del
todo una concientizacion acerca de ello, y que las dinamicas de estudio de este tipo de problemas
deberian ser mejor enfocadas y mucho mejor orientadas a brindar a los estudiantes respuestas y
mas no a generar dudas que terminen por desanimar el estudio de modelos y fenémenos que son

de interés académico y profesional.

Probabilidad de Aplicacion de Problemas con incertidumbre VS Utilidad de estudiar Problemas con incertidumbre
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Graéfico 8-4: Probabilidad de aplicacién de problemas con incertidumbre VS la utilidad de

estudiar problemas con incertidumbre.

Realizado por: Lascano, Edisson, 2023.
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frecuencia de implementar Scripts para ED VS Aprender Lenguaje de Programacion
Escala de Likert
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Gréfico 9-4: Comparativa de estudiantes que programan sus propios scripts frente a los que

desean aprender un lenguaje de programacion.

Realizado por: Lascano, Edisson, 2023.
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CONCLUSIONES

e Enel presente trabajo se ha aplicado el método de Crank-Nicolson para resolver la ecuacion
del calor con incertidumbre y se ha demostrado la efectividad del método para encontrar la
solucion numérica deseada.

e Se ha demostrado, ademas, que el método de Crank-Nicolson conlleva menos costo
computacional. Esto se ha visto reflejado en las comparaciones mostradas con los resultados
obtenidos para el método de Galerkin, como se presento en la unidad 4 de este trabajo.

e En términos de errores y estabilidad, el método de Crank-Nicolson reporta también
resultados superiores. Esto lo han reportado J. Liu y Hao (2022) comparando sus resultados
con otras variantes del Método de Diferencias Finitas. En el presente trabajo ese resultado
queda también evidenciado, a partir de las comparaciones con los errores reportados por el
método de Galerkin.

o El método de Crank-Nicolson es hasta un 15 % mas rapido que el método de Galerkin

e El método de Crank-Nicolson es incondicionalmente convergente.

e Elerror del método de Crank-Nicolson es hasta 99 % menor que el método de Galerkin

e El consumo de procesador, de recursos de memoria es similar en ambos métodos, con un
promedio de uso de RAM de 1527.28 MB.
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RECOMENDACIONES

e Investigar la validez de otros métodos numéricos para resolver la ecuacion unidimensional
del calor con incertidumbre.

e Extender el analisis de la solucion de la ecuacion unidimensional del calor con
incertidumbre, realizada en este trabajo, al anlisis bidimensional aplicado a placas de forma
circular, cuadrada, rectangular y otras geometrias comunes.

e  Utilizar otros lenguajes de programacion, como Python, para realizar comparaciones de si

eficiencia y eficacia para resolver la ecuacién unidimensional del calor con incertidumbre.
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GLOSARIO

Algoritmo: Conjunto ordenado de operaciones sistematicas que permite hacer un célculo y hallar

la solucion de un tipo de problemas.

Canonico: Forma o expresién de un objeto matematico que resulta ideal para su analisis, estudio

0 para alguna operacién en particular.

Continuidad: implica que un pequefio cambio en la variable x implica s6lo un pequefio cambio

en el valor de f(x), es decir, la gréafica consiste en un sélo trozo de curva.

Difusividad térmica: propiedad especifica de cada material para caracterizar conduccion de calor

en condiciones no estacionarias.

Dualidad: que es doble o contiene en si dos naturalezas, dos sustancias o dos principios, doble
perspectiva o doble significado; por ejemplo: dualidad onda-particula.

Estocastico: sinénimo de aleatorio y, por tanto, que estd sometido al azar y que es objeto de

analisis estadistico.

Operador diferencial: su aplicacion y propdsito es considerar a la diferenciacion como una

operacion abstracta que acepta una funcion derivable y devuelve otra funcion, la derivada.

Parcialmente ordenado: es un conjunto equipado con una relacién binaria de orden parcial, que

formaliza el concepto intuitivo de orden, secuencia, o arreglo de los elementos del conjunto.

RAM: Sigla de Random Access Memory (‘memoria de acceso aleatorio’), memoria principal de
la computadora, donde residen programas y datos, sobre la que se pueden efectuar operaciones

de lectura y escritura.

Ruido blanco: proceso estocastico, donde los valores son independientes e idénticamente

distribuidos a lo largo del tiempo con media cero e igual varianza.

Sigma-algebra (6-algebra): estructura que contiene a todos los eventos medibles de un espacio

muestral, y que permite definir una medida de probabilidad.

Software libre: software que respeta la libertad de los usuarios y la comunidad. A grandes rasgos,
significa que los usuarios tienen la libertad de ejecutar, copiar, distribuir, estudiar, modificar y

mejorar el software.

Software privativo: también Ilamado software propietario, se refiere a aquellos programas de
autor definido que nieguen de alguna forma el libre acceso al cédigo fuente, ya sea para

modificarlo, estudiarlo o distribuirlo.


https://www.wikiwand.com/es/Conjunto
https://www.wikiwand.com/es/Relaci%C3%B3n_binaria
https://www.wikiwand.com/es/Relaci%C3%B3n_de_orden

Valor esperado: esperanza matematica, sumatoria de las probabilidades de que ocurra un suceso

aleatorio, multiplicado por el valor del suceso aleatorio.

Valores extremos: maximos y minimos de una funcién.
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ANEXOS

ANEXO A: CODIGO PARA RESOLVER LA ECUACION UNIDIMENSIONAL DEL CALOR
CON INCERTIDUMBRE CON EL METODO DE CRANK-NICOLSON

%Se resuelve la Ecuacion del calor unidimensional
$con incertidumbre, dH/dt = a dH"2/dt"2 + h(x,t,H)
utilizando el metodo de Crank-Nicolson

%con condiciones iniciales U (0, x)=mu(x)

%$Se utiliza la notacion de Liu & Hao (2022)

clear all

%% Declarando los parametros inciales

a = 0.01;

tend = 1;
ejemplo = input ('Que ejemplo va a reproducir (1,2,3): ");
switch ejemplo

case 1

Q

% Ejemplo 1

Nx = 10;
Nt = 150;
mu = @(x) 0; %condicion inicial

beta = 0.6;

@(t,x) O;

o)
Il

q = @(t,x) —-exp(-t);

Hexact = @(t,x) sqrt(3)/pi*(l-exp(-t))*log(beta/ (l-beta)):;

oe

case 2



[}

% Ejemplo 2

xend = 10;
Nx = 200;
Nt = 200;
mu = @(x) sin(x); %condicion inicial

beta = 0.7;

Q(t,x) exp(-t)*sin(x);

o]
Il

qg = @(t,x) l+cos(x);

case 3

[}

% Ejemplo 3

Nx = 10;
Nt = 200;
mu = @(x) exp(x).*sin(x); %condicion inicial

beta = 0.3;
p = Q@(t,x) 2*sin(3*x);
q = @(t,x) exp(-t)*sin(x);
end
tic %Comienza a medir el tiempo

%% Ciclo de Crank-Nicolson

H = zeros (Nt+1,Nx+1); %$Inicializar la matriz solucion
dx = (xend-x0)/Nx; %$paso espacial

dt

(tend-t0) /Nt; %$paso temporal

r = a*dt/dx"2;

disp(['r = '",num2str(xr)])

x = x0:dx:xend; %vector x

t = tO0:dt:tend; S%vector t

H(l,:) = mu(x);

gamma = sqrt(3)/pi*log(beta/ (1-beta));

h = 0(,x) p(t,x) + abs(g(t,x))*gamma;



$Matrices del sistema

A = diag([1,2*(1+r)*ones(1,Nx-1),1]) + diag([0,-r*ones(1l,Nx-1)],1)
diag([-r*ones(1l,Nx-1),0],-1);
B = diag(2*(1-r) *ones (1,Nx-1)) + diag(r*ones(1,Nx-2),1) +...

diag(r*ones (1,Nx-2),-1);
for m = 2:Nt+l
H(m,1l) = (1-r)*H((m-1,1)+ r*H((m-1,2) + dt*h(t(m),x(1));
H(m,end) = (l-r)*H(m-1,end) + r*H(m-1,end-1)+dt*h(t (m),x(end));
b = B*H(m-1,2:end-1)';

for n = 1:Nx-1

b(n) = b(n) + dt*(h(t(m-1),x(n+l)) + h(t(m-1),x(n)));
end
H(m,:) = A\[H(m,1);b;H(m,end)];
$H(m,2:end-1) = systemsol (2:end-1);

end

T=toc; %$Termina de medir el tiempo
fprintf ('E1l tiempo empleado para ejecutar el programa %1.5f seg\n',T)
[mem, ~]=memory;
memoria = mem.MemUsedMATLAB/ (102472); %Memoria usada por MATLAB en MB
fprintf ('La memoria usada es %$g MB\n', memoria)
figure (1)
surf (x,t,H);
x1lim ([x0, xend])
xlabel ('x")
ylabel ('t")
shading interp
if ejemplo ==

[tmesh, xmesh]=meshgrid(t, x) ;



end

error = abs (Hexact (tmesh,xmesh)'
$error = Hexact (tmesh,xmesh)';
figure (2)

surf (x,t,error);

xlabel ('x")

ylabel ('t")

z1im ([0, 1e-3])

shading interp

- H);



ANEXO B: CODIGO PARA RESOLVER LA ECUACION UNIDIMENSIONAL DEL CALOR
CON INCERTIDUMBRE CON EL METODO DE GALERKIN

function galerkin heat u
%Se resuelve la Ecuacion del calor unidimensional
%con incertidumbre, dH/dt = a dH"2/dt"2 + h(x,t,H)
utilizando el metodo de Galerkin
$con condiciones iniciales U(0,x) = mu(x)
%$Se utiliza la notacion de Liu & Hao (2022)
clear all
%% Declarando los parametros inciales
a = 0.01;

x0 = 0;

xend 1;

t0 = 0;

tend = 1;

ejemplo = input (';Qué ejemplo va a reproducir? (1, 2, 3): ");
switch ejemplo

case 1

% Ejemplo 1

Nx = 10;

Nt = 150;

H = zeros (Nt+1,Nx+1); %$Inicializar la matriz solucion
dx = (xend-x0)/Nx; %$paso espacial

dt

(tend-t0) /Nt; %$paso temporal
r = a”2*dt/dx"2;

disp(['r = ', num2str(r)])

X x0:dx:xend; %vector x

t

t0:dt:tend; %vector t

mu = @(x) 0; %condicion inicial



phi

o\

beta = 0.6;

gamma = sqrt(3)/pi*log(beta/ (l-beta)):;

p = @Q(t,x) 0;
q = @(t,x) —-exp(-t);
h = @(t,x) p(t,x) + abs(g(t,x))*gamma;

% Funciones Base

Nphi = 3; %$Numero de funciones base

phi = @(x) [ones(size(x)); xX; x."2];

dphi= @(x) [zeros(size(x)); ones(size(x));
case 2

% Ejemplo 2

2*x]1;

%Derivada de las

xend = 10;

Nx = 200;

Nt = 200;

H = zeros (Nt+1,Nx+1); $%$Inicializar la matriz solucion
dx = (xend-x0)/Nx; %$paso espacial

dt = (tend-t0)/Nt; %paso temporal

r = a”2*dt/dx"2;

disp(['r = ',num2str(r)])

x = x0:dx:xend; %vector x

t = tO0:dt:tend; S%vector t

mu = @(x) sin(x); %condicion inicial
H(l,:) = mu(x):;

beta = 0.7;

gamma = sqrt (3)/pi*log(beta/ (l-beta));
p = Q(t,x) exp(-t).*sin (x);

q = @(t,x) l4+cos(x);

=g
Il

@(t,x) p(t,x) + abs(g(t,x))*gamma;



[}

% Funciones Base

Nphi = 3; % Numero de funciones base
phi = @(x) [ones(size(x)); exp(-x).*sin(x); cos(x)];
dphi= @(x) [zeros(size(x)); exp(-x).*(-sin(x)+cos(x)); -sin(x)];

%$Derivada de las phi

o
o

case 3

Q

% Ejemplo 3

Nx = 10;

Nt = 200;

H = zeros (Nt+1,Nx+1); %$Inicializar la matriz solucion
dx = (xend-x0)/Nx; %paso espacial

dt

(tend-t0) /Nt; %$paso temporal
r = a”2*dt/dx"2;

A}

disp(['r = ', num2str(r)])

X x0:dx:xend; $%vector x

o
Il

t0:dt:tend; %vector t

mu = @(x) exp(x).*sin(x); %condicion inicial

gamma = sqrt(3)/pi*log(beta/ (1-beta));
p = Q(t,x) 2*sin(3*x);

q = @(t,x) exp(-t).*sin(x);

h = @(t,x) p(t,x) + abs(g(t,x)) *gamma;

% Funciones Base

Nphi = 3; % Numero de funciones base

phi = @(x) [sin(3*x); 2*exp(-x).*sin(x); exp(-x).*cos(x)];

dphi= @(x) [3*cos(3*x); 2*exp(-x).*(-sin(x)+cos(x));...
-exp (-x) .*(cos (x)+sin(x))]; %Derivada de las phi

end



tic
%% Condiciones iniciales para la ecuacion diferencial
alphaO0 = zeros (Nphi,1);
for p = 1:Nphi
alphaO(p) = mu(x(p));
end
phieval = phi(x); %Se evaluan las funciones bases
[~,alphasol] = oded5 (@ecuacion,tl0:dt:tend,alphal);
for 1 = 1:Nt+1
for k = 1:Nphi
H(l,:) = H(l,:) + alphasol(l,k)*phieval(k,:);
end
end
T = toc;

fprintf ('El tiempo empleado para ejecutar el programa es: %$1.5f

seg\n',T)
fprintf ('La memoria usada es: \n')
memory
% [xm, tm] = meshgrid(x,t):;
surf(x,t,H);
xlabel ('x")
ylabel ('t")
shading interp
%% Nested function
function dalpha = ecuacion (te,alpha)
%% Matrices del sistema de ecuaciones diferenciales
M = zeros (Nphi,Nphi);
K = zeros (Nphi,Nphi) ;
f = zeros (Nphi,1);

dphieval = dphi (x);%Se evaluan las derivadas de las funciones base



for k = 1:Nphi

for 1 = 1:Nphi

M(k,1l) = trapz(x,phieval(l, :).*phieval(k,:));
K(k,1l) = a*trapz (x,dphieval(l, :).*dphieval (k,:));
end
f(k) = trapz(x,h(t(k),x).*phieval(k,:));

end

dalpha = M\K*alpha + M\f;

end



ANEXO C: CODIGO EMPLEADO EN LA CLASE DEMOSTRATIVA

%Programa que resuelve un sistema de EDO lineal con el metodo RK clasico de
%cuarto orden
f1 = input(‘'f1(x, y, w): ); %lngreso de la primera funcion del sistema de EDO
f2 = input(‘'f2(x, y, w): '); %lngreso de la segunda funcion del sistema de EDO
X(1) = input(’x(1): "; %Ingreso de la condicion inicial para x
y(1) = input('y(1): "); %lIngreso de la condicion inicial para el rango de fl1: y
w(1) = input('w(1): "); %Ingreso de la condicion inicial para el rango de f2: w
xf = input('xf: "); %Ingreso de punto final del intervalo de integracion
dx = input('dx: "); %lngreso del paso
n = abs(xf - x(1))/dx; %Calculo de la cantidad de intervalos
X = [x(1):dx:xf]; %Definicion de los valores del dominio para evaluar f(x, y)
% Ciclo para implementar el metodo RK de cuarto orden
fori=1:n

%Calculo de los k1] y de los k2j

k11 = f1(x(i), y(i), w(i));

k12 = f2(x(i), y(i), w(i));

k21 = f1(x(i) + dx/2, y(i) + k11*dx/2, w(i) + k12*dx/2);

k22 = f2(x(i) + dx/2, y(i) + K11*dx/2, w(i) + k12*dx/2);

k31 = fL(x(i) + dx/2, y(i) + k21*dx/2, w(i) + k22*dx/2);

k32 = f2(x(i) + dx/2, y(i) + k21*dx/2, w(i) + k22*dx/2);

k41 = f1(x(i) + dx, y(i) + k31*dx, w(i) + k32*dx);

k42 = f2(x(i) + dx, y(i) + k31*dx, w(i) + k32*dx);

%Calculo de y(i + 1)

y(i + 1) = y(i) + (k11 + 2*k21 + 2*k31 + k41)*dx/6;

%Calculo de w(i + 1)

w(i + 1) = w(i) + (K12 + 2*k22 + 2*k32 + k42)*dx/6;



end

TABLA = [x; y]' %Presenta los valores del dominio y las evaluaciones numericas
plot(x, y, ")

legend('Integral de f1")

grid on

hold on

z=0:.1:5;

f=@(z)-2*exp(0.25*z).*cos(3*z)+.5*exp(0.25*z).*sin(3*z);

plot(z,f(z),'9")



