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RESUMEN

En la Escuela Superior Politécnica de Chimborazo (ESPOCH), especificamente en la Carrera de
Matemadtica no existe una completa informacion, ya sea bibliografica y documental, que permita un
mejor entendimiento sobre los axiomas de Zermelo-Fraenkel (ZF) en la teoria de conjuntos, son
temas que no han sido profundizados en el transcurso de su carrera académica teniendo déficit en
parte de sus conocimientos. El objetivo es generar un documento de referencia y apoyo para los
estudiantes, mediante referencias bibliograficas, con el fin de dar a conocer el estudio de los axiomas
de ZF en la teoria de conjuntos. La presente investigacion se encamina en el enfoque cualitativo,
que busca comprender de manera profunda y detallada el tema de estudio. Se basa en evidencias
recolectadas a través de la aplicacién de técnicas y metodologias especificas de la investigacion
cualitativa, andlisis de documentos y otros. El alcance de esta investigacién es exploratorio y
descriptivo, lo que significa que se busca entender y describir el tema sin suficiente informacién
referente al estudio ya mencionado. Ademds, se utiliz6 el disefio de investigacién documental
como técnica especifica para recolectar datos a través de la revision de documentos existentes.
Como resultado de dicho andlisis se tiene un documento de referencia titulado “Los Axiomas de
Zermelo-Fraenkel en la Teoria de Conjuntos” el cual describe de manera detallada cada axioma
y sus consecuencias. A partir de la creacion de dicho documento se establecen dos capitulos, el
primero trata sobre las nociones bdsicas de Logica Matematica y en el segundo capitulo se presenta
la axiomética de ZF en el que se exponen los diez axiomas con cada una de sus consecuencias.
Al ser un tema complejo, se tuvo dificultades y limitaciones para desarrollarlo, a pesar de esto se

realiz6 un documento referencial con aspectos mds importantes y detallados para su comprension.

Palabras clave: <AXIOMAS>, <CONJUNTOS>, <ZERMELO>, <FRAENKEL>,
<LOGICA>, <MATEMATICA>, <TEORIA DE CONJUNTOS>.
0786-DBRA-UPT-2023



ABSTRACT

At the Escuela Superior Politécnica de Chimborazo (ESPOCH), in the career of Mathematics there
is no complete information, either bibliographic or documentary, that allows a better understanding
of the axioms of Zermelo - Fraenkel (ZF) in set theory, they are topics that have not been deepened
in the course of this academic career, having deficit in part of their knowledge. The aim is to
generate a reference and support document for students through bibliographical reference, in order
to make known the study of the axioms of ZF in set theory. This research is based on the qualitative
approach, which seeks to understand in a deep and detailed way the subject of study. It is based on
evidence collected through the application of specific techniques and methodologies of qualitative
research, document analysis and others. The scope of this research is exploratory and descriptive,
which means that it seeks to understand and describe the subject without enough information
regarding the aforementioned study. In addition, the documentary research design was used as
a specific technique to collect data through the review of existing documents. As a result of this
analysis we have a reference document entitled “The Zermelo-Fraenkel Axioms in Set Theory”
which describes in detail each axiom and its consequences. From the creation of this document two
chapters are established: the first one deals with the basic notions of Mathematical Logic, and the
second chapter presents the axiomatic ZF in which the ten axioms are exposed with each of their
consequences. Since it is a complex subject, there were difficulties and limitations to develop it, in
spite of this, a referential document with more important and detailed aspects for its comprehension

was made.

Keywords: <AXIOMS>, <SETS>, <ZERMELO>, <FRAENKEL>,
<LOGIC>, <MATHEMATICS>, <SET THEORY>.

Dra. Nanci M. Inca Ch. Mgs.
060292671-9
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INTRODUCCION

En 1870 Georg Cantor realiz6 un andlisis sobre la teoria de conjuntos la cual no fue perfeccionada,
ya que contenia paradojas. En 1908 por Ernst Zermelo quien mejor6 de forma notable la
axiomatizacién ya que a €l se atribuy¢ el axioma de Eleccién. Sin embargo, Abraham Fraenkel
y Thoralf Skolem completaron la axiomatizacién en el afio 1922 e introdujeron el axioma de

reemplazo, en la actualidad es conocida como axiomas de Zermelo-Fraenkel.

Estos métodos aplicables son férmulas ya establecidas y comprobadas por expertos en el
tema, siendo el caso de la teoria de conjuntos, especificamente refiriéndose a los axiomas de
Zermelo-Fraenkel que consisten en sistemas axiomadticos por medio de los cuales se pretende
determinar la teoria de conjuntos que se emplea para indagar las propiedades y relacién de los
conjuntos, lo que hace de ese método tedrico de gran utilidad e importancia para los estudiantes,
es debido a esto que se desarrollé un documento a partir de la recopilacién de informacién que
sirva como referencia tedrica- prictica para el alumnado de la Carrera de Matemadtica de la Escuela

Superior de Chimborazo (ESPOCH) en materia de la axiomatica de Zermelo-Fraenkel.

La finalidad del presente documento, es orientar a los estudiantes de la Carrera de Matematica,
para mejorar sus aptitudes en la resolucién de teoremas, lema y proposiciones. Este documento
se encuentra desarrollado en dos partes, la primera se conceptualiza y analizan términos basicos
para la comprension y entendimiento del tema, ademds se explica brevemente los sucesos de
la problemdtica que conllevaron al descubrimiento de este sistema axiomdtico. Para el segundo
capitulo se describe la fundamentacién tedrica de los axiomas de Zermelo-Fraenkel y se sustenta
estas formulaciones con ejemplos que clarifiquen lo expuesto para reforzar el discernimiento de

estos axiomas. Finalmente, se muestra la bibliografia utilizada.

La aplicacién de estos métodos y herramientas son de utilidad para llevar a cabo procedimientos
matematicos, los cuales son empleados en modo de fundamentos, a partir de esto se realizara las
operaciones pretendidas, como es el caso de los axiomas que consisten en verdades irrefutables
de magnitud universal, lo que permite su aplicacién sirva como base para la construccién

tedrica-practica como es en el caso de teoria de conjuntos.



CAPITULO I

1. PROBLEMA DE INVESTIGACION

1.1. Planteamiento del problema

En la Escuela Superior Politécnica de Chimborazo, en la Carrera de Matemética, no existe una
completa informacion, ya sea bibliografica y documental, que permita un mejor entendimiento
sobre los axiomas de Zermelo-Fraenkel en la teoria de conjunto, al ser de vital importancia al
desarrollo de los estudiantes, son temas que no han sido profundizados en el transcurso de su
carrera académico teniendo un déficit en parte de sus conocimientos. Es por esto que se realiz6 este

material de apoyo para facilitar el estudio y la comprensién del tema ya en mencién.

1.2. Objetivos

1.2.1. Objetivo general

Generar un documento de referencia y apoyo para los estudiantes de la Carrera de Matematica de
la Escuela Superior Politécnica de Chimborazo, mediante referencias bibliograficas, con el fin de

dar a conocer el estudio de los axiomas de Zermelo-Fraenkel en la teoria de conjunto.

1.2.2. Objetivos especificos

e Indagar fuentes bibliogréficas con informacion real, referente al tema de estudio.
e Seleccionar las fuentes que atribuyan informacién de valor para el desarrollo del documento.

e Organizar la informacién previamente recopilada de tal forma que tenga un orden cronolégico

permitiendo al lector entender el documento.

1.3. Justificacion

Este trabajo investigativo es un aporte a los estudios ya realizados, asi como los futuros en referencia
a los axiomas de Zermelo-Fraenkel, ya que es esencial en la Carrera de Matematicas, al ser
fundamentales en la teoria de conjuntos y son utilizados como base para el desarrollo de conceptos
avanzados en dreas como la topologia, la teoria de la medida y la teoria de modelos. Los estudiantes
de matematicas deben desarrollar un pensamiento abstracto y 16gico para entender estos axiomas

y aplicarlos en su trabajo como profesionales. El estudio de estos axiomas y teoremas en las
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asignaturas tedricas ayuda a retroalimentar los conceptos de Teorfa de Conjuntos y a desarrollar

una comprension més profunda de estos temas.



CAPITULO 11

2. MARCO TEORICO

2.1. Referencias tedricas

Los axiomas de Zermelo-Fraenkel en la teoria de conjuntos, es importante ya que a lo largo
del tiempo se ha venido desarrollando, por ello al ser procedimientos matematicos, es necesario
tener una documentacion referencial para los estudiantes de la Escuela Superior Politécnica de
Chimborazo, de la Carrera de Matemadticas. Con estos antecedentes y para un mayor entendimiento
el documento se divide en dos capitulos: Elementos de Logica de la Matemdtica y Axiomética de

Zermelo-Fraenkel.

ELEMENTOS DE LOGICA DE LA MATEMATICA

Es una rama de las matemdticas que se ocupa de estudiar las estructuras formales de la 16gica
y su relacién con las matemadticas. Es utilizada para analizar y comprender la estructura de los
razonamientos logicos, también ayuda al desarrollo de métodos y herramientas que posteriormente
servird para la verificacién y la demostracion de teoremas mateméticos. Ademds, dicho tema esta
conformado por una parte llamada sintaxis, Gallinari (2006) sefiala que “es la definicién axiomatica
de los elementos bdsicos del lenguaje y de las reglas que permiten obtener nuevas expresiones
correctas a partir de aquellos. Las expresiones admitidas por el lenguaje se denomina férmulas™ (p.8).
Este andlisis del especialista en la materia, hace referencia a los instrumentos que se encuentran en
una estructura logica, esto conlleva los simbolos de constantes, funciones, predicados, variables,

auxiliares, conectores 16gicos, cuantificadores y otros.

En cambio, en la semdntica “es la definicién de un conjunto de significados (generalmente verdadero
o falso) que se puedan asociar a una férmula. Permite definir la validez de una férmula o de un
razonamiento” (Gallinari, 2006, p.8). En relacion a esta cita bibliogréfica el autor hace referencia

establecer si es verdadero o falso, tener una l6gica, no puede a ver otra respuesta.

La diferencia estructural de las teorias ya mencionadas, es que la sintaxis es conocida por la
demostracion y la semdntica es interpretativa. Con ello en la sintaxis tratamos de demostrar con los
factores a nuestro alcance para llegar a un fin, y la semdntica se estructura para tener una lgica ya

sea de verdadero o falso.



AXIOMATICA DE ZERMELO-FRAENKEL

En libro “SOBRE LA AXIOMATIZACION EN MATEMATICAS” del autor Guerrero publicado

en el afio 2004 manifiesta lo siguiente:

Axiomatizar o formalizar una teoria consiste en establecer un minimo de proposiciones
evidentes fundamentales llamadas axiomas y en derivar de los axiomas todas las demds
proposiciones del sistema, en calidad ya de teoremas, de corolarios o de problemas.
Los axiomas constituyen los cimientos del sistema y los teoremas, consecuencias de

los axiomas, forman la estructura de la teoria. (Guerrero, 2004, p.86)

Es decir, se presenta una lista de los axiomas mds relevantes que es utilizado para construir la teorfa
de conjunto. Esto ayuda a un mejor entendimiento a los estudiantes ya que es un tema complejo y

al no existir suficiente documentacién no cuentan con herramientas para mejorar en este aspecto.

El axioma de extension, establece que tomando dos conjuntos son iguales, si contiene los mismos
elementos, es esencial para la 16gica y la consistencia de la teoria de conjuntos. El axioma es del
vacio, menciona que existe un conjunto que no contiene elementos. El axioma de la unién, sefiala
que, dado dos conjuntos, se puede crear uno que contenga todos los elementos de ambos conjuntos
originales. El axioma de la potencia o partes, establece que el conjunto de todos los subconjuntos
de un conjunto dado es un conjunto. Es importante destacar que este axioma es la base para la teoria
de conjuntos y es necesario para definir conceptos como la relacién de pertenencia y la relacién de
inclusién entre conjuntos. El axioma de infinitud, afirma que existe al menos un conjunto infinito.
Esto significa que existe al menos un conjunto que contiene un nimero ilimitado de elementos.
Esto es fundamental para la construccién de la matemadtica y en particular en la teoria de conjuntos

y teoria de ndmeros.

El axioma de eleccion, afirma que, para cualquier conjunto no vacio de conjuntos no vacios, existe
al menos una funcién de eleccién que asigna a cada conjunto no vacio un elemento distinto de
ese conjunto. En otras palabras, si tenemos un conjunto de conjuntos no vacios, podemos elegir
un elemento distinto de cada uno de ellos. Este axioma es importante en la construccién de la
teoria de conjuntos y en la teoria de modelos, ya que permite construir soluciones a problemas
donde se busca elegir un elemento de un conjunto dado. Sin embargo, también ha generado cierta

controversia debido a que su uso puede conducir a resultados no intuitivos.

En este capitulo desarrollado también fueron necesarios los documentos bibliogréficos, ayudando
a un mejor entendimiento de los axiomas anteriormente descritos. Al no existir demasiada

documentacién al respecto, se hace complejo a los alumnos el buscar medios de apoyo para



la compresion de esta problemética.

Las fuentes bibliogréficas empleadas para el estudio del tema en cuestion fueron fundamentales en
la creacidén de este documento de apoyo. Estas fuentes proporcionaron los conceptos especificos y

la informacién necesaria para entender el tema de manera mas completa.



CAPITULO 111

3. MARCO METODOLOGICO

3.1. Descripcion de enfoque, alcance y diseiio de investigacion

La presente investigacién se encamina en el enfoque cualitativo, que busca comprender de manera
profunda y detallada el tema de estudio de los axiomas de Zermelo-Fraenkel. Se basa en evidencias
recolectadas a través de la aplicacion de técnicas y metodologias especificas de la investigacién
cualitativa, observaciones no estandarizadas, andlisis de documentos y otros. El alcance de esta
investigacién es exploratorio y descriptivo, lo que significa que se busca entender y describir el
tema sin suficiente informacién referente al estudio ya mencionado. Ademas, se utilizé el disefio de
investigacién documental como técnica especifica para recolectar datos a través de la revisiéon de

documentos existentes.

3.2. Descripcion de tipo, métodos, técnicas e instrumentos de investigacion

Las metodologias empleadas en esta investigacion fueron de tipo documental y tedrica. Se llevo
a cabo una recopilacién de informacion relevante en diversas fuentes, como libros, tesis y notas
digitales, todas relacionadas con el estudio de los Axiomas de Zermelo-Fraenkel en la teoria de
conjuntos. Se seleccionaron las fuentes que contenian informacién valiosa para el desarrollo de la
investigacion y se organizoé esta informacion de manera cronoldgica para facilitar la comprensién
del tema. De esta manera, se logré un conocimiento apropiado y creativo basado en los documentos

recopilados.

Las técnicas que se utilizaron son bibliogrificas y de observacién las cuales permitieron la
recoleccién de informacion referente al tema en mencién, ayudando de manera considerable
desarrollar el proyecto de investigacion. Para llevar a cabo se utilizé instrumentos como el software

LaTeX con el compilador de texto TeXstudio que ayudo a la obtencién del documento.



CAPITULO IV

4. MARCO DE ANALISIS E INTERPRETACION DE RESULTADOS

4.1. Procesamiento, analisis e interpretacion de resultados

Una vez determinado el tema de investigacidn, se inicid un proceso de recopilacion de informacion
en diferentes fuentes bibliograficas, incluyendo libros, tesis y de mas, todas relacionadas con el
estudio de los Axiomas de Zermelo-Fraenkel en la teoria de conjuntos. Se llevé a cabo una lectura
compresiva, cuidadosa y selectiva de las referencias seleccionadas, con el objetivo de clasificar
y elegir aquellos documentos que son esenciales para el desarrollo y comprension de los tépicos
relacionados con la teoria de conjuntos. Después de una investigacién exhaustiva finalmente se dio
paso a la organizacién de informacidn y creacién de un documento en el que se explica la teoria de

manera precisa y detallada.

4.2. Discusion

En esta investigacion sobre los Axiomas de Zermelo-Fraenkel en la teoria de conjuntos pudimos
observar a lo largo de la historia un cambio en la interpretacién de la teoria antes mencionada,
esto conllevo a encontrar la problematica, al no tener muchas fuentes bibliograficas en el cual los
estudiantes de la ESPOCH, de nuestra Carrera de Matematicas, puedan basarse y sea de mayor
entendimiento en esta problemadtica, al ver todos estos aspectos fueron necesarios la elaboracién

del presente documento para servir de referencia y poder fomentar un mejor desarrollo.

La investigacion de los axiomas de Zermelo-Fraenkel en la teoria de conjuntos se desarrollaron
temas como: Elementos de la l6gica matemética y la Axiomadtica, es importante entender y estudiar
el tema en mencidn, sobre la teoria de conjuntos, se debe priorizar el estudio sobre los dichos
axiomas porque es base fundamental para mejorar el entendimiento de la teoria. Con estos aspectos
y recabando informacién se pudo generar esta documentacién que es referencial, ya que es un

aporte significativo para los estudiantes de la carrera.

Sin embargo, al ser un tema extenso y complejo de explicar, existieron limitaciones para el desarrollo
del mismo, al no existir suficiente informacién, por cual procedi a la bisqueda de documentos mas
relevantes para explicar de manera did4ctica y mejorar el entendimiento de las personas que vayan

a utilizar este documento de apoyo al ser fundamental para la teoria de conjuntos.



CAPITULO V

5. CONCLUSIONES Y RECOMENDACIONES

CONCLUSIONES

o A través del estudio de los axiomas de Zermelo-Fraenkel, se procede a dejar documentacion de
apoyo la cual es netamente referencial, pero sirve para tener un mejor entendimiento sobre este

tema.

e Al ser un tema complejo y no tener una bibliografia significativa, se tuvo dificultades y limitacién
para desarrollar de mejor manera el tema, a pesar de esto se realiz6 este documento con los

aspectos mds importantes y detallados para la realizacién del mismo.

e Con la documentacion bibliogréfica encontrada, se procedié a crear una estructura didacta,
organizada de acuerdo a la importancia de los diversos temas ya mencionados, ya que con
ello generamos el documento para mejor el entendimiento de los estudiantes de la Carrera de

Matematica de la ESPOCH.



RECOMENDACIONES

e Se recomienda que se gestione el aumento de documentos bibliogréficos fisicos y digitales en la
biblioteca y repositorios de la ESPOCH, ya que con esto ayudamos a generar mayor facilidad

para los estudiantes de la Carrera de Matematica.

e A los estudiantes de la Carrera de Matematica tomen como referencia esta documentacion y a su
vez generen nuevas investigaciones a partir de esta, de forma detallada sobre los Axiomas de

Zermelo-Fraenkel.

e Se recomienda para tener un mejor entendimiento sobre la “Teoria de Conjuntos” ya que, al ser

un tema complejo, primero se debe tener bases sobre los axiomas Zermelo-Fraenkel.
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Introduccion

La aplicaciéon de métodos y herramientas que sean de utilidad para llevar a cabo
procedimientos mateméticos como demostraciones de teoremas y proposiciones
son empleados en modo de fundamentos, a partir de estos se realizard las
operaciones pretendidas, tal como es el caso de los axiomas que consisten en
verdades irrefutables de magnitud universal, lo que permite que su aplicacién sirva
como base para la construcciéon tedrica como es en el caso de teoria de conjuntos.
Estos métodos aplicables son férmulas ya establecidas y comprobadas por expertos,
siendo el caso de la teorfa de conjuntos, mds concretamente refiriéndose a los
axiomas de Zarmelo-Fraenkel (ZF) que consisten en sistemas axiomaticos por
medio de los cuales se pretende determinar la teorfa de conjuntos que se emplea
para indagar las propiedades y relacién de los conjuntos, lo que hace de ese
método tedrico de gran utilidad para los estudiantes, y es debido a esto que se
pretende desarrollar un documento a partir de una recopilaciéon de informacién
que sirva como guia préctica para el alumnado de la carrera de Matemaética de
la Escuela Superior de Chimborazo (ESPOCH) en materia de la axiomaética de
Zermelo-Fraenkel.

Debido a que este documento tiene como finalidad orientar a los estudiantes
de matematicas, se encuentra desarrollado en dos capitulos,en el primero se
conceptualizan y analizan términos necesarios para la comprensién del tema,
y ademas se explica brevemente los sucesos de carécter crucial que conllevaron el
descubrimiento de este sistema axiomatico. Para el segundo capitulo se describe
la fundamentacion tedrica de los axiomas de Zarmelo-Fraenkel y se sustentan
estas formulaciones con ejemplos que clarifiquen lo expuesto para reforzar el
discernimiento de estos axiomas. Finalmente en esta investigacion se argumentan

las conclusiones a las que se han llegado y se muestra la bibliografia adoptada.



Elementos de Logica Matemdtica

En este primer capitulo se dara una breve introduccién a la 16gica matemaética, que
es una herramienta fundamental en el estudio de la teoria de conjuntos.
Lalégica es un esquema de reglas que permite deducir verdades a partir de otras
verdades. El medio que lleva de las primeras verdades a las otras deducidas se
llama razonamiento légico. La légica estudia, precisamente, los razonamientos
l6gicos, estableciendo cudndo un razonamiento es vélido, independientemente
del contenido de las verdades que se enuncien.

Los elementos de l6gica matemdtica que mostramos a continuacién son tomados

del autor Aguilar [1].

1.1 Légica de primer orden: Sintaxis

Sintaxis (reglas de formacién, gramatica): Es una definicién axiomaética de
los elementos basicos de una lengua y de las reglas que permiten derivar de
ella nuevas expresiones correctas. Las expresiones admitidas por el lenguaje se

denominan férmulas.

1.1.1 Leguaje de primer orden

Los objetos de estudio de las ciencias naturales tienen existencia fisica. En contraste,
los objetos mateméticos son conceptos, por ejemplo “conjuntos”, “pertenece a (€)”,
“nameros naturales”, etc.

En una teoria, deben existir conceptos iniciales y estos pueden ser definidos a
partir de otros conceptos. Por ejemplo, x — v es el inico niimero z tal que y +z = x;

0 si x y ¥ son conjuntos, x C y si para cada elemento z , z € x implica z € y.
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De este modo, “sustracciéon” puede ser “definida” en términos de la “adiciéon” e
“inclusién (C)” en términos de “pertenece a (€)”. En principio, se empieza con un
nimero minimo de conceptos no definidos. Por ejemplo, en la teoria de conjuntos,
los conceptos no definidos son “conjunto” y “pertenece a”; en teoria de nameros,
los conceptos no definidos son “ntimeros naturales”, “cero”, “funcién sucesora”.
En estos ejemplos se observa que existen dos grupos de conceptos: conjunto de
nimeros naturales por una parte; pertenecer a, cero, sucesor, por otra parte. Los
conceptos del primer tipo son los objetos principales a estudiarse, mientras que los
conceptos del segundo tipo son usados para reflejar las propiedades estructurales
bésicas de los objetos del primer tipo. A partir de ello se construye un conjunto de
axiomas que proporcionan tales propiedades de los objetos en estudio. Se espera
que sobre la bases de estos conceptos no definidos y los axiomas, se puedan definir
otros conceptos, desarrollando la teoria e introduciendo cada vez mas objetos y
demostrando més teoremas.

Es claro que ha de considerarse un lenguaje para desarrollar una teoria. Como
cualquier otro lenguage natural, un lenguaje adecuado para una teoria matematica
también tiene un alfabeto. Pero a diferencia de los lenguajes naturales, un
enunciado en teoria matemadtica es expresado simbdlicamente y tiene una

construccién sintactica no ambigua. A continuacién algunos ejemplos:

Ejemplo. Consideremos el siguiente enunciado en teoria de grupos: Para cada x
existe y tal que x - y = e. Aqui - (punto) es un simbolo para la operacion binaria de
grupo y e para el elemento identidad. Si usamos el simbolo V para denotar “para

cada” y J para denotar “existe”, podemos representar el enunciado anterior como:

Vxdy(x-y =e)

Ejemplo. Consideremos los siguientes enunciados en teoria de conjuntos:

VxVydz(x € z Ay € z)

—JdxVy(y € x)
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El primer enunciado es una representacién simbolica de “Dados dos conjuntos
x y y, hay un conjunto z que contiene tanto a x como a y; el segundo enunciado

significa que “No hay un conjunto x que contenga todos los conjuntos y”.

Vemos que el lenguaje para una teoria debe tener “variables” para representar
los objetos a estudiarse — por ejemplo, los conjuntos en teoria de conjuntos o los
elementos de un grupo en teoria de grupos — y algunos simbolos 16gicos como
3 (existe), A (y), — (negacién), = (igualdad). Estos simbolos son comunes a los
lenguajes para todas las teorfas, y los llamaremos simbolos 16gicos. Por otra parte,
existen ciertos alfabetos que representan conceptos no definidos de una teoria
especifica. Por ejemplo, en teoria de grupos usamos dos simbolos: el punto - para
la operacion del grupo y un simbolo, digamos e, para el elemento identidad; en
teoria de conjuntos tenemos un simbolo de relacién binaria € para el concepto no
definido pertenecer a.
En matemadticas, usualmente se wutilizan muchos conectivos légicos y
cuantificadores tales como V (0), A (y), 3 (existe), V (para todo), — (si ...,
entonces ...), y <— (si y solo si). Sin embargo, si consideramos los siguientes
razonamientos “dos enunciados A y B son ambos ciertos ” si y solo si “no es cierto
que A o B sea falso”; “A implica B” siy solo si “ 0o A es falso o B es cierto” estamos
indicando que algunos conectivos 16gicos y cuantificadores pueden ser definidos
en términos de otros. De este modo, es posible empezar con pocos cuantificadores
y conectivos que permitirdn desarrollar muchas pruebas de modo simplificado.
Definicién 1.1
Un lenguaje de primer orden £ consta de dos tipos de simbolos: simbolo
légicos y sibolos no 1égicos. Los simbolos 16gicos lo contituye una sucesiéon
de variables xq, x1, x2, ... ; conectivos légicos —~(negacion) y V(disyucién);
un cuantificador 16gico 3 (cuantificador eistencial) y el simbolo de igualdad
=. Al orden en el cual las variables xg, x1,x7,... se denomina orden
alfabético. Estos simbolos son comunes a todos los lenguajes de primer
orden. Dependiendo de la teoria, los simbolos no légicos de £ consiste de un

conjunto (vacio o no vacio) de simbolos de constante {c; : i € I}; para cada
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entero positivo 7, un conjunto simbolos de funciones n-aria {f; : j € Ju};y

un conjunto de simbolos de relaciones n-aria {py : k € Ky, }.

Por otra parte, consideraremos lo siguiente:

e Un lenguaje de primer orden serd denominado simplemente lenguaje.

e Para especificar un lenguaje serd suficiente especificar sus simbolos no l6gicos,

puesto que todos los lenguajes tienen los mismos simbolos légicos.

e En vez de usar los simbolos x, x1, X2, . . ., para denotar las variables, usaremos

los simbolos x,y,z,u,v, w.

e Cualquier sucesion finita de simbolos de un lenguage £ se denominard una

expresion en L.

e Un lenguaje £ se denominard contable si solamente tiene una cantidad contable
de simbolos no 16gicos. En caso tenga una cantidad finita de tales simbolos se

denominaréa lenguaje finito.

Ejemplo. El lenguaje de la teoria de conjuntos tiene solamente un simbolo no

16gico: el simbolo de la relacién binaria € para “pertenece a”.

Ejemplo. El lenguaje de la teoria de grupos tiene un simbolo constante e (para

el elemento identidad) y un simbolo de funcién binaria. (Para la operacién de

grupo).

Ejemplo. El lenguaje para la teoria de anillos con identidad tiene dos simbolos de

constante 0 y 1 y dos simbolos de funcién binaria 4y -.

Ejemplo. El lenguaje para la teoria de cuerpos ordenados tiene dos simbolos de
constante 0 y 1, dos simbolos de funcién binaria + , - y un simbolo de relaciéon

binaria <.




Capitulo 1. Elementos de Légica Matematica

Definicién 1.2
Un lenguaje de primer orden £’ es llamado una extension de otro lenguaje
L, si cada simbolo de constante de £ es un simbolo de constante de £’ y cada
simbolo de funcién (relacién) n-aria £ es un simbolo de funcién (relacion)

n-aria de £'.

Ejemplo. El lenguaje para la teoria de los cuerpos ordenados es una extensién del

lenguaje para la teoria de los anillos con identidad.

1.1.2 Términos de un lenguaje

Hablando en forma general, los términos de un lenguaje conrresponden a

expresiones algebraicas.

Definicién 1.3
El conjunto de todos los términos de un lenguaje £ es el menor conjunto 7 de
expresiones de £ que contiene todas las variables y simbolos de constantes;
ademads, es cerrado bajo la siguiente operacion: siempre que t1,...,t, € T,

fjtl, ..., tp € T,donde f] es un simbolo de funcién n-aria de L.

De forma equivalente, todos los téminos de un lenguaje pueden ser inductivamente

definidos como sigue:

e Los simbolos de variables y constantes son términos de rango 0.

e Sity...t; son términos de rango < ky f] es un simbolo de funcién n-aria,

entonces fjtl ...ty es un término de rango < k 4 1.

Asi, el rango de un término f es el menor ntimero natural k tal que ¢ es de rango
<k.

Convengamos en usar los paréntesis y comas en la forma usual para facilitar la
lectura. Por ejemplo, en vez de escribir fit; ...t escribiremos fi(t1,...,ty), y t+s

en vez de +ts. Prescindiremos de los paréntesis cuando no exista posibilidad de

6
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confusiéon. Ademads, adoptamos la convencién de asociaciéon a la derecha. Por

ejemplo, en vez de escribir 1 - (2 - (3 - t4)) escribiremos t1 - £2 - t3 - t4.

Ejemplo. Las variables son los tnicos términos del lenguaje para la teoria de

conjuntos, porque esta no tiene constantes ni simbolos de funcién.

Definicién 1.4
Sea t un término de lenguaje £. El conjunto de todos los subtérminos de t es

definido inductivamente como a continuacién:
e fes un subtérmino de t
o Sifty...ty,t1,...,tn € T,esunsubtérminodet,loescadat;, 1 <i < n.

Una expresion es un subtérmino de ¢ si ésta es obtenida como se indicé. De
este modo, el conjunto de todos los subtérminos de un término t es el menor
conjunto S de expresiones que contiene a t y tal quesi ft;...t, € S, entonces

tl,...,tn ES.

Ejemplo. Seat el término x - y - z en el lenguaje de la teoria de grupos. Entonces,
X-y-z,%,Y-z,yy zson todos los subtérminos de t. De acuerdo con la convencién
adoptada y la definicién de subtérminos, x - y no es un subtérmino de ¢ (recordar
la convencién de asociacién por izquierda).

Sea s un término. Escribimos s[vy, . . ., v, para indicar que las variables que ocurren
en s estan entre vy,...,v,. Si s es un término, sy,,... v, [t1,...,tu], O simplemente
s[t1,...,tn] cuando no exista posibilidad de confusién, denotara la expresion
obtenida a partir de s reemplazando simultdneamente todas las ocurrencias de

v1,...,Upensporty,...,t, respectivamente.

Ejemplo. Sea s el término x - (y + z) en el lenguaje de la teoria de anillos con

identidad. Entonces

Sxyzl Xy, Ly yl=(x+z) - (1+y-y).
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1.1.3 Férmulas de un Lenguaje

Definicion 1.5
Una férmula atémica de un lenguaje es definida como sigue: si t y s son
términos de £, entonces t = s es una férmula atémica de £; si p es un simbolo

de relacién n-aria de L y t4,...,t, son términos, entonces pt; ...t, es una

formula atomica.

Ejemplo. v € w, v = w, donde v, w son variables, son todas las férmulas atémicas

en el lenguaje de la teorfa de conjuntos.

Definicién 1.6
Una férmula de un lenguaje es definida inductivamente como sigue:

e Toda férmula atémica es una férmula (éstas son todas las férmulas de

rango 0).

e S5i Ay B son férmulas de rango < k y v es una variable, entonces - A
(negacion de A), JvA y VAB(disyuncién de A y B) son férmulas de rango
<k+1

El conjunto de cadenas asi obtenidas son todas las férmulas de L. De este
modo, el conjunto de todas las férmulas de £ es el menor conjunto de todas
las expresiones de £ que contiene todas las férmulas atémicas y es cerrado

bajo la negacién, disyuncién y cuantificacién existencial.

Definicién 1.7
Sea A una férmula del lenguaje £. El rango de A es el menor niimero natural

k tal que rango de A es < k.

Convenciones. A partir de ahora, a menos que se establezca otro caso,

adoptaremos las siguientes convenciones:

e L denotard un lenguaje de primer orden, y por un término (o una férmula)

entenderemos un término (o una férmula) de L.
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e Escribiremos A V B en vez de VAB.

e Asociacion por derecha, omitiendo los paréntesis: AV BV Cenvezde AV (BV

C),AVBVCVDenvezde AV (BV (CV D)),y asi sucesivamente.
A continuacién, se definen algunos conectivos l6gicos usuales y cuantificadores:

e Y0A es una abreviacién de —dv—A. V es denominado cuantificador universal.
e A N B abrevia ~(—A V —B). El conectivo A es denominado conjuncién.

e A — Besuna abreviacion de (—A) V B.

Una férmula de la forma JvA es denominada una ejemplificacién de A, y una
férmula de la forma Vv A es denominada una generalizacién de A. Una férmula
es llamada elemental, si es una férmula atémica o una ejemplificacién de una
férmula.
Definicién 1.8
Una subférmula de una férmula A es definida inductivamente como sigue:
A es una subférmula de si misma; si =B o JvB es una subférmula de A,
entonces lo es B; si BV C es una subférmula de A, entonces B o C son
subférmulas de A; ninguna otra opcién distinta a las mencionadas es una

subférmula de A.

De esta forma, el conjunto de subférmulas de A es el menor conjunto S(A) de
férmulas de £ que contiene a A y satisface las siguientes condiciones: siempre que
—B o JuBestien S(A),loestd B, y siempre que BV C esté en S(A), lo estdn By
C.

Una ocurrencia de una variable v en una férmula A estd ligada si esta ocurre
en una subférmula de la forma JvB; en otro caso, la ocurrencia es llamada libre.
Una variable es denominada libre en A si esta tiene una ocurrencia libre en A.
Escribimos ¢[vy, ..., vn] si ¢ es una férmula en la cual todas sus variable libres

pertenecen al conjuto {vy, ..., v, }.
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Ejemplo. En la férmula

x eyVIx(x €ey)

todas las ocurrencias de y son libres, la primera ocurrencia de x es libre, y las otras
ocurrencias de x estan ligadas.

Una férmula sin variables libres se denomina férmula cerrada u oracién. Una
férmula que no contiene cuantificadores se denomina férmula abierta.

Sea Alxg,...,x,—1] una férmula cuyas variables libres estdn entre xo, ..., X,_1
y x,—1 es libre en A, donde xy,...,x,_1 son las primeras n variables en orden
alfabético. Denominamos

Vx,_1...VxpA

la clausura de A. Observar que si A es cerrado, A coincide con su clausura. Sea
t un término, v una variable y A una férmula de un lenguaje £. Decimos que
el término t es sustituible por v en A, si para cada variable w que ocurre en t,
ninguna subférmula de A de la forma JwB contiene una ocurrencia de v que es

libre en A.

Ejemplo. En la férmula

x eyVIx(x €y)

no se puede sustituir cualquier término que contiene a x por y.

Si t es sustituible por v en A, entonces A,[t] designa la expresion obtenida a
partir de A reemplazando simultdineamente cada ocurrencia libre de v en A por
t. Similarmente, si los términos ty,...,t, son sustituibles en A por vy,...,v,
respectivamente, entonces Ay, u,[t1,...,tu], 0 Alt1,...,ts], cuando no exista
posibilidad de confusién, llamado un ejemplo de A, denotard la expresion
obtenida a partir de A por reemplazo simultdneo de todas las ocurrencias
libres de vy,...,v, en A por ty,...,t, respectivamente. Observar que, cuando se
hable de Alty, ..., t,], se asume que fy, ..., t, son sustituibles en A por vy, ..., vy,

respectivamente.

Ejemplo. Dada la férmula

x €yVIx(x €y)

Entonces Ay[z] esla formulaz € y vV Jx(x € y).
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1.1. Légica de primer orden: Sintaxis

1.1.4 Teoria de primer orden

Definicién 1.9
Una teorfa de primer orden o simplemente una teoria T consiste de un
lenguaje de primer orden £ y un conjunto de férmulas de L. Estas férmulas
son llamadas axiomas no 1égicos de T. Por términos o férmulas de T,
entenderemos términos o férmulas respectivamente del lenguaje para T

. El lenguaje para T es también denotado por £(T). Una teoria es llamada

contable, si su lenguaje es contable. Tal teoria sera finita, si el conjunto de

simbolos no légicos es finito.

Ejemplo. La teoria de grupos es una teoria cuyos simbolos no légicos son, un
simbolo de constante e y un simbolo de funcién binaria -. Los axiomas no légicos

son las siguientes férmulas:
1) VaVyVz(x - (y-z) = (x-y) - 2).
2) Vx(x-e=xANe-x=x).

3) Vxdy(x-y=eAy-x=e).

Ejemplo. La teoria de grupos abelianos es la teorfa cuyos simbolos no 16gicos son
un simbolo de constante 0 y un simbolo de funcién binaria + y cuyos axiomas no
l6gicos son las férmulas:

1) VaVyVz(x+ (y +z) = (x +y) +2).

2) Vx(x+0=xA0+x = x).

3) Vxdy(x+y=0Ay+x=0).

4) VxVy(x+y =y +x).

Ejemplo. El lenguaje para la teoria de anillos con identidad tiene dos simbolos
de constantes, 0 y 1, y dos simbolos de funciones binarias, + y -. Los axiomas no
16gicos de esta teoria son los axiomas (1)-(4) de los grupos abelianos, junto con los

axiomas:

11



Capitulo 1. Elementos de Légica Matematica

5) VavVyvz(x- (y-z) = (x 1) -z).
6) Vx(x-1=xA1-x=x).

7) Vavyz(x - (y+2) = (x-y) + (x - 2)).
8) VaVyvz((y+z) -x=(y-x)+ (z-x)).

Ejemplo. La teoria de los campos tiene el mismos lenguaje que la teorfa de anillos
con identidad; sus axiomas no 16gicos son los axiomas (1)-(8) de la teoria de anillos

con identidad junto con los siguientes axiomas:

9) VaVy(x-y =y - x).
10) Vx(=(x=0) — Jy(x-y=1Ay-x =1)).

Ejemplo. Sea L el lenguaje con un sélo simbolo no 16gico: un simbolo de relacién
binaria <. La teoria de los conjuntos ordenados linealmente (OL) es la teoria

cuyo lenguaje es £ y cuyos axiomas no légicos son:

1) Vx—(x < x).
2) VaVyVz((x <y ANy <z) — x < z).
3) VaVy(x <yVx=yVy <x).

Ejemplo. La teoria de densidad de los conjuntos ordenados linealmente (DOL),

es obtenida a partir de (OL) adicionando los siguiente axiomas:

4) Vavy((x <y) — Jz(x <zAz <y)).
5) Vx3dy(y < x).
6) Vxdy(x < y).

Ejemplo. Sea F la teorfa de los campos. Para cada m > 1, sea A, la férmula
—(m = 0). La teoria obtenida por adicionar cada A,, al conjunto de axiomas de F

como un axioma es llamada la teoria de los campos de caracteristica 0.

12



1.1. Légica de primer orden: Sintaxis

Ejemplo. Sea F la teoria de los campos. Sea £ una extension del lenguaje para
la teoria de anillos con identidad obtenida por adicién de un nuevo simbolo de
predicado binario <. Considere la teoria CO cuyo lenguaje es £ y cuyos axiomas

no l6gicos son todos los axiomas no légicos de F y los siguientes axiomas:

11) Vx—(x < x).

12) VaVyVz((x <y Ay < z) — (x < 2)).
13) VaVy(x <yVx=yVy < x).

14) VaVy(-(x <yVx=y) — y < x).
15) VaVy(x <y — Vz(x +z <y +2z2)).

16) VaVy((0 < x A0 <y) — 0 < x-y).

La teoria CO es conocida como la teoria de los campos ordenados.

Ejemplo. A continuacién se enuncian una serie de axiomas de la teorfa de nameros,
el cual desempefia un papel importante en 16gica. Designemos esta teoria por N.
Los simbolos no 16gicos de N son un simbolo de constante 0, un simbolo de funcién
1l-aria S (funcién sucesora), dos simbolos de funcién binaria +, -, y un simbolo de

relacién binaria <. Los axiomas no légicos de N son:

1) Vx(=(Sx = 0)).

2) Va¥y(Sx = Sy — x = ).
3) Vx(x+0 = x).

4) Vxy(x + Sy = S(x +v)).
5) Vx(x -0 = 0).

6) Vay(x - Sy = (x-y) + x).

7) ¥Vx(—(x < 0)).

13
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8) VaVy(x < Sy +— (x <yVx=y)).

9) Vx(Vy(x <yVx=yVy<x)).

Para cada entero no negativo 1, el término

S§...80
N——
m veces

serd denotado por k. Estos términos son llamados numerales. Observar que kg es

el simbolo de constante 0.

Ejemplo. La Aritmética de Peano es la teoria obtenida a partir de N eliminando
los tltimos axiomas y adicionando el siguiente esquema de axioma, llamado

esquema de axioma de induccién: para cada formula A[v], la férmula
Ay[0] — Vo(A — Ay[Sv]) — A

es llamada un axioma de induccién. Denotamos esta teoria con AP.

1.2 Légica de primer orden: Semantica

Semadntica (relacion entre el lenguaje y su significado): Es una definicién de un
conjunto de significados (generalmente verdadero o falso) que se pueden asociar

con una férmula. Permite definir la validez de una férmula o razonamiento.

1.2.1 Estructura de los Lenguajes de primer orden

Definicién 1.10
Una estructura o una interpretacién de un lenguaje de primer orden £ consta

de:

(E1) Un conjunto no vacio M denominado el universo de la estructura.

(E2) Para cada simbolo de constante ¢ de £, un elemento fijado c); € M.
(E3) Para cada simbolo de funcién n-aria f de £, hay una aplicacién fy; :

M" — M.

(E4) Para cada simbolo de relacién n-aria p de £, hay una relacién n-aria

14
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pm C M" en M.
La interpretacién de = es siempre considerada como la relacién de igualdad

en M.

Los elementos del universo de M son llamados los individuos de la estructura;
las aplicaciones fys las funciones individuales de la estructura; y las relaciones
pm predicados individuales; cy;, fuv1, v pm serdn llamadas interpretaciones del
simbolo de constante ¢, del simbolo de funcién f, y del simbolo de predicado p

respectivamente.

Ejemplo. Sea IN el conjunto de todos los niimeros naturales y 0, 1,4+, -, y < tienen
el significado usual. Es més, sea S(n) = n + 1, n € IN. Esta es una estructura para
el lenguaje de la teoria N definida en la Seccién 1. Esta estructura serd llamada la
estructura estdndar de N.

Sea £ una extension de £'. Ignorando la interpretacién de aquellos simbolos no
l6gicos de £ que no son simbolos de £/, conseguimos una estructura M’ de L'
Denominamos a M’ la restriccion de M a £’ y lo denotamos con M | £'. En este
caso también decimos que M es una expansion de M a L.

Recordemos que todos los términos de variable libre pueden ser obtenidos a partir
de los simbolos de constante e iterando los simbolos de funcién sobre ellos. Asi,
podemos definir una interpretacién o significado tj; de cada término de variable
libre t de £ en M por induccién sobre el rango de ¢. La interpretacién de un simbolo
de constante ¢ ya es dado por la estructura, a saber cy;. Sity, ..., t; son términos
de variable libre cuyas interpretaciones han sido definidas y si f es un simbolo de

funcion n-aria de £, entonces se define

(ftr-t)m = fm((t)m, -, (En) M)

Ejemplo. Sea L el lenguaje para la teoria de anillos con identidad. Para cada entero
positivo m, m denota el término obtenido por adicionar 1 asi mismo m veces. Sea

P(x) una expresion polinomial cuyos coeficientes son todos de la forma m, es decir

15
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P(x) es un término de la forma
Mo+ 11X A+ - o X"

donde x es una variable. Sea R un anillo con identidad. Entonces la interpretacién
de m en R es el elemento m & R obtenido por adicién de la identidad
multiplicativa de R consigo mismo m veces, y por cada término de variable libre ¢,

la interpretacion de Px[t] en R es el elemento P(tyr) de R.

1.2.2 Verdad en una estructura

A continuacién, definimos cudndo una férmula de £ es verdadera y cudndo esta
es falsa en una estructura de £. Observar que si tenemos una estructura de £
con universo M y queremos saber si existe un elemento a € M que satisface una
féormula ¢[x], pero tenemos un pequefio problema porque ¢ es un objeto sintéctico,
y los elementos de M no lo son. Para evitar este problema, dada una estructura de

L con universo M, en primer lugar describimos una extensién L del lenguaje L.

Definicién 1.11
Dado £ y una estructura de £ con universo M. Sea L el lenguaje de primer

orden obtenido a partir de £ adicionando un nuevo simbolo de constante i,
por cada a € M. El simbolo i, es llamado el nombre de a. Consideramos al
propio M como la expansién de M a L), estableciendo la interpretacién de i,

como a para cadaa € M.

Ahora, podemos definir cudndo una férmula de £ es verdadera o vélida o
satisfacible en una estructura M. Para lograrlo, definimos la nocién de verdad de
una féormula cerrada o una oracion de £, en una estructura M. La definicién
se sustenta en el conocido significado de los conectivos légicos V , = y del
cuantificador existencial 3. La nocién de verdad sera definida a partir de la
definicién de una funcién que parte del conjuntos de todas las férmulas cerradas
de L) y asigna valores en el conjunto verdadero, falso, satisfaciendo algunas

condiciones. Esta sera dada por induccién sobre el rango de oraciones de L.
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Si una oracién toma el valor verdadero, diremos que la oracion es verdadera o
véalida en M; caso contrario esta sera llamada falsa en M.

Recordemos que las férmulas han sido definidas inductivamente empezando por
las férmulas atémicas e iterando —, V, y 3 sobre ellos. Una férmula atémica de
variable libre es de la forma pt; ...t,, donde p es un simbolo de relacién n-aria
(incluyendo =) y t1, ..., t; son términos de variable libre. Decimos que pt; ...t es

verdadera en la estructura, si se tiene

pm((t)m, -0 () M),

es decir,

((t1)m, -, (tn)m) € pm C M™.

En otro caso, decimos que pt; ... t, es falsa en la estructura. Una oracién —A es
verdadera, siy solo si A es falsa. Una oracién A V B es verdadera si A es verdadera
0 B es verdadera. Finalmente, una oracién 3vA es verdadera si A,[i,| es verdadera
paraalgina € M. Decimos que una férmula A de £ es verdadera en la estructura
si su clausura es verdadera en la estructura. Si una férmula A de £ es verdadera
en una estructura M de £, también decimos que A es valida en la estructura y
escribimos M F A. 5i A no es valida en M, escribimos M ¥ A. Observar que si Ay

B son formulas cerradas, entonces

MFEA<+— MFE-A

MEAVB< MEAoOMED

1.2.3 Modelo de una Teoria

Definicién 1.12
Un modelo de una teoria de primer orden T es una estructura de £(T) con

universo M en el cual todos los axiomas no l6gicos de T son validos.
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Ejemplo. Todo grupo es un modelo de la teoria de grupos. Por otra parte, el
conjunto de ntiimeros naturales IN junto con 0 y + como interpretaciones paraey -
respectivamente es definitivamente una estructura para el lenguaje de la teorfa de

grupos pero no un modelo de tal teoria.

Definicién 1.13
Un férmula A de T que es verdadera en todos los modelos de T es llamada

valida en T. Escribimos T F A si A es valida en T. Si A no es vélida en algtn

modelo de T, escribimos T ¥ A.

Ejemplo. Sea £ un lenguaje de primer orden sin simbolos 16gicos. Para cadan > 1,
sea A, la féormula

3x0 - - - 3xn—1 No<icjen (X = Xj)

Suponiendo que T es la teoria cuyo lenguaje es £ y cuyos axiomas son Ay, As, .. .,

Entonces los modelos de T son precisamente los conjuntos infinitos.
Ejemplo. El conjunto de todos los ntimeros naturales
N={0,1,...}

con el significado usual de S (funcién sucesora), 4, -, y < es un modelo de la teoria

N y también de la aritmética de Peano.
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Axiomadtica de Zermelo-Fraenkel

En el siglo XIX ciertos matemadticos intentaron crear un proceso de formalizacion
de la matematica, a partir de la teoria de conjuntos. Gottlob Frege intent6
concluir dicho proceso, creando una axiomética de la teoria de conjuntos.
Desafortunadamente, Bertrand Russell descubrié en 1901 una contradiccién en
esta teoria. A partir de ese evento, surgen distintos intentos, siendo actualmente
reconocidos los denominados axiomas de Zermelo-Fraenkel.

En 1900, en la conferencia del Congreso Internacional de Matemadticos en
Paris, David Hilbert desafio a la comunidad matematica con sus 23 problemas
fundamentales no resueltos, el primero de estos problemas era un problema de
teoria de conjuntos, basado en la hip6tesis del continuo, que fue introducida por
Cantor en 1878.

Ernest Zermelo comenzé a desarrollar los problemas de la teoria de conjuntos,
asi en 1902 publicé su primer trabajo sobre la adicién de cardinales transfinitos.
Seguido de esto en 1904, dio con éxito el primer paso sugerido por Hilbert
para la hipétesis del continuo, cuando probé el teorema del buen orden. Dicho
resultado le otorgé reconocimiento a Zermelo, quien fue nombrado en Gottingen,
en diciembre de 1905. El desarrollo de su prueba del teorema del buen orden,
basada en el axioma de eleccién, no fue aprobada por todos los matematicos, ya
que para entonces la teorfa de conjuntos carecia de axiomatizacion.

En el afio 1905, Zermelo empez6 a axiomatizar la teoria de conjuntos y en 1908
publicé sus resultados, a pesar de haber fallado en probar la consistencia de
su sistema axiomdtico. En 1922, Adolf Fraenkel y Thoralf Skolem en forma
independiente mejoraron el sistema axiomatico de Zermelo, véase en [?] . El

sistema resultante, conocido como axiomatica de Zermelo-Fraenkel, el cual se
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denotard como ZF consta de diez axiomas y es el mds aceptado actualmente para
la teoria axiomadtica de conjuntos.

A continuacion se explicard de una manera formal cada uno de los axiomas

2.1 Axioma de extension (ZF1)

Este axioma afirma que dado dos conjuntos x e y son iguales (se representa de esta

forma x = y) se contienen los mismo elementos.

VaVy(Vu(u Ex«+—u€y) — x=1y)

En cuanto al reciproco del axioma de extencién, se sabe que de los principios
légicos: Si x = y entonces los elementos que tiene conjunto x también se debe

encontrar en y.

Ejemplo. Sean x = {1,2,3,4,5} yy = {5,4,1,2,3} tenemos que x = y.

Solucién. En efecto, los elementos de x son 1,2, 3,4, 5 y son los mismos elementos

de y entonces se concluye por el axioma de extensién que la igualdad es vélida.

2.1.1 Relacion de Inclusiéon

A partir de dicho axioma se establece la relacién de inclusién, la cual esta definida

de la siguiente manera:

xCy=Vu(u€Ex —ucy)
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2.1. Axioma de extensién (ZF1)

Ejemplo. Sea A = {2,{3},4} entonces

{21cA {3t ¢ A
{{atfcAa {24 cA

La relaciéon de inclusién tinicamente se da conjunto a conjunto.

Proposicién 2.1 Orden de inclusién

a) Vx(x C x) Reflexividad
b) VaVyVz(x CyAy Cz — x Cz)  Transitividad

c) VaVy(x CyAy Cx — x =) Antisimetria

Demostracion.

a) Vx(x C x)

Por definicién de la relacion de inclusién sabemos que si tomamos un elemento
u € x, entonces u € x esto quiere decir que todo conjunto es subconjunto de el
mismo.

Vu(uex —uex)=xCx

b) VaVyVz(x CyAy Cz — x C z)

Por hipétesis tenemos que x C y y y C z, por definicién de inclusiéon u € x
entonces u € y por otra parte andlogamente u € y entonces u € z, por lo tanto por
contencioén si u € x entonces u € z, esto demuestra x C z.

VaVy(x CyAyCx — x =y)

Por hipétesis tenemos que x C y y x C y, por definicién de relacién de inclusiéon
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u € x entonces u € y por otra parte tenemos u € y entonces u € x, por lo tanto

por el axioma de extensién tenemos que x = y. |

Se puede deducir el Axioma de extensién de la siguiente manera:

Vavy(x CyAy Cx — x=y)

2.1.2 Predicado colectivo

El predicado es una férmula ¢(x) depende de una variable (puede ser cualquiera
por ejemplo x,y,w, . ..) por el momento x. Es un predicado colectivo ¢(x) cuando

cuyos elementos de x en el que sastisfacen la propiedad ¢(x) :

$(x) = JuVx(x € u +— ¢(x))

Proposicion 2.2

Si un predicado ¢(x) es colectivo entonces el conjunto u tal que Vx(x €

u <— ¢(x)) es tnico.

Notacién. {x: ¢(x)}

Demostracion.

Sean dos conjunto u y u’ tal que
Vx(x € u +— ¢(x)) y Vx(x € u' +— ¢(x))

se deduce que Vx(x € u «— x € ')

or lo tanto, u = u’ por el axioma de extension (2.1). [ |
P P

2.2 Axioma de existencia del conjunto vacio (ZF2)

Este axioma del conjunto vacio, nos dice que existe un conjunto que no tiene

elementos, se representa de esta manera x = &.
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2.2. Axioma de existencia del conjunto vacio (ZF2)

IxVu(—(u € x))

Lema 2.1
Existe un tinico conjunto sin elementos.

Demostracion.

Supongamos que x e iy sean dos conjuntos sin elementos

Si tomamos u € x entonces u € y

Si tomamos v € y entonces v € x

Por lo tanto por el axioma de extension (2.1) esto implica x = y

(4 € x es un antecedente falso y entonces "u € x implicaqueu € y "

es automdticamente verdad, lo mismo también para v € y).
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Propiedad 2.2.1

1) Para todo conjunto x, el conjunto vacio por la definiciéon de inclusién
tenemos.

g Cx

2) Para todo conjunto x con la unién con el conjunto vacio en el mismo
conjunto x.

xJUg =x

3) Para todo conjunto x con la interseccién con el conjunto vacio es el
conjunto .

xXNY =9

Para entender la necesidad de los siguientes axiomas ZF, es necesario hablar de la
famosa paradoja de Russell:

Paradoja de Russell: Dada una propiedad ¢(t), existe unos conjuntos x cuyos
elementos son presisamente los conjuntos t que cumplen la propiedad.

Sin embargo, esta paradoja lleva a contradicciones ya que, si consideramos la
propiedad t € t, esta paradoja nos dice que existe el conjunto x =t : t € ¢, Si ahora

nos preguntamos si x € x, tenemos dos caminos:

a) Six € x, x no puede ser de si mismo, por lo que x & x.

b) Six & x, x es elemento de si mismo, por lo que x € x

Por lo tanto, x € x <= x ¢ x. Esto es absurdo, por lo que nos vemos obligados a
descartar la paradoja. La explicacién es intuitiva reside en que un conjunto debe
existir después de sus efiementos. Entonces, no tiene sentido preguntarse si x € x
antes de que exista.

2.3 Axioma de apareamiento o par (ZF3)

Para todo conjunto x e y existe un conjunto z que los contiene.

VaVy3zVu(u € z+— (u=xVu=y))
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2.3. Axioma de apareamiento o par (ZF3)

| | ‘x @y

Notacién. {x,y}

N

Este axioma dice que, dados dos conjuntos x e y, existe un tercer conjunto z cuyos
elementos son exactamente x e y. Dicho z es tnico, porque si z y z’ satisfacen el

axioma entonces todos tienen los mismos elementos por lo que son iguales.

Proposicion 2.3
(Igualdad entre pares). Para todo a, b, c,d :

{a,b} ={c,d} & (a=cAb=d)V(a=dAb=c). (2.1)

Demostracion.

(<) Enel caso donde a = c y b = d tenemos que {a,b} = {d, c} (por sustitucién
de los iguales). Y en el caso donde s = d y b = ¢ (idem), lo que implica que
{a,b} = {c,d} (pues {d,c} = {c,d}). (=) Supongamos que {a,b} = {c,d}. De

esta hipotesis, se deduce que:

e nc{cd}=1{dc} entonces (a =cAha=d)
e be{cd}={dc} entonces (b=cAb=4d)
e cc{ab} ={dc}, entonces (c=aAc=Dh)

o dec{ab}={dc} entonces (d=aANd=>b)

Asi se obtiene una conjuncién de cuatro disyunciones, cada una con dos

alternativas:

(a=cha=d)V(b=cAb=d)V(c=aNc=b)AN(d=aNd=Db) (22)
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Distribuyendo las disyunciones con las conjunciones, se distinguen 16 casos:

(1) a=cAb=cANc=aNd=a (9) a=dANb=cANc=aNd=a

(2) a=cANb=cANc=aNnd=b (10) a=dAb=cANc=aNd=D
(3) a=cAb=cANc=bAd=a (11) a=dANb=cANc=bAd=a
(4) a=cANb=cANc=bAd=b (12) a=dAb=cAhc=bAd=0D
(5) a=cANb=dANc=aNd=a (13) a=dAb=dANc=aANd=a
(6) a=cANb=dANc=aNd=b (14) a=dNb=dNc=aNd=D
(7) a=cANb=dNc=bANd=a (15) a=dANb=dANc=bAd=a
(8) a=cAb=dANc=bAd=0b (16) a=dANb=dANc=bAd=1D

Luego se observa que:

e Enelcaso (6),se deduce quea =cAb=d
e Enelcaso (11),se deduce quea =dAb=c

e En todos los otros casos, se deduce que a = b = ¢ = d, lo que implica
trivialmente que (@ = ¢ Ab = d)V (a = d ANb = ¢) (ambas alternativasson

verdaderas).

Al final, tenemos que (2 =cAb=d) V (a =d Ab = c) en todos los casos.

2.3.1 Par no ordenado

Se dice que el par {x, y} es no ordenado porque cumple la igualdad

{x,y} ={y, x}

Resulta que ambos conjuntos contienen los mismos elementos.
Podemos definir por el axioma de extensién (2.1) y con el predicado colectivo
(2.1.2):

p(x)=u=xVu=y
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2.3.2 Conjunto unitario

Se toma un elemento u, el axioma del par o apreamiento con el predicado tenemos
¢(x) = u = x es colectivo. Por lo tanto, existe un conjunto unitario que consta de

un solo elemento u.
Notacién. {x}

Nota. Ademads, de este axioma y la notacion indicada, se pueden formar conjuntos

unicos, que denotamos z = {x}, solo basta considere x = y.

2.3.3 Par ordenado

Dado dos conjuntos x e vy, se define el par ordenaddo (x,y) a partir del par no

ordenado y el conjunto unitario:

(v,y) = {{x}, {x y}}

Se llama par ordenado ordenado conformado por el primer componente x y
segunda componente y, el par ordenado no se mantiene la simetria del par no

ordenado por lo cual se mantiene el orden.

2.4 Axioma de union (ZF4)

Para cualquier conjunto x, existe un conjunto y que contiene para todos aquellos z

que pertenecen a un miembro de x:

Vx3dyvz(z € y «— Ju(u € xVz € u))
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Este axioma establece que, dado un conjunto x e y, existe un conjunto z cuyos
elementos son los elmentos de x e y.

Con el axioma del par (2.3) podemos definir la unién de la siguiente forma:

xUy =U{xy}
Propiedad 2.4.1

Se puede establecer que la unién es:

Idempotente
xUx =x
Conmutativa
xUy=yUx
Asociativa

(xUy)Uz=xU(yUz)

Y con el conjunto vacio como el neutro de la unién:

xUg=g0Ux=x

2.4.1 Interseccion

Tomando dos conjuntos x y y, se define la interseccién de dos conjuntos.

VxdyVz(z € x «— Ju(u € x Nz € u))

u

Este axioma establece que , dado dos conjuntos x e y, existe un conjunto z que

contiene los elementos comunes entre x e y.
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Propiedad 2.4.2

Se puede establecer que la interseccion es:

Idempotente
xXNx=x
Conmutativa
xNy=ynx
Asociativa

(xNny)Nz=xN(yNz)

Y con el conjunto vacio como el elemento absorbente de la interseccion:

XN =Nx =9

2.4.2 Diferencia conjuntista

Dados dos conjuntos x e y, se define la diferencia conjuntista x — y por

x—y:={uex:ug¢y}

A={1,2,3,4}
B ={5,3,7,1}
A-B

Esto nos quiere decir que son todos los elementos de x que no estan en y.
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Propiedad 2.4.3

Se puede establecer con la unién, interseccién y la diferencia lo siguiente:
1) (xUy)—z=(x-2)U(y—2)

2) x—(yUz) = (x—y)N(x—z)

3 x—y)—z=x—(yUz)

49 xNy)—z=(x—z)N(y—z)

5 x—(yNz)=(x—y)U(x—2)

6) (x—y)—z=(x—y)U(xNz)

7) x—F=x
8) I—x=09
) x—x=0

2.5 Axioma de las partes o potencia (ZF5)

Dado cualquier conjunto x, existe un conjunto y que contiene todos los subconjunto

z de x.
VxdyVz(Vu(u € z — u € x) — z € y)
- e e o
If/ \.\ X // -—-E'x a H\\.I - /'E“‘-\
- N el e N \'-.l
W o Le ) NS AN ) )
\ o \ e \ 7 / y
R4 « j ot =

Notacién. y = p(x)

Este axioma nos dice que y (es tnico) se llama el conjunto de partes o potencia de
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x, este dicho axioma es uno de los mas poderosos de los axiomas de ZF.

2.5.1 Producto cartesiano, grafos y relaciones

Proposicién 2.4 (Producto cartesiano)
Dados dos conjuntos A y B, existe un tinico conjunto, escrito A x B, cuyos

elementos son los pares (x,y) talesque x € Aey € B:

AxB:={z:(3x€ A)(Fy € B)z= (x,y)}

,,,,,,,,,

AxB={(1Lx);(1y);(1L2);(2x);(2y);(22)}

Demostracion. Se aplica la 2.1.2 al predicado ¢(z) = (Ix € A)(Jy € B)z = (x,y),
observando que ¢(z) implica z € p(p(A U B)) para todo z. [

Para todo Ay B, es claro que el producto cartesiano de un conjunto, con el conjunto
vacio sucede:

AXIDT=0xXxB=o

Por otro lado el producto cartesiano no es ni conmutativa
AXB#BxA

ni asociativa

(AXxB)xC#Ax (BxC)
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Definicién 2.1 Grafos y relaciones
Se llama grafo a cualquier conjunto de pares:

Grafo = (Vz € G)3x3yz = (x,y)
Dado un grafo G, se escribem
pr1(G) := {x: Jy(x,y) € G}

pr2(G) = {y : Ix(x,y) € G}

2.5.2 Funciones y conjuntos de funciones

Se llama funcién a todo grafo funcional, es decir, a todo conjunto de pares f tal
que las dos condiciones (x,y) € fy (x,y/) € f impliquen y = ' (para todos X, y,
y/) Formalmente: f funcién = (Vz € f)3xJyz = (x,y)A (f es un grafo)
VaVyVyr((x,y) € f A (x,y1) € f =y = y!) (el grafo f es funcional)

Dada una funcién f , se llaman dominio e imagen de f a los dos conjuntos dom( f)
y img(f) definidos por dom(f) = pr1(f) y img(f) = pra(f).
Para toda funcién f y para todo elemento x € dom(f), existe un tinico elemento

yy € img(f) tal que (x,y) € f ; este objeto y se llama la imagen de x por f , y se

escribe f(x). Un modo sencillo para definir la notaciéon f(x) consiste en escribir

fx) =Ly eimg(f): (x,y € f)}

En efecto, cuando x € dom(f), el conjunto y € img(f) : (x,y) € f es unitario, y el
operador de unién naturalmente extrae su tinico elemento.

Funciones de A a B Dados dos conjuntos A y B, se llama funcién de A a B a
toda funcién f tal que dom(f) = Ay img(f) C B. Se observa que las condiciones
dom(f) = Ayimg(f) C B son asimétricas: mientras el dominio A = dom(f) esta

determinado por f , el codominio B es un conjunto convencional que no se puede
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deducir de f (s6lo se requiere que img(f) C B). En lo siguiente, el enunciado <<

f es una funciéon de A a B >> se escribe f : A — B :

f: A — B f funcion A dom(f) = ANimg(f) C B

Proposicién 2.5 (Conjunto de funciones)
Para todos conjuntos A y B, existe un conjunto de todas las funciones de A a

B, que se escribe B~

Demostracion. Se aplica la propiedad 2.1.2 con el predicado ¢(f) = (f : A — B),
observando que la asercion ¢(f) implica que f € p(A x B) para todo f. [

Operaciones sobre las funciones. Se dice que dos funciones f y ¢ son componibles
(en este orden) cuando img(f) C dom(g). Cuando lo son, se define la funcién
compuesta g o f por (go f)(x) := g(f(x)) (para todo x € dom(f)) En particular,
dos funciones f : A — By g : B — C siempre son componibles (en este orden),
y su compuesta tiene el tipo go f : A — C. La operacién de composicioén es

obviamente asociativa, siempre que las funciones involucradas sean componibles:

(hog)of=ho(gof)

(Es decir: cuando img(f) C dom(g) y img(g) C dom(h).) Dado un conjunto A, se
define la funcién identidad id 4 : A — A por idA(x) := x (para todo x) Para toda

funcién f : A — B, tenemos que
fOidA = idB Of:f

Observacion (Estructura categorica). Las operaciones anteriores equipan
naturalmente el universo U de los conjuntos con una estructura de categoria,

que se llama la categoria de los conjuntos, y se escribe Set. En esta categoria:

e Los objetos son los conjuntos.

e Las flechas entre dos objetos A y B son las funciones f : A — B.
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e La compuesta de dos flechas f : A — By g: B — Ceslafuncién go f :
A — C.

e La flecha identidad en un objeto A es la funcién id4 : A — A.

Esta estructura cumple obviamente los dos axiomas de las categorfas:
(Asociatividad) (hog)of =ho(gof)(sif:A— B,g:B— C,h:C — D)
(Identidad) foidy =idgpof = f(sif: A — B)

Funciones notables: Dados dos conjuntos A, B y una funcién f : A — B, se dice

que:

f es inyectiva (notacién: f : A < B)si: (Vx,x' € A)(f(x) = f(x') = x =x');
f es sobreyectiva (notacién: f: A— B) si: (Vy € B)(Ix € A)y = f(x);

f es biyectiva (notacién: f : A ~~ B) si f es inyectiva y sobreyectiva.

Toda funcién f : A — B inyectiva (resp. sobreyectiva, biyectiva) también se llama
una inyeccién (resp. una sobreyeccién, una biyeccién). Toda biyecciéon f : A — B
es invertible (respecto a la operacién de composicién), y su inversa f 1 : B — A

estd definida por:

f=Ax): (v y) € f}

Se verifica inmediatamente que f 1o f = id4 yf o f ! = idg. Cuando existe una

biyeccién f : A — B, se dice que los dos conjuntos A y B son equipotentes.

Observaciéon. Recordemos que en la definicién de la férmula
f:A— B= ffunciéon Adom(f) = ANimg(f) C B

funcién el dominio A estd determinado por el grafo f mientras el codominio B es
convencional, siempre que img(f) C B. En particular, toda funcién f : A — B
también se puede ver como una funcién f : A — img(f) (sin cambiar el grafo
subyacente), que es siempre sobreyectiva, como funcion de tipo A — img(f).
En este sentido, toda inyeccién f : A — B, vista como una biyeccién f : A —

img(f), es invertible, y su inversa f~! : img(f) — A cumple f~lo f =ida.
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Otras operaciones Dada una funciéon f : A — By subconjuntos X C AeY C B,

se llaman:

e imagen de X por f al subconjunto f(X) C B definido por

f(X)={yeB:(CBxeX)y=f(x)};

e preimagen de Y C B por f al subconjunto f~1(Y) C A definida por
fX):={x€A:f(x)eY};

e restriccion de f a X a la funciénfy : X — B definida por
fX ::fﬂ(XXB).

Por construccion, tenemos que dom(fx) = X e img(fx) = f(X).

En razén del caracter convencional del codominio, también se puede ver la funcién
fx como una funcién de tipo X — Y para todo subconjunto Y C B tal que
fX)Cy.

2.6 Axioma de reemplazo (ZF6)

Dado una férmula ¢(x,y, x1,...,X,)

Vaxy ... Va,(Vx3lye(x,y, x1,...,x,) — YuoVz(z € u +— Ix €

up(x,z,x1,...,%)))

Es decir, si la relacion obtenida de ¢(x,y, x1, ..., x,) fijando valores a x1, . .., X,

es una relacion funcional en x e y, dado un conjunto u, existe un conjunto v cuyos
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elementos son las imédgenes de los elementos de u por la relacién funcional.

La idea intuitiva de conjuntos es la de una coleccién de objetos que tienen alguna
propiedad en comtn, esa idea intuitiva no es adecuada para desarrollar la teoria
axiomatica ya que lleva a contradicciones inmediatas. Por ejemplo, la coleccién
de todos los conjuntos no puede ser un conjunto. Sin embargo, la coleccién de
elementos de un conjunto dado que tengan una propiedad en comun si es un
conjunto. Esto es lo que se conoce como el Axioma de separacién, uno de los
postulados incluidos en la formulacién original de la teoria de Zermelo, por lo
tanto es una consecuencia del Axioma de reemplazo y lo colocamos como un

axioma a continuaccion.

2.7 Axioma de separacién (ZF7)

Dado una férmula ¢(x, x1, ..., xy)

Vap ... Va,Vxdywz(z ey «— ((z € x) A p(z,x1,...,%n)))

Este axioma expresa que dado una férmula ¢(x, x1, ..., xy), y dados los conjuntos
ai,...,a4y, y un conjunto A, existe un conjunto B cuyos elementos son aquellos

elementos de A tales que ¢(a,4a,...,4a,), es decir

B={acA:¢(aay...,ay)}

2.8 Axioma de infinitud (ZF8)

Antes de enunciar el axioma , identificaremos el conjunto de los nimeros naturales

desde el punto de vista de la teoria de conjuntos.
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Nimero naturales
En la teoria todos los elementos matematicos deben ser conjuntos, y por ello

indetificaremos a los nimeros naturales con ciertos conjuntos especificos.

Con 0 el conjunto vacio &
Con 1 al conjunto {0}
Con 2 al conjunto {0,1}

Con 3 al conjunto {0,1,2}

Con n al conjunto {0,1,2,...,n—1}

Definicién 2.2
Dado un conjunto a, definimos 4’, el sucesor de a como el conjunto 4’ =

aU{a}.

Definicién 2.3
Decimos que un conjunto A es inductivosi @ € Ay paratodoa,sia € A,

entonces a’ € A.

Ninguno de los axiomas introducidos hasta el momento nos garantiza la existencia
de conjuntos inductivos.

Axioma de infinitud: Existe un conjunto inductivo:

Ix(@ € xA\Vz(z € x — zU {z} € x))
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A

_
\

El axioma establece que existe un conjunto tal que no es finito, es decir, no se

§/®e:

puede enumerar todos sus elementos. Este axioma es fundamental para la teoria
de conjuntos ya que permite la existencia de conjuntos infinitos en la teoria de
conjuntos y es necesario para el desarrollo de areas de la matemética como la
topologia, la teoria de la medida y la teorfa de modelos. Sin este axioma, la teoria
de conjuntos seria finita y se limitaria a conjuntos finitos.

Definicién 2.4
Un conjunto 4 es un namero natural si pertenece a todo conjunto inductivo.

Ejemplo. &, {@}, {9, {@}} son nimeros naturales.

El axioma de infinitud nos permite definir el conjunto w de todos los ntimeros

naturales.

2.9 Axioma de regularidad o fundamentacién ZF9

Para todo conjunto x # &, existe un elemento y con el cual x no tiene elementos
em comun.

Vx(x # 0 — Jy(y e x AyNx = 2))
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Este axioma implica la imposibilidad de tener x € x.

2.10 Axioma de eleccion (ZF10)

Introduccién al axioma de eleccién:

El polémico Axioma de Eleccién. Viene a decir lo siguiente:

«En una familia de conjuntos no vacios y disjuntos dos a dos, existe un conjunto
que contiene un elemento de cada uno de ellos».

Visto de otra forma, si cada conjunto es una bolsa, podemos crear una nueva con
un elemento que esté contenido en cada una de las otras bolsas. Pero claro, eso lo
podemos hacer cuando el nimero de bolsas o de conjuntos es finito, porque en
caso contrario no acabarfamos nunca.

El célebre matematico Kurt Godel demostr6 en la primera mitad del S.XX que si la
axiomatica era consistente sin el Axioma de Eleccion, entonces también lo era con
él.

Esta prueba fue una auténtica revolucién dentro de las matematicas, puesto que
este hecho implicaba que era posible que el Axioma de Eleccién pudiera ser
demostrado a partir de los otros nueve axiomas de Teoria de Conjuntos.

Esa idea flot6 en el aire hasta que en 1963 Paul ]J. Cohen demostré a partir de
resultados del propio Godel que el Axioma de Eleccién es independiente y
no implicacién de los otros. Cohen obtuvo una Medalla Fields gracias a esta
demostracion.

Hoy dia todavia sigue presente esa polémica, y aunque la inmensa mayoria de los
matematicos toman como correcta la utilizacion del Axioma de Eleccion, existe
una corriente matemética denominada Intuicionismo que lo rechaza.

El Intuicionismo solo acepta las matemadticas constructivas, y rechaza la opcién
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de demostrar que algo es falso. Ademas defienden que todo resultado que sea
demostrable con el Axioma de Eleccién, también tiene que serlo sin él, aunque la
demostracion sea mds larga y tediosa.

Por dltimo, actualmente si rechazdramos el Axioma de Eleccién, no podriamos
tomar como ciertos resultados tan importantes como el Lema de Zorn o el

Principio de buena ordenacién.

Dado un conjunto x, decimos que la funcién x es yna funcién de eleccién para
x si el dominio de f es x — {@} y para todo u en el dominio de f, se tiene que

f(u) € u. Podemos enunciar el axioma de eleccion:

Vx3f(f,dom(f) = x: {@} AVy(y € dom(f) = f(y) € y))

Dada la importancia de la afirmacién de el parrafo anterior, daremos una
demostracién de el axioma de eleccién y sus equivalencias en la teoria de conjuntos.

Esta demostracion es tomada de Panchapagesan, Cova y Sivoli [16].

2.10.1 El axioma de eleccién y sus equivalencias en la teoria de

conjuntos

Definicién 2.5
Sea P un conjunto.
Una relaciéon “<” definida en P se llama un orden parcial en P si

1) Es reflexiva.

2) Es anti-simétrica (es decir, x < y e y < x implican que x = y).
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3) Es transitiva.

Si “<” es un orden parcial en P, entonces (P, <) se llama un conjunto
parcialmente ordenado.

Si el orden parcial “<” también verifica que, dados x,y € P, entonces
x<y 6 y < x(tricotomia),

“<” se llama un orden lineal total o complejo en P y en este caso (P, <) se llama

un conjunto linealmente, totalmente o completamente ordenado.

Definicién 2.6
Si A C P, (P, <) parcialmente ordenado.

u € P se llama una cota superior de A si x < u para todo x € A.

Un elemento m € P se llama maximal en P si
m < xyx € Pimplican que x = m.

Asimismo, se definen una cota inferior de A y un elemento minimal de P.
Un subconjunto C de P se llama una cadena en P si C es linealmente ordenado

en <.

Ejemplo.

1) En P(X), la relacién < dada por: A < Bsi A C B, es un orden parcial.

Sea {x;}~; C X.Entonces C = {{x1},{x1,x2},..., {x1,x2,...,x4},... } esuna

cadena en (P(X), <).

2) SeaF ={f:X — R: f una funcién}. Decimos que f < gen Fsi f(x) < g(x)

para todo x € X. Entonces (F, <) es un conjunto parcialmente ordenado.

3) Sea F = {{1},{2},{1, 2},{1,3},{2,3,4},{1,2,3} }. Ordenamos F por inclusién
de conjuntos como en 1. {1}, {2} son elementos minimales y {2, 3,4}, {1,2,3}
son elementos maximales en {F, C}. Por lo tanto, elementos maximales y

minimales, en general, no son tnicos.
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Definicién 2.7
Sea F una familia de conjuntos en X. F se llama una familia de cardcter finito

si para cada A C X, tenemos que A € F siy s6lo si cada subconjunto finito

de A estd en F.

Lema 2.2
Sea F una familia de conjuntos en X, de carécter finito. Si C (# @) es una

cadena en F con respecto a la relaciéon de inclusién de conjuntos, entonces

U CeF.
ceC

Demostracion. Sea F = |J C.Por la hipétesis sobre F, basta probar que cada
subconjunto finito de Fceegcé en F.

Sea A = {x1,...,x,} C F. Entonces existen C; € C tales que x; € C;,
i=1,2,...,n.Como C es una cadena, uno de los C; contiene a los demas. Sin
perder la generalidad, si suponemos que C; C C,, 1 = 1,2,...,n, entonces

A C C, € C.Como A es finito y F es de caracter finito, A estd en F. |

Teorema 2.1
Los siguientes axiomas de la teoria de conjuntos son equivalentes entre si:

1) a) El Axioma de eleccion. Sea (Ay)sc; una coleccién no vacia de
subconjuntos no vacios de X, disjuntos dos a dos. Entonces existe
una funcién f : I — |J Ay talque paracadawa € I, f(a) € A,.
ael

La funcién f se llama una funcion de eleccién para la familia (Ay)ye;-

b) Version alternativa del axioma de eleccion. Sea (X, ),c; una familia
de conjuntos no vacios. El producto cartesiano de (Xy )qac; €s la coleccion
de todas las funciones x con dominio I tal que x, = x(a) € X, para

todoa € I.

El producto cartesiano de (X, )qe; se denota por [ X,. Para x €
el

[T Xa, x() = x, se llama la a-ésima coordenada de x.

el

La version alternativa del axioma de eleccion dice que el producto

cartesiano de una familia no vacia de conjuntos no vacios es un
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conjunto no vacio. Es decir, si I # @ y si cada X, # @, entonces

[1 Xo # ©.

ael
2) Lema de Tukey. Sea F una familia no vacia de conjuntos en X, parcialmente
ordenada por la relaciéon de inclusién de conjuntos. Si F es de carécter

finito, entonces F tiene un miembro maximal.

3) Principio maximal de Hausdorff. Todo conjunto no vacio parcialmente

ordenado contiene a una cadena maximal.

4) Lema de Zorn. Existe un elemento maximal en cada conjunto P no vacio y
parcialmente ordenado, en el cual cada cadena tiene una cota superior en

P.

5) Teorema del buen ordenamiento. Cada conjunto P no vacio admite un
buen orden “<” en el sentido de que “<” es un orden lineal en P tal que
cada A C P, A # @, contiene un elemento a de tal modo que a < x para

todo x € A.

Cuando “<” es un buen orden en P, decimos que P estd bien ordenado por “<”,

6 que (P, <) estd bien ordenado.

Demostracion.

1.a) = 1. b): Sea (Xy)acr una familia no vacia de conjuntos no vacios.
Paracadaw € I,sean Ay = X, x {a} y X = (U X,X> x 1.
ael

Entonces (A, )q4c] €s, evidentemente, una coleccién no vacia de subconjuntos

no vacios y mutuamente disjuntos de X. Por 1. a), existe una funcién de

eleccion f: [ — |J Aq tal que f(a) = (x4, &) € Ay para cada a € I, donde
aEel

Xy € X4

Si definimos ¢(ax) = x, para todo & € I, entonces ¢ € [] X,, lo cual

ael
demuestra 1.b).
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1.b) = 1. a): En efecto, témese x € [] X, , donde (Ay)qcr €s una familia no vacia
ael
de conjuntos no vacios y mutuamente disjuntos.

1.b) = 2.: En efecto, supongamos lo contrario. Esto es, existe una familia no vacia
F de conjuntos con caracter finito, sin ningtin miembro maximal (por la

relacion de inclusién de conjuntos).
Paracada F € F,sea Ap ={E € F : F C E}.
Por hipoétesis, Ar # @, para todo F € F.

Por 1. b) existe una funcién f en F tal que para cada F € F, f(F) € Af. Porlo
tanto, F C f(F) € F,paracada F € F.

Una sub-familia I C F se llama f-inductiva o inductiva con respecto a la
funcién f sobre I, si se cumplen las siguientes propiedades:

(a.fi) @ € I

(b.fi) A € I implica que f(A) € I.

(c.fi) SiC es una cadena contenida en I, entonces |J C € I.
ceC

Afirmamos que F es f-inductiva. En efecto, como @ es finito, F es de carécter

finito y F es no vacio, se tiene que @ € F.
Paratodo F € F, f(F) € Arpy porlo tanto f(F) € F.
Por el Lema 2.10.1, F cumple la propiedad (c.fi).
Asi, F es f—inductiva.
Sea

Io=({I:Ies f-inductiva}.
Como F es f-inductiva, I esta bien definida.

Las propiedades (a.fi) y (b.fi) de la definicién de familia f—inductiva se

verifican facilmente para Iy.

Ahora, si C una cadena en I. Entonces C C I, para toda I f-inductiva y por

lo tanto, |J C pertenece a toda I f-inductiva, lo cual implica que J C € .
CeC CeC
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Asi, Iy es f—inductiva.

Evidentemente, Iy es la familia f-inductiva mds pequefia contenida en F.

Luego, cualquier familia f-inductiva | mds pequena que Iy, coincide con I.

Sea

H={A€ly:BelyyBC Aimplican que f(B) C A}.

Como @ no contiene a ningtin sub-conjunto propio, se tiene que @ € H y asf,

H+#Q.

Afirmacién 1: Si A € HysiC € Iy, entonces C C A6 f(A) C C.

En efecto, sea
GA:{CEI():CCAOf(A) CC}.

Basta probar que G4 = Iy.

Como Ij es la familia f-inductiva més pequefia, es suficiente probar que
G4 es f-inductiva.

Seve que @ € Gy4.

SiC € Gy, entoncesCC AoC=A06f(A) CC.

SiC C A, como A € H, setiene que f(C) C A.Por (b.fi) de la definicién
de familias f-inductivas, f(C) € Iy. Luego, f(C) € Ga.

Si C = A, entonces f(C) D f(A) yasi, f(C) € Ga.

Si f(A) C C, entonces f(A) C f(C), pues C C f(C) yasi, f(C) € Ga.
Esto es, G4 cumple la propiedad (b.fi) de la definiciéon de familias

f-inductivas.
Por ultimo, sea C una cadena en Gg4.

SicadaC € CestalqueC C A,entonces |J C D Ayasi, U C € Gy.
CceC CeC

Si existe algtn Cy € C tal que f(A) C Co, entonces f(A) C |J Cy por
CeC

lotanto, U C € Gy.
ceC

Asi, G4 es f-inductiva y en consecuencia, G4 = Iy, lo que demuestra la

afirmacion 1.
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Afirmacién 2: H = I.
En efecto, basta probar que H es f-inductiva.
Como vimos anteriormente, H # Oy © € H.
Sea A € H. Veamos que f(A) € H.

Supéngase que existe B € Iy tal que B C f(A). Yaque B € Iy = Gy,
tenemos que B C A6 f(A) C B.Como B C f(A), la tnica posibilidad
esla de que B C A.

Si B C A, por la definicién de H, tenemos que f(B) C Ay asi,
f(B) CAC f(A).

SiB= A, f(B) C f(A).Porlo tanto, f(A) € H.
Sean C unacadenaen Hy E € Iytalque EC U C.

ceC
Ya que E € Iy = G¢ para todo C € C, tenemos que E C C para algtin

CoeC6 f(C) C EparatodoC € C.
En la segunda alternativa, tendremos que

EC |JcCcclU{f(c):CcecC}CE,
ceC

lo cual es una contradiccién. Por lo tanto, existe algtin Cy € C tal que
E C C.
Si E C Cp, entonces f(E) C Co C U C, pues Cy € H.

CeC

SiE=CpcomoCye Hy U C € Ip = G¢,, tenemos que

ceC
FIE)Cf(C)c UC 6 UCCC
ceC ceC
La tltima relaciéon es posible si, y sélo si, |J C = Cy. En consecuencia,
cecC
U CeH.
ceC

Por lo tanto, H es f-inductiva y luego, H = I.
Afirmacioén 3: Iy es una cadena.

En efecto, sean A, B € Ij. Por las afirmaciones 1y 2, Iy = H = G4. Por

lo tanto, podemos considerar que A € Hy B € Gy4.

Entonces B C A6 f(A) C B.
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Pero A C f(A) y por lo tanto, en el segundo caso, tenemos que
AC f(A)CB

yasi, A C B.

Es decir, A C B6 B C Ay asi, Iy es una cadena.

Sea M = U{F : F € Ip}. Como I es f-inductiva y es una cadena (por la
afirmacioén 3), se tiene que M € Ipy f(M) € Iy. Pero M C f(M) € I, lo cual

es una contradicciéon. Por lo tanto, 1. b) = 2.

2. = 3.: Sea (P, <) un conjunto parcialmente ordenado y no vacio.
Si
C = {F : F una cadena de miembros de P},

entonces C es no vacia, ya que podemos tomar J como la cadena que consta

de un elemento de P.

C es de carécter finito. En efecto, sean 7 € C,y G C F, G finito. Entonces, G

es una cadena en P y por lo tanto G € C.

Reciprocamente, si F es una coleccién de miembros de P tal que cada
subconjunto finito de F es una cadena en P, entonces, F mismo es una
cadena en P, ya quesix,y € F, {x,y} esuna cadenaen Py asi, x <y 6
y < x. Como C es de cardcter finito, por 2 existe un miembro M maximal en

C, lo cual implica que M es una cadena maximal en (P, <).

3.=4.: Sea (P,<)un conjunto parcialmente ordenado y no vacio. Supéngase que
en P cada cadena tiene una cota superior (perteneciente a P).
Por 3, existe una cadena maximal M en P.

Sea m una cota superior de M. Entonces m es maximal en P, ya que en caso
contrario, existirfa x € P tal que m < x y m # x. Obviamente M U {x} es
una cadena en P, que contiene a M estrictamente, y esto es una contradiccion

con la maximalidad de la cadena M.

Esta contradiccion establece que 3 implica 4.
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4. = 5.: Sean X un conjunto no vacio y F la familia de todos los conjuntos bien

ordenados (W, <) con W C X.
Como {x} € F paratodox € X, F # @.
Introducimos un orden parcial < en F como sigue:

(W1, <1) < (Wp, <2)siWp = Wy <4=<

6

existe un elemento a € W, tal que Wy = {x € W, : x <p a,x # a} y de
manera que <, coincide con <; en Wj. En este caso, decimos que (W, <) es

una continuacion de (Wy, <1).
Evidentemente, < es un orden parcial en F.

Para aplicar el Lema de Zorn (4) a (F, <), consideremos una cadena C =

{(W1, <i)tiernovaciaen (F,<)yseaW = J W;.
i€l
Sea <=<;enW;, i€l

Por la definicién de < en F y por la hipétesis de que C es una cadena en F,

se tiene que < es un orden parcial bien definido en W.

Dados x,y € W, existeuni € [talquex,y € W;,yasi, x <;yo6y <; x,lo

cual implica que x < y 6 y < x, respectivamente.
Por lo tanto, (W, <) es linealmente ordenado.
Ahora, probaremos que (W, <) esta bien ordenado.

Sea ® # A C W. Entonces existe algtin i € I tal que ANW # @. Puesto que
(W, <;) esta bien ordenado, existe un elementoa € ANW; tal que a <; x

paratodox € ANW,.
Afirmacién: a < b paratodo b € A.
En efecto, dado b € A, existe algtin j € I tal que b € W;. Entonces,
Wi<W; 6 W;<W.

SiW; < W;6b €W, setiene quea <; b.
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Sib ¢ W;, entonces, por la definiciéon de <, se tiene que x < j b para

todo x € W; y asi, en particular, a <; b.

En cualquier caso, a < b.

En consecuencia, dado A # @, A C W; existeuna € A tal que a < x para

todo x € A. Por lo tanto, (W, <) estd bien ordenado y asi, (W, <) € F.
Es obvio que (W, <) es una cota superior de C.

Ahora, por 4, existe un elemento maximal (W, <o) en F.

Si Wy = X, entonces (X, <() esté bien ordenado.

Si Wy # X.Seaz € X\ Wy. Definamos <’ en W U {z} como sigue:

e Vx,ye Wo:x <'ysix<py y y< xsiy<px
o x <'z,Vx € W,.

o z <z,

Entonces (Wy U {z}, <’) estd bien ordenado y, por lo tanto, pertenece a F.

Pero (Wp, <o) < (Wo U {z}, <) y (Wo, <o) # (Wo U {z}, <", 1o cual
contradice la maximalidad de (W, <o) en F. Esta contradiccion demuestra

que Wy = X.

Por lo tanto, (X, <¢) estd bien ordenado por el orden < .

5. = 1. b): En efecto, sea (X, )qner una familia no vacia de conjuntos no vacios. Sea

X = |J X,. Por 5., existe un buen orden < en X.
ael

Para cada a € I, sea f(x) = x,, el elemento més pequefio en X, respecto al

orden <. Esto es posible ya que (X, <) estd bien ordenado.

Entonces f es una funcién en I tal que f(x) = x, € X, para todo a € Iy asi,

f € T1 Xa. Es decir, 1. b) es cierto.

el
Esto completa la demostracién del teorema.
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Conclusiones del axioma de eleccién:
Del trabajo de Kurt Godel y Paul Cohen se deduce que el axioma de elecciéon
es l6gicamente independiente de los otros axiomas de la teoria axiomaética de
conjuntos. Esto significa que ni AE ni su negacién pueden demostrarse ciertos
dentro de los axiomas de Zermelo-Fraenkel (ZF), si esa teoria es consistente. En
consecuencia, asumir AE o su negacién nunca llevard a una contradiccién que no
se pudiera obtener sin tal supuesto.
La decision, entonces, de si es 0 no apropiado hacer uso de él en una demostracion
no se puede tomar basandose solo en otros axiomas de la teoria de conjuntos;
hay que buscar otras razones. Un argumento dado a favor de usar el axioma de
eleccion es simplemente que es conveniente: usarlo no puede hacer dafio (resultar
en contradicciones) y hace posible demostrar algunas proposiciones que de otro
modo no se podrian probar. El axioma de eleccién no es la tinica afirmaciéon
significativa e independiente de ZF; la hipétesis del continuo generalizada (HCG),
por ejemplo, no solo es independiente de ZF, ademas lo es de ZF con el axioma
de eleccién (ZFE, o ZFC en inglés). Sin embargo, ZF mas HCG necesariamente
implica AE, con lo cual HCG es estrictamente mds fuerte que AE, aunque ambos
sean independientes de ZF.
Una razén por la que a los matemaéticos no les agrada el axioma es que tiene por
consecuencia la existencia de algunos objetos contraintuitivos. Un ejemplo de
ello es la paradoja de Banach-Tarski, que dice basicamente que es posible cortar
una bola tridimensional en finitas partes, y usando solo rotacién y translacién,
reensamblarlas en dos bolas del mismo volumen que la original. La prueba, como
todas las pruebas que involucran el axioma de eleccién, es solo de existencia: no
dice como se debe cortar la esfera, solo dice que se puede hacer.
Por otro lado, la negacién de AE es también extrafia. Por ejemplo, la afirmacién de
que dados dos conjuntos cualesquiera Sy T, la cardinalidad de S es menor, igual,
o mayor que la de T es equivalente al axioma de eleccién; en otras palabras, si
se asume la negacion de este, hay dos conjuntos S y T de tamarfio incomparable:
ninguno se puede inyectar en el otro.

Una tercera posibilidad es probar teoremas sin usar ni el axioma ni su negacion, la
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tactica preferida en matemaéticas constructivas. Tales afirmaciones serdn ciertas
en cualquier modelo de ZF, independientemente de la certeza o falsedad del
axioma de eleccion en dicho modelo. Esto hace que cualquier proposicién que
requiera AE o su negacion sea indecidible: la paradoja de Banach-Tarski, por
ejemplo, no se puede demostrar como cierta (pues no se puede descomponer la
esfera del modo indicado) ni como falsa (pues no se puede demostrar que tal
descomposicion no exista); esta, sin embargo, se puede reformular como una
afirmacién sobre los modelos de ZF: “en todo modelo de ZF en el que valga AE,
vale también la paradoja de Banach-Tarski”. Asimismo, todas las afirmaciones
listadas abajo que requieren elecciéon o alguna versiéon més débil son indecidibles

en ZF; pero por ser demostrables en ZFE, hay modelos de ZF en los que son ciertas.

Equivalentes
Existe un gran nimero de proposiciones importantes que, asumiendo los axiomas
de ZF (sin AE ni su negacién), son equivalentes al axioma de eleccién, en el
sentido de que de cualquiera de ellas puede demostrarse dicho axioma y viceversa.
Entre los mds importantes, como ya demostramos, estdn el principio de buena
ordenacion de Zermelo y el lema de Zorn.

Las siguientes proposiciones son equivalentes al axioma de eleccién:

Teoria de conjuntos

e Principio de buena ordenacién de Zermelo: todo conjunto puede ser bien

ordenado.
e Siun conjunto A es infinito, entonces A tiene la misma cardinalidad que A x A.

e Tricotomia: dados dos conjuntos, éstos tienen la misma cardinalidad, o bien uno

tiene una cardinalidad menor que el otro.
e Toda funcién sobreyectiva tiene una inversa por derecha.

e Teorema de Konig: la suma de una familia de cardinales es estrictamente menor
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que el producto de una familia de cardinales mayores.6
Teoria del orden

e Lema de Zorn: Si en un conjunto parcialmente ordenado no vacio todo
subconjunto totalmente ordenado —toda cadena— posee cota superior, entonces

existe al menos un elemento maximal.

e Principio maximal de Hausdorff: Todo conjunto parcialmente ordenado

contiene una cadena maximal.
Algebra

e Todo espacio vectorial tiene una base.

e Todo anillo unitario distinto del trivial contiene un ideal maximal.
Topologia

e Teorema de Tychonoff: todo producto de espacios compactos es compacto.

¢ En la topologia producto, la clausura de un producto de subconjuntos es igual

al producto de sus respectivas clausuras.

e Todo producto de espacios uniformes completos es asimismo completo.

Resultados que requieren AE pero son mas débiles
Uno de los aspectos més interesantes del axioma de eleccién es el gran nimero de
lugares en la matematica en los que aparece. He aqui algunas afirmaciones que
requieren el axioma de eleccién en el sentido de que no son demostrables en ZF
pero si en ZFE. De forma equivalente, estas son ciertas en todos los modelos de
ZFE y falsas en algunos modelos de ZF.

Teoria de conjuntos

e Toda unién de numerables conjuntos numerables es asimismo numerable.
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e Si el conjunto A es infinito, existe una funcién inyectiva del conjunto de los

naturales N a A.
Teoria de la medida

e Existen subconjuntos de los reales que no tienen medida de Lebesgue (el

conjunto de Vitali).
e La paradoja de Hausdorff.
e La paradoja de Banach-Tarski.

Algebra

e Todo cuerpo tiene clausura algebraica.
e Todo subgrupo de un grupo libre es también libre (teorema de Nielsen-Schreier).

e Los grupos aditivos R y C son isomorfos.

Teoria del orden:

e Todo conjunto puede ser linealmente ordenado.

Algebra de Boole

e Todo filtro en un 4lgebra de Boole puede ser extendido a un ultrafiltro.
Andlisis funcional

e El teorema de Hahn-Banach en anélisis funcional, que permite la extension de

funcionales lineales.
e Todo espacio de Hilbert tiene una base ortonormal.

e El teorema de la categoria de Baire sobre espacios métricos completos, y sus

consecuencias.
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e En todo espacio vectorial topolégico de dimensién infinita hay una funcién

lineal discontinua.
Topologia

e Un espacio uniforme es compacto si y solo si es completo y totalmente acotado.

e Todo espacio de Tychonoff tiene una compactificaciéon de Stone-Cech.
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