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RESUMEN

En este trabajo se expone el estudio y andlisis de las soluciones del modelo de Lotka-Volterra con
el uso del andlisis cualitativo y numérico con el método de Runge Kutta de cuarto orden. Con el fin
de efectuar el estudio y andlisis de este modelo se utilizaron conceptos y resultados del analisis
cualitativo de los sistemas de ecuaciones diferenciales para asi examinar: el comportamiento
de las trayectorias del sistema, la estabilidad y clasificacién de los puntos de equilibrio que
tiene el sistema. Para ello se incluye una breve exposicién del andlisis cualitativo a partir de la
informacioén bibliografica referenciada mds relevante. Para implementar el método de Runge Kutta
de cuarto orden y asi hallar soluciones aproximadas al modelo de Lotka-Volterra usamos el software
MATLAB, que nos permitié: programar el método y examinar el comportamiento de las soluciones
con su respectivo plano de fase de manera ilustrativa, especifica y certera. Estos andlisis son
aplicados sobre un determinado problema que describe la interaccion entre presas y depredadores
que utiliza el sistema de Lotka-Volterra para asi explicar los diferentes comportamientos de las
soluciones que presente el problema en cierto periodo de tiempo. Esto con el fin de sustentar los
andlisis realizados en una aplicacion. Se concluye que para analizar el comportamiento del modelo
de Lotka-Volterra no es necesario obtener su solucion explicita. Gracias al andlisis cualitativo y
a través de un método numérico es posible llegar a respuestas similares del sistema sin conocer
su solucién explicita. Se recomienda considerar también el plano de fase para determinar el tipo
de trayectoria que tiene la solucién del sistema, y continuar el estudio usando estos métodos para

estudiar otro tipo de modelos, en particular el de Lotka-Volterra para dos especies en competencia.

Palabras clave: <ANALISIS CUALITATIVO>, <RUNGE KUTTA>, <LOTKA-VOLTERRA>,
<PUNTOS DE EQUILIBRIO>, <PRESA DEPREDADOR>, <ESTABILIDAD>.
0767-DBRA-UTP-2023

X1



ABSTRACT

This work presents the study and analysis of the solutions of the Lotka-Volterra model with the
use of qualitative and numerical analysis with Runge Kutta RK4 Method. In order to carry out
the study and analysis of this model, concepts and results of qualitative analysis of systems of
differential equations were used to examine: the behavior of the system trajectories, the stability
and classification of the equilibrium points of the system. For this purpose, a brief exposition of
the qualitative analysis is included from the most relevant referenced bibliographic information.
MATLAB software was used to implement the Runge Kutta RK4 Method and thus find approximate
solutions to the Lotka-Volterra model, which allowed us to: program the method and examine
the behavior of the solutions with their respective phase plane in an illustrative, specific and
accurate way. These analyses are applied to a given problem describing the interaction between prey
and predators using the Lotka-Volterra system to explain the different behaviors of the solutions
presented by the problem in a certain period of time, to support the analysis performed in an
application. It is concluded that to analyze the behavior of the Lotka-Volterra model it is not
necessary to obtain its explicit solution. Thanks to the qualitative analysis and through a numerical
method it is possible to arrive at similar responses of the system without knowing its explicit
solution. It is recommended to consider the phase plane to determine the type of trajectory that has
the solution of the system, and to continue the study using these methods to study other types of

models, in particular the Lotka-Volterra model for two competing species.

Keywords: <QUALITATIVE ANALYSIS>, <RUNGE KUTTA>, <LOTKA-VOLTERRA>,

<BALANCE POINTS>, <PREDATOR 1PRAY>, <STABILITY>.
0767-DBRA-UTP-2023

Dra. Nanci M. Inca Ch. Mgs
0602926719
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INTRODUCCION

En este proyecto se utilizan varias herramientas matematicas para estudiar y analizar de manera
cualitativa y numérica un determinado problema de la dindmica poblacional. La motivacion para la
realizacién de este tema fue la respuesta de la pregunta, cémo era posible determinar la naturaleza
de las soluciones de un modelo sin resolverlo, ademds también lo fue la intriga de conocer cémo
es el comportamiento dentro de un sistema ecolégico donde conviven tinicamente dos especies
(depredador-presa), y el conocer si podria existir un equilibrio para el sistema.

El modelo que describe este fendmeno es el de Lotka-Volterra, un sistema de ecuaciones
diferenciales no lineales de primer orden que considera dos especies en un mismo ecosistema, donde
la especie dominante tiene dependencia de la especie presa, y esta dltima tiene un abastecimiento
ilimitado proporcionado por el mismo ecosistema donde habitan.

Comiunmente existen sistemas no lineales que son dificiles de resolverlos o en ocasiones no es
posible llegar a obtener su solucién explicita con los diferentes métodos de resolucién existentes,
es por eso que, surgen otras alternativas como estudiarlo cualitativamente, o emplear los métodos
numéricos que nos ayudan a aproximar la solucién de la ecuacidn o el sistema para asi también
obtener un analisis y prediccion de estos.

Para este proyecto se realiza un estudio cualitativo y numérico de los sistemas de ecuaciones
diferenciales, para asi usar ambos métodos sobre sistema de Lotka-Volterra. Para el capitulo I se
da respuesta al por qué se realizé este trabajo de investigacion, es decir, se expone el problema de
investigacion. En el capitulo II se presenta una introduccion bésica de las ecuaciones y sistema de
ecuaciones diferenciales para después mostrar el andlisis cualitativo y numérico usando el método
de Runge-Kutta de cuarto orden para sistemas de dos ecuaciones diferenciales.

El capitulo III denominado Marco Metodoldgico expone a detalle los métodos cualitativos y el
método numérico a utilizar sobre los sistemas de ecuaciones diferenciales. En el capitulo posterior
se utiliza la documentacion realizada en los capitulos II y III sobre el sistema de Lotka-Volterra
para analizar las soluciones de forma cualitativa y numérica.

Con la finalidad de completar este andlisis se realiz6 una simulacién numérica del sistema de
Lotka-Volterra para diferenciar diferentes escenarios entre el depredador y la presa, cumpliendo asi
con los objetivos de la investigacidn, descritos en el primer capitulo.

Por dltimo en el capitulo V, se detallan las conclusiones y recomendaciones obtenidas al realizar
este proyecto de investigacion usando los métodos cualitativos y numéricos sobre el sistema de

ecuaciones de Lotka-Volterra.



CAPITULO I

1. PROBLEMA DE INVESTIGACION

1.1. Antecedentes

La necesidad de mantener un equilibrio para la conservacion de varias especies condujo a los
bidlogos a estudiar la dindmica de poblaciones. El modelado de la poblacion fue de interés para los
bidlogos en el siglo XX cuando el bi6logo Raymond Pearl not6 la presion sobre medios limitados
de sustento debido al aumento de las poblaciones humanas en algunas partes de Europa, por este
motivo se forman las ecuaciones de Lotka-Volterra que surgieron por separado con las obras del
fisico Alfred J. Lotka, quien desarroll6 ecuaciones diferenciales emparejadas que mostraban el
efecto de un pardsito en su presa en 1925, y por el matemético Vito Volterra en 1926 quien equilibra
la relacion entre dos especies independiente de Lotka.

Ambos crearon un modelo muy conocido para el estudio de la dindmica de los sistemas en los que
se ven implicadas dos especies, una depredadora y una presa, donde la especie depredadora tiene
dependencia alimenticia inicamente de la especie presa, y la cantidad de los depredadores aumenta
o disminuye conforme sea el nimero de sus presas.

Matemadticamente es posible representar dichas interacciones entre ambas especies con el siguiente

sistema de ecuaciones diferenciales

d

d—x:ax—ﬁxy

f (1.1)
@— xy — O

dt_yy y

Donde x(t),y(¢) determinan las poblaciones de las presas y la poblacion de los depredadores
respectivamente en un instante de tiempo 7, las constantes o, 3,7y 6 son todas positivas y ambas
ecuaciones no dependen explicitamente de la variable ¢ solamente de la poblacién en un tiempo

inicial definido x(fo) = xo,y(f9) = yo.

1.2. Planteamiento del problema

1.2.1. Enunciado del problema

A menudo existen sistemas no lineales cuyas soluciones existen, pero son dificiles de resolver o no
se pueden obtener explicitamente con los métodos de resolucién existentes. Por lo tanto, surgen

otras alternativas como estudiar cualitativamente las ecuaciones diferenciales o emplear métodos



numéricos para aproximar la solucién. De esta manera, es posible obtener andlisis y predicciones
de estos sistemas. Pero con esto surge la pregunta, es posible realizar una prediccién mds precisa
del comportamiento de soluciones de sistemas no lineales sin la necesidad de obtener una solucién

analitica.

1.3. Justificacion

Los sistemas no lineales son comunes en diversas areas, como la biologia, la fisica, la ingenieria,
la economia, entre otras dreas, y pueden ser dificiles de analizar analiticamente. Los métodos
numéricos son Utiles para obtener soluciones aproximadas de sistemas no lineales, mientras que los
métodos cualitativos permiten visualizar y analizar el comportamiento del sistema. La combinacién
de ambos métodos permite obtener una comprension completa y fiable del sistema, lo que es
importante para la toma de decisiones y la planificacion en diversas areas.

Por lo tanto, la implementacion de métodos cualitativos y numéricos en la modelizacién de sistemas
no lineales es una herramienta valiosa para abordar este tipo de problemas de manera efectiva en

diversas areas.

1.4. Objetivos

1.4.1. Objetivo general

Analizar el comportamiento dindmico de un sistema depredador-presa a través de las ecuaciones de
Lotka-Volterra, utilizando tanto métodos cualitativos como el método numérico de Runge-Kutta
de cuarto orden. Los métodos cualitativos permitirdn una comprensién visual de la dindmica
del sistema, mientras que el método numérico nos permitird obtener soluciones aproximadas del
modelo. La combinacién de ambos métodos nos ayudard a predecir el comportamiento del sistema y

obtener una comprension mas profunda de las interacciones entre las poblaciones en el ecosistema.

1.4.2. Objetivos especificos

Con la finalidad de cumplir con el objetivo general de la investigacién se propone lo siguiente:

1. Analizar métodos cualitativos y el método numérico de Runge-Kutta de cuarto orden aplicados

al estudio de sistemas de ecuaciones diferenciales ordinarias.

2. Estudiar las ecuaciones de Lotka-Volterra y su uso en el modelaje de problemas de dindmica

poblacional.

3. Implementar ambos métodos para predecir la dindmica del sistema presa-depredador.



4. Resolver un sistema presa-depredador particular usando los métodos considerados.

5. Combinar los resultados obtenidos con los métodos propuestos aplicados sobre el modelo

presa-depredador.

1.5. Fuentes de investigacion

Para llevar a cabo la elaboracién del trabajo de investigacion se consideraron fuentes de informacion
como: articulos, libros, tesis, blogs y archivos digitales, los cuales fundamentan la documentacién
realizada sobre: las ecuaciones y sistemas de ecuaciones diferenciales, los métodos cualitativos, el

método de Runge-Kutta de cuarto orden y por tltimo, el modelo de Lotka-Volterra.



CAPITULO 11
2. MARCO TEORICO

Los sistemas de ecuaciones diferenciales no lineales permiten describir situaciones cotidianas, por
lo que para entenderlos, en este capitulo, empezamos con definiciones y resultados escenciales y
necesarios sobre la teoria de las ecuaciones diferenciales para asi poder introducirnos al estudio del
comportamiento de las soluciones de los sistemas de ecuaciones diferenciales mediante el andlisis
cualitativo y la aproximacion de estas usando el método de Runge-Kutta de cuarto orden.

Para documentar las bases de la teoria mas relevante sobre las ecuaciones diferenciales, se utilizan
las definiciones, y resultados tomados de la bibliografia considerada para este proyecto.
Principalmente se utilizan las definiciones y resultados de (Zill y Cullen, 2008, pp. 4-45) sobre las
ecuaciones diferenciales, los textos de (Nagle et al., 2005, pp. 6-23) y (Blanchard et al., 1999, pp. 35-92) seran
de gran aporte al momento de documentar los campos de direcciones y el método de isoclinas
para estudiar ecuaciones diferenciales de manera cualitativa. Por dltimo se toma en cuenta la

demostracion del Teorema de Existencia y Unicidad Local del texto de (Ross, 1981, pp. 461-487).
2.1. Bases teodricas: ecuaciones diferenciales

Una ecuacién diferencial es una ecuacién que contiene las derivadas de una o varias variables
dependientes con respecto a una o varias variables independientes, y se puede clasificar por:

linealidad, orden y tipo.

Definicion 2.1. Se llama ecuacion diferencial ordinaria (EDO) a aquella ecuacién que vincula la
variable independiente x, la funcién incégnita y = y(x) y sus respectivas derivadas y’,y", ...,y

(hasta el orden n inclusive), es decir, una ecuacién de la forma

Flx,y,y,y", . y™) =0,

como por ejemplo

dy dx
——5y=2x, —=3x—1t.
dx y=o dt *

La palabra “ordinaria” hace referencia al hecho de que en la ecuacién solo aparecen derivadas
ordinarias, y no existen derivadas parciales.
Se llama ecuacién diferencial parcial (EDP) a aquella ecuacién en la que aparece la funcién

incégnita y = y(x), dependiente de las variables independientes xi,xz,...,x, y sus derivadas



parciales hasta el orden n inclusive.
Supdngase que u es la variable dependiente de las variables x e y, entonces la forma general de esta
ecuacion diferencial parcial serfa

(o 90 P P P
RGP dy’ 9x2’ dxdy’ 9y ]

Por ejemplo

92 2

9y 9%y _,
o2 Jdu?

Definicion 2.2. Las ecuaciones diferenciales se caracterizan por su orden, se refiere a la mayor

derivada comprendida en una ecuacién diferencial

d*y d .

—)2; + ar_ 3, es una ecuacion de segundo orden.

dx*  dx
dx d*x n d’x 60 d into ord
—— —4 = —-+ ——, es una ecuacién de quinto orden.
dr dr*  dr? q

Una EDO de n-ésimo se la puede denotar de la siguiente forma

Fxyy ... ") =0, 2.1)
con F siendo funcién de n + 2 variables. Ademds cuando se requiere resolver una EDO para la

derivada més alta se tiene la siguiente forma denominada forma normal

d"x
dy"

= fle,3y Yy, (22)

donde f es una funcién de sus n + 2 argumentos (x,y,y,y",...,y""1).

Definicion 2.3. Una EDO de n-ésimo orden se dice que es lineal cuando tiene la siguiente forma

n n—1

d
an(x) dxi’] +ap—1(x) dx”—); +-ta (x)d—i +ap(x)y = g(x). (2.3)

[T L)

Es decir cuando la variable dependiente “y” y sus derivadas aparecen s6lo en combinaciones aditivas
de sus primeras potencias (la potencia de la variable dependiente es 1), ademads los coeficientes
que acompaian a las derivadas (a,(x),a,—1(x),...,ao(x)) son funciones continuas de la variable
independiente.

Ejemplo 2.1.

&Py d¥y  dy
17— — —=<+12——-3y=0.
dx3  dx? + dx Y

Una EDO de n-ésimo orden se dice que es no lineal cuando no cumple con la forma de una EDO
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lineal es decir funciones no lineales de “y” y de sus derivadas aparecen en una ecuacién no lineal

Ejemplo 2.2.
dy _ o

cosy+y =3x, & — =Y

2.2. Soluciones y problema de valor inicial

Tal y como se menciona en (Zill y Cullen, 2008, pp. 14-21) se pueden encontrar soluciones tanto
explicitas como implicitas para una ecuacién diferencial ordinaria de orden n-ésimo, estas son
conocidas como soluciones simples de la ecuacion diferencial en cuestidn, siempre y cuando se

cumplan ciertas condiciones.
2.2.1. Soluciones de una ecuacion diferencial

Definicion 2.4. Sea f una funcidn real definida en un intervalo I C IR que tiene n-ésima derivada
para todo x € I, entonces f se llama solucion explicita de la ecuacion diferencial (2.1) en el

intervalo [ si cumple con dos condiciones

P[5 £, £/, f000)

debe de estar definida V x € I, y ademds el reemplazo de la funcién f(x) junto con sus respectivas

derivadas en (2.1) nos da una identidad sobre el intervalo I, es decir se tendra

F (0, f(x),....f"(x)] =0 Vxel

En algunos casos para resolver las ecuaciones diferenciales no siempre se proporciona una solucién
explicita de la ecuacion, sino que a veces tendremos que plantear una solucién definida en forma
implicita. La relacién del tipo G(x,y) = 0 se llama solucién implicita de una EDO con la forma
(2.1), sobre el intervalo /, si define por lo menos una solucién explicita sobre I que satisfaga la

relacién G y la ecuacion diferencial.

Ejemplo 2.3. Una solucién implicita serfa considerar la relacién x* +y*> — 16 = 0, la cual es una

solucién implicita de la ecuacion diferencial

dy x

dx y’



en el intervalo (—4,4), ya que al diferenciar dicha relacién de forma implicita se obtiene

d
2x+2y (c%) =0,

dy x

dx  y
Notemos que y = +v16 —x? donde las funciones y;(x) = V16 —x%, y y»(x) = =V 16 —x2,

satisfacen x> 4 y> — 16 = 0 siendo asf soluciones explicitas sobre /.

Una solucién implicita para la ecuacién diferencial dy/dx = —x/y viene dada por x> +y* = 16.
Mis generalmente, la relacién x*> 4 y? — ¢ = 0, comprueba de manera formal y' = —x/y, para
cualquier ¢ constante, siendo ¢ un pardmetro y donde, x> +y?> — ¢ = 0 se denomina familia de

soluciones de un parametro.
2.2.1.1. Familia de soluciones

Definicién 2.5. Al resolver la EDO F(x,y,y’) = 0 se tiene una solucién con ¢ una constante
arbitraria. Una solucién con una sola constante representa un conjunto de soluciones llamadas

familia de soluciones de G(x,y,c) = 0.

Cuando se resuelve una ecuacién diferencial de n-€simo orden se obtiene una familia de soluciones
de n pardmetros G(x,y,cy,c2,...,c,) = 0, esto quiere decir que puede tener infinitas soluciones
correspondientes a el/los pardmetro/os. Una solucién de una ecuacidn diferencial libre de constantes
arbitrarias se denomina solucién particular.

En ocasiones, una ecuacién diferencial posee una solucién que no puede obtenerse mediante la
especificacién de ninguno de los pardmetros de la familia de soluciones, cuando se tiene una de

este tipo se la llama solucién singular.
2.2.2. Problemas de valor inicial

Una EDO acompaiiada de una condicién inicial se le denomina problema de valor inicial (PVI) o

de Cauchy. Consideremos una ecuacién de primer orden con la forma

dy

a :f(xvy)u

donde f es continua para todo par x,y en algin dominio D; y sea (xg,y) un punto en el dominio D,
entonces el problema de valor inicial se describe como encontrar una solucién “y” de la ecuacién

diferencial la cual debe estar definida un intervalo que contenga al punto xp y cumpla con la



condicion inicial
y(xo0) = yo.

A esto se entiende como encontrar una solucién de n-ésimo orden (2.1) en cierto intervalo I que

contiene a xo y satisfaga las n condiciones iniciales

Y(x0) = 30,5 (0) = ¥1, 3"V (%0) = V(1)
Donde yo, y1,-.-,Y(»—1) son constantes en IR y se los conocen como condiciones iniciales.
2.3. Campo de direcciones e isoclinas

Existen EDO’s cuya solucién explicita es complicada de determinar, algunas como ya sabemos
tienen soluciones que pueden encontrarse en forma analitica (soluciones de forma explicita o
implicita encontradas con un método especifico). Otras tienen soluciones no pueden ser resueltas
en forma analitica; afirmar la existencia de una solucién de la ecuacién diferencial, no afirma que
exista un método que genere la solucion. Supongamos una ecuacién y’ = f(x,y) la cual posee
solucién simple, pero no puede ser resuelta de manera analitica, aunque esto suceda, la misma
puede indicarnos detalles sobre el comportamiento de su solucién simple.

A menudo pueden responderse ciertas preguntas cualitativas sobre las propiedades que presentan
las soluciones: cdmo se comporta una solucién alrededor de un punto en particular o cudl es el
comportamiento de una solucién cuando la variable independiente crece o decrece infinitamente.
Analizar una ecuacién diferencial, de manera cualitativa, nos permite determinar el comportamiento
que tiene una curva solucion sin resolverla, a esto se lo denomina como andlisis cualitativo de la

ecuacion diferencial (Nagle et al., 2005, p. 16).
2.3.1. Campos de direcciones

Definicion 2.6. Si se evalia a f sobre una cuadricula dentro del plano xy y al trazar un elemento
lineal en cada punto (x,y) con pendiente f(x,y), entonces el conjunto de estos elementos lineales

se denominard campo de direcciones de la ecuacidn diferencial de primer orden

dy_

% - f(x7y)

El campo de direcciones sefiala la forma de una familia de curvas solucién para la ecuacién
diferencial donde es posible observar ciertos aspectos cualitativos de las soluciones (regiones dentro

del plano donde una solucién presenta un comportamiento inusual). Una sola curva solucién que



atraviese un campo de direcciones deberd seguir el patrén de flujo del campo; serd tangente a un
elemento de linea cuando interseque un punto dentro de la cuadricula.

Una EDO de primer orden formula una pendiente donde f se encuentra definida para todo punto
del plano xy, es decir indica la direccién que la solucion posee en cada punto del plano (Nagle et al.,

2005, p. 17-20).

2.3.1.1. Monotonia del campo de direcciones

Una propiedad de la primera derivada en el campo de direcciones nos dice que:

e Siy' > 0 para toda x en I, entonces la funcién y = y(x) ser4 creciente en I.

e Siy’ <0 paratoda x en I, entonces la funcién y = y(x) seré decreciente en /.

La representacién a mano de los campos de direcciones para una ecuacién diferencial resulta ser
simple para ecuaciones simples pero si se consideran ecuaciones mas complejas, su representacion
se dificulta. Por suerte existen programas de computadora que permiten graficar las soluciones. Pero
antes de estos programas se empleaba el método de isoclinas para realizar un trazado de campos de

direcciones facilmente.

2.3.2. Meétodo de isoclinas

Definicién 2.7. Para la ecuacién diferencial de la forma y’ = f(x,y), y ¢ € IR una constante
arbitraria, todo miembro de la familia de curvas f(x,y) = ¢ se llama isoclina. La contante ¢ se la

puede ver como el valor que toma la pendiente y' de cada curva solucién al cruzar la isoclina.

Al usar el método de isoclinas y trazar la grafica del campo de direcciones se trazan segmentos
de linea pequefios que tienen pendiente c, a lo largo de las isoclinas f(x,y) = ¢, donde solo los
segmentos trazados corresponderdn a formar el campo de direcciones de la ecuacion.

En ocasiones las isoclinas no serdn ecuaciones de una recta, sino pardbolas, hipérbolas, elipse,
circunferencia, entre otros. Cuando las isoclinas son dificiles de representar o interpretarlas, el

método se torna complejo de emplear.

2.3.3. Representacion grdfica

Para la realizacién y representacion de los siguientes ejemplos se utiliza el software matemadtico

MAPLE y los comandos DEplot y dfieldplot.

1. Primero vamos a emplear el método de isoclinas para graficar el campo de direcciones del

10



siguiente problema de valor inicial

dy
a+x—y7
y(0) =—1.

Las isoclinas serén las curvas de la ecuacion diferencial dy/dx = f(x,y) obtenidas al realizar
f(x,y) = c con ¢ € IR, entonces para el problema dado serén las curvas y — x = ¢, donde ¢ se

interpreta como el valor de la pendiente dy/dx de cada curva solucion al cruzar la isoclina.

Tustracién 1-2: Isoclinas para las constantes
—-2,—1,0,1,2
Realizado por: Villacrés, Fernando, 2022.

La grafica muestra las isoclinas cuando ¢ toma los valores —2,—1,0,1 y 2, con esto podemos
determinar el campo de direcciones de la ecuacidn diferencial al trazar pequefios segmentos con
pendiente ¢ a lo largo de cada isoclina determinada, estos segmentos son parte del campo de

direcciones asociados a la ecuacion diferencial.

11



Tlustracion 2-2: Campo de direcciones con las
isoclinas propuestas
Realizado por: Villacrés, Fernando, 2022.

Por lo tanto, al determinar un mayor niimero de isoclinas se tendra un campo de direcciones
relacionado a la ecuacién diferencial, de donde se podra determinar el comportamiento de la

curva solucion en la condicion inicial dada

Tlustracion 3-2: Campo de direcciones
completo
Realizado por: Villacrés, Fernando, 2022.

2. Ahora graficamos el campo de direcciones de la ecuacion diferencial y = x — 2y junto con cuatro

curvas solucién que pasen por los respectivos puntos (0,2),(0,1), (0,—1) y (0,—2).

12



Ilustracion 4-2: Campo de direcciones para
cuatro curvas solucién
Realizado por: Villacrés, Fernando, 2022.

2.4. Teorema de existencia y unicidad local para problemas de valor inicial

Como ya se menciond al inicio de este capitulo se documentard la demostracién del Teorema de
existencia y unicidad local (Ver: Ross, 1981, pp. 461-487) pero también para tener una mejor comprension
del mismo se utiliza el texto de (Coddington, 1976, pp. 211-258) junto con los blogs de Omar Gonzales
(2022a), (Omar Gonzales (2022b)) y (Omar Gonzales (2022c)).

Con el siguiente ejemplo se observa una situacién que nos ayudara a entender la importancia
del Teorema de existenia y unicidad local cuando no se cumplen las hipétesis establecidas por el

mismo.

Ejemplo 2.4. Consideremos el siguiente problema de valor inicial

dy

—=2 Y,

dx 2V (2.4)
y(0) =0.

Al utilizar el método de separacién de variables se tiene

1
y:Z(2x+C)27

y resolviendo el PVI se tiene
y=x".

2 es continua en todo el plano IR?, pero esta no es la tnica solucién

Como sabemos la funcién y = x
de la ecuacion diferencial que satisface la ecuacidn (2.4) ya que si consideramos la funcién constante

y = 0 que también es continua, esta también es una solucién de la ecuacién diferencial que cumple

13



con el problema (2.4) de modo que la unicidad no se puede garantizar.

Al considerar un problema de valor inicial se deben cumplir con varias condiciones pero con esto
surge la pregunta: como sabemos que se puede encontrar la solucién de una ecuaciéon que cumpla
con esa condicidn. Para responder a esta pregunta surge el Teorema de Existencia y Unicidad Local
para PVI. Antes de enunciar el Teorema hay que tener en cuenta algunas definiciones y resultados

que nos ayudaran al momento de realizar la demostracién del mismo.
2.4.1. Conceptos previos

Comencemos con las siguientes definiciones que serdn utilizadas en la demostracién del Teorema

de Existencia y Unicidad Local para PVI.

Definicion 2.8. Se dice que f(x,y) es Lipschitz continua respecto a la segunda variable en un
dominio D (o que satisface una condicién de Lipschitz con respecto a y en D), si existe L > 0 tal

que para todo par de puntos (x,y;), (x,y2) € D se tiene que

[f (e y1) = f(x,32)| < Liyr = yal-

Definicién 2.9. La sucesion de funciones {y,(x)},cy para x tal que [x — xo| < & definida como

yo(x) = yo,
mw=m+43mmmwu

nm=m+43mnmwn 2.5)

MWZM+K%WMA@ML

se denomina iteraciones de Picard (o aproximaciones sucesivas).

Con el siguiente ejemplo vemos como, al hacer uso de las iteraciones de Picard es posible hallar

una solucién para un PVL

Ejemplo 2.5. Encontrar la solucién al PVI

14



Al adaptar las iteraciones de Picard en este problema se tiene la siguiente forma

yo=1 3 x=0; flx,y)=y

Entonces

yo(x) =1,

X
yl(x)zl—i-/ ldt =1+x,
0

X x2
yz(x)zl—i—/o (1+0)dr =1+x+,
X 12 2?2 X x XX X
=1 l1+t4+— |dt=1 IR IS I I
y3(x) —|—/O<++2> +x+2+6 +1!+2!+3!,
) 1+x+xz+x3+ +x” n ik
o 1213 (n)! k!

Y cuando hacemos que n — oo se tiene
n xk oo Xk
{ _— = _——= x

Por lo que y,(x) — y(x) = " con x € IR, es decir y(x) = ¢* es solucién al PVI ya que al calcular la

ecuacion integral obtenemos

1+/ y(t)dt =1+ (e)y =1+ —1 =€ =y(x).
0

Por lo tanto y(x) = ¢* es solucién a la ecuacion integral y al PVI.

Pero, serd que esto siempre ocurre. Esto lo veremos a continuacidn; en general encontrar una
férmula para las iteraciones de Picard es complicado, por lo que antes de dar respuesta a la pregunta,

hay que tener en cuenta la siguiente definicién.

Definicién 2.10. Una sucesion de funciones {y,(x)},y se dice que converge uniformemente a
y(x) en un intervalo [a,b] si, V € > 0 existe N tal que V n > N se tiene que |y,(x) —y(x)| < €, para

cualquier x € [a, b].

Enunciamos el siguiente resultado que se fundamenta en el Teorema de la convergencia dominada,
el cudl serd de ayuda para determinar la convergencia de las iteraciones de Picard, y su demostracién

la podemos encontrar en (Bartle, 2014, p. 57).
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Teorema 2.1. Si {y,(x)},cy converge uniformemente a y(x) en un intervalo [a,b] y f(x,y) es

continua en un dominio D tal que ¥n € N, x € [a,b] los puntos (x,y,(x)) € D entonces

b b b
tim [ f (e dx= [ lim £ (e () dr = [ f ey

n—yoo a

Si las iteraciones de Picard satisfacen las hipdtesis del Teorema (2.1) con f(x,y) continua en un

dominio D el cual contiene a los puntos (x,y,(x))Vn € N,x € [a,b] entonces

y(x) = Iim y, (x) = lim [yo—l—/ Flt v 1())dt} —y0+/ 1t £ (t,y,-1 (1)) di.

n—yoo
yo+/ fle,y(t

Ahora bien, cémo encontramos un dominio D que contenga a la sucesién {y,(x)},cy,Vn € N para

saber esto necesitamos el siguiente resultado.

Lema 2.1. Supongamos que f(x,y) es continua en un rectingulo
R={(x,y):xo—a<x<xo+ayo—b<y<yo+b},
que contiene al punto (xo,yo), entonces existe M > 0 tal que
[y (x) —yo| < M |x —xo|,Vn € N,

con x € I donde I5 = {xEIR:xo <x< 5+x0;6:mfn{a,%}}.

Demostracion. Vamos a proceder a realizar la demostracién con el método de induccidn.
Por hipétesis se tiene f(x,y) es continua en un rectingulo R, entonces f alcanza su maximo (su
minimo) en R denotado como M = max ., g | f(x,)]-

Como y(xp) = yo (es una constante) entonces yy es continua en I, por lo que se tiene que

X
=0 +/ f(t.y0(t))dt
Xo
es continua en /5, ademas

1) =y0(x)| =
< [Iresiar,

X
§/ Mdt =M |x—xp|.
X0

:fmmo»m,
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Por lo que y; (x) es continua y se encuentra acotada por M |x — x| (caso paran = 1).
Supongamos ahora que y;_1(x) es continua en I5 y ademas |y;_; (x) — yo(x)| <M |x — xo| (hipGtesis

de induccidn caso para n = k — 1), entonces f (x,yx—1(x)) es continua en I por lo que
X
Y (x) :yo+/ J (@t yi-1(2))dt,
X0
es continua en /g, ademds

[y (x) = yo(x)| <

9

/x"f(t,yk_l(r))dr
< /x:|f<r,yk_1<z>>|dz,

X
S/ Mdt = M |x — x| .
X0

Es decir, para n = k se cumple la continuidad y ademas |y (x) — yo(x)| < M |x — xo|, por lo que, con

el método de induccién se cumple el resultado. O

Hemos probado que las iteraciones de Picard (2.5) existen, tienen derivadas continuas y satisfacen

la condicion de |y, (x) —yo| < M |x—xo| en el intervalo I§.

Observacion 2.1. Dado que |y, (x) —yo| < M |x—xp| y como se sabe xo — 8 < x < xp+ 6 es decir

|x —xo| < &, entonces se tiene M |x — xo| < M3 < b, es decir |y,(x) — yo| < b.

Ahora veremos un resultado (denominado Criterio mayorante de Weierstrass) que nos ayudara
a demostrar la convergencia uniforme de una solucién para el PVI (2.6), pero antes daremos la
definicién de convergencia uniforme para series y para ello se necesita la definicién de una suma

parcial.

Definicion 2.11. Sea {f,},cn una sucesion de funciones definidas en un dominio D, donde se

denomina como suma parcial n-ésima {S,(x)},cn a la serie de funciones

S1(x) = fi(x),
$2(x) = fi(x) + f2(x),

Sp(x) = fi(x) + foa(x) + -+ fu(x),
donde a f;(x) se le denomina n-ésimo término de la serie.

Definicién 2.12. Una serie de funciones reales Z fn(x) definida en un dominio real D, converge
n=1
uniformemente en D si la sucesion de de sumas parciales {S,(x) } ey converge uniformemente en
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D, es decir, si V€ > 0,3 N € Ntal que V n > N entonces
ISh(x) —S(x)| <€, VxeD,
o lo que es equivalenta, V € > 0,3 N € N tal que V n > N se tiene que

<& x€D.

Y S

n=N+1

Lema 2.2. (Criterio mayorante de Weierstrass.) Sea { f,, } .. una sucesion de funciones de variable
real (o compleja) definidas en un dominio D, donde para cada f, existe una constante positiva M,

tal que:
o |fu(x)| <M, VYn>1VxeD,

(o]
e La serie ZM,, converge.

n=1

Entonces la serie Z fn(x) converge uniformemente en D.
n=1

Demostracion. Se tiene por hipétesis que para todo x en D

2mn

<Y @l < Y My <.
n=1

n=1

Dado que la serie Z M,, converge entonces Z | fn(x)| también converge esto implica que Z Sn(x
n=1 n=1
converge absolutamente por lo que existe una funcwn f(x) de limite puntual de la serie de funciones

tal que
= L /u0) = 101 = | X Aol

Como deseamos ver que la serie converge uniformemente entonces escogemos N € N tal que para

todo n > N la serie sea convergente. Notemos que

< Y LG

n=N+1

Y )

n=N+1

N
- ;fn(x) =

Luego, por hipétesis se tiene

Y h0I< Y M.

n=N+1 n=N+1
Dado que Z M, converge entonces al tomar € = Z M, este se hace tan pequefio como se desee
n=1 n=N-+1
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eligiendo un N suficientemente grande, asi

<E.

Y f)

n=N+1

oo

Por lo tanto, la serie Z fa(x) converge uniformemente en D. O
n=1

Con estas definiciones y resultados previos podremos abordar la demostracion para la parte de la

existencia de una solucién para el PVI del Teorema De Existencia y Unicidad Local para PVIL.
2.4.2. Enunciado del teorema

Teorema 2.2. (De Existencia y Unicidad Local para PVI.) Sean D un dominio del plano xy,

considere el problema con valor inicial

dy _
= (x,y), 06
y(x0) = Yo-

Siendo f una funcion continua en el dominio D que satisface una condicion de Lipschitz con

respecto a la segunda variable y en D; y sean M = max yy)cg | f(x,y)|, donde

R={(x,y):x0—a<x<xo+a;yo—b<y<yo+b},

que pertence a Dy contiene al punto (xo,Yyo), entonces el problema con valor inicial tiene una

tinica solucion y(x) en el intervalo xo — 8 < x < xo+ 6, con § = min {a, %} > 0.

Consideremos el PVI (2.6) con f una funcién que satisface las condiciones de la hipétesis del
Teorema, vamos entonces a transformar el problema de encontrar la solucién al PVI en un problema
equivalente, es decir, si se encuentra una solucidn a un problema equivalente entonces encontraremos
una solucién al PVI. Supongamos que y es una solucion de (2.6), entonces al integrar sobre [x(, x]

se tiene

' dy(t)dt = /xxf(t,y(t))dt.

xo dx

Del lado izquierdo de la igualdad por el Teorema Fundamental del Célculo se tiene
X
¥ =y (o) = [ ey,
X0
X
y(x) = yo +/ fa,y(@))dt.
X0
Donde y(x) es una ecuacion integral ya que existe una igualdad entre una funcién desconocida y la

19



integral de una funcién f que depende de x e y(x).

Recordemos, entonces el lema que asocia un PVI con una solucién a la ecuacion integral.

Lema 2.3. Sea f(x,y) continua en un dominio D que contenga a (xo,o), entonces y(x) es solucion

al problema de valor inicial (2.6) si y solo si es solucion a la ecuacion integral

o) =30+ [ " Fy())r. 2.7)

Demostracion. =) La demostracion en el sentido progresivo se realizé anteriormente, si y(x) es
solucion al PVI todo el proceso anterior nos dice que y(x) serd solucién a la ecuacion integral.

<) Supongamos que y; es solucion a la ecuacién integral (2.7), entonces

() =yo+ / 0 Flty1(0))dr.

Por el Teorema Fundamental del Calculo sabemos que el lado derecho es derivable y

dyy _

(s [ s (1)) di = Flx1 (),

por lo que y; es solucién de la ecuacién diferencial, donde ademds

yi(x0) =yo+ /Xxo f(t,y1(2))dt = yo,

teniendo entonces que y; es solucién al PVI. O

Por lo tanto para demostrar este Teorema probaremos que y(x) satisface (2.7) y que esta solucién

es unica.
2.4.3. Demostracion

Observacion 2.2. A lo largo de toda la demostracién consideraremos el intervalo Is = [xo, xo + 0];

argumentos similares sirven para verificar la demostracién en el intervalo [xo — 8,xp).

Con el Lema (2.1) se tiene que todas las funciones {y,(x)},cy se encuentran contenidas en las
rectas yo — M (x —xp) < yn(x) <yo+M (x—xp), y este serd entonces el dominio donde veremos
que la sucesion de iteraciones de Picard converge uniformemente a una funcion.

Como y; (x),yo(x) son continuas en I5 se tiene que |y (x) — yo(x)| < M |x — xp|, con esto vamos a

ver que
M (L|x—xo|)"
L n!

[yn(x) —yn—1(x)| < ,VneN Vxels. (2.8)
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Esto lo demostramos con el método de induccién. Cuando n = 1 la desigualdad se cumple como ya
se menciond en el lema (2.1); ahora supongamos que para n = k— 1 (hipétesis de induccién) se
verifica

k=1 k—1)! 9

M (Llx—xaD50 MIF2 1 — xolF1
|Yk—1(x)—)’k—z(X)|§f ( |x X()|) . |X XO|

Y queremos llegar a ver que para n = k se cumple

M (Llx—x))*
L

i (x) = yr—1(x)] < 0 ,

entonces, al realizar un proceso regresivo se sabe que

Ve (x) = ye—1(x)| =

[l ®) = @) dr],

X0

< [ 1t @) = £ a0

Por el lema (2.1) se tiene que |y,(x) —yo| < M |x —x¢| para todo x € I5, entonces al aplicar la
hipétesis de ser f una funcidn Lipschitz continua con respecto a la segunda variable (definicién

(2.8)), donde se tiene

(5301 (x) = f (6, 36-200))| < Llye1(x) = yi—2(x)]-

Luego por la monotonia de la integral tenemos lo siguiente

Vk(x) = -1 (x)] < /x: |f (t,yk—1(2)) = f (£, 0x—2(2)) | dt < /XL‘)’kfl(t) —yk—2(t)|dt.

X0

Con la hipétesis de induccién (2.9) se tiene

¥ ML2 -
) =y <L =l dr,

o (k—=1)!

ML k-1
_ (k_l)'/ It —xo< ",
- JXxo

ML <|tx0|k> )
T (k=1

(k—1)! k N
ML lx —xo/*
N k!

Y

Entonces se tiene
MLV x — xo[F

Vk(x) = -1 (x)] < X

Con esto se tiene lo que se queria demostrar. Por lo tanto las iteraciones de Picard cumplen con la
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desigualdad Vn € N,Vx € I5 = [x,x0 + 8];0 = min {a, %}
Observacion 2.3. Dado que |x —xo| < & se tiene

M (L|x—xo])" ML* ! ML M (L&)
L( ‘X 'XO|) _ ' |X—X()‘n§ _ ( ) )
n'! n!

Por lo que (2.8) implica

M (LS)"

Vn (%) = yn-1(x)| < T

VneNVxels. (2.10)

2.4.3.1. Demostracion de la existencia

Al momento de considerar la serie de constantes positivas en el lado derecho de (2.10) se tiene

= M(LS)" M & (LS M
P P M Mt GRS

M
es decir que la serie converge a T (eL5 — 1).

Esto implica por el resultado de Weierstrass (Lema (2.2)), que la serie Z |yn(x) — yn—1(x)| converge
n=1

uniformemente en /5, en particular, yo+ Y [yn(x) — ya—1(x)| también converge uniformemente el
n=1

mismo intervalo.

Esto dltimo por definicidn de convergencia de una serie (Definicién (2.12)), significa que la sucesién

de sumas parciales converge uniformemente en /g

1= yo(x) + (1 (x) = y0(x)) = 1 (x),

S2 = yo(x) + (1 (x) =y0(x)) + (y2(x) =31 (*)) = y2(x),

&=m+imw—mwm=Mn

Teniendo asi que la n-esima suma parcial serd la n-esima iteracién de Picard.

Por lo tanto, la sucesi6n de iteraciones de Picard {y,(x)}, .y converge uniformemente en /5 a una
funcién y(x).

Como ultimo paso para garantizar la existencia de la solucién vamos a ver que, el limite de las
iteraciones de Picard {y,(x)},.y satisface la ecuacién dy/dx = f(x,y) en el intervalo /5 y ademds
se cumple y(xp) = yo.

Dado que Vn € N se tiene que cada iteracion y,(x) satisface |y,(x) — yo| < M |x —xo| en I5 (Lema
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(2.1)), se tendré que |y(x) —yo| < M |x —xp| en Ig, por lo que la funcién f(x,y(x)) se encuentra

bien definida sobre el intervalo /5 donde como f es una funcién Lipschitz continua se tiene

(e y(x)) = f (6, yn ()] < LIy(x) = yan(x)|, x €. (2.11)

Por definicién de convergencia uniforme se tiene que, dado € > 0,3 N > 0 tal que [y(x) — y,(x)| <

€/L para todo n > N y todo x € I, teniendo

€

L) —eVn>N, xel;. (2.12)

Ly =) < L(

Entonces, de (2.11) y (2.12) se tiene que la sucesién de funciones f(x,y,(x)) conn={1,2,...} es

continua y converge uniformemente a f(x,y) en Ig, y al usar (2.1) se tiene

y(x) = lim y,41(x) =yo+ lfm/ F(t,ya(2))dt,
n—o0 n—oo Jy,

=)0 +/ lim f(¢,ya(2))dt,
xo 1%

:yo+/xxf(f7y(f))df-

Es decir, la funcién limite de las iteraciones de Picard y,(x) satisface

X
y@) =yo+ [ fleye)dr, xels. 2.13)
X0
Por lo tanto, y(x) satisface la ecuacién diferencial dy/dx = f(x,y) sobre el intervalo /5. O

Con esto hemos demostrado la existencia, ya que la funcién y(x) a la que convergen uniformemente
las iteraciones de Picard sobre Is = {x € R : xg < x < § +x0; 6 = min {a, L }} va a ser solucién a
la ecuacién integral, por lo que serd solucién al PVI del Teorema (2.2).

Ahora nos queda probar la parte de la unicidad del Teorema, para ello se procederd de manera
clasica, suponinedo que existen dos funciones que son soluciones del mismo PVI, y con ello

demostrar que ambas funciones solucién son las mismas.
2.4.3.2. Demostracion de la unicidad

Hay que tener en cuenta que la continuidad de f ya dada por hipétesis del Teorema (2.2) es
suficiente para garantizar la existencia de la solucién al PVI pero no es suficiente para garantizar su

unicidad como la situacién tratada en el Ejemplo (2.4)
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Supongamos que existe y(x) otra funcion diferenciable con x € I tal que

vy .
a _f(x7y)a

y (x0) = yo,

entonces

¥(x) =yol <b, xe€ls. (2.14)

Sea x; tal que |[y(x) —yo| < b para xp < x < x; y ademds [y (x;) — yo| = b. Ahora supongamos que

x1 < x9 + 0, entonces
b b
= > 2> M.
X1 — X0 0

y (x1) —yo
X1 —Xo

M1:’

Por otra parte del Teorema de Valor Medio y del acotamiento de f tenemos que 3 « tal que
Xo < O <Xxp

My =y (a)| = [ f(o,3())] <M,

de donde obtenemos una contradiccién de suponer que x; < xo + &, por lo que x; > xp+ 0 y la

desigualdad (2.14) se cumple para xp < x < xo + 0 teniendo, ademds
y(x) —yol < b, x€l;s. (2.15)

Dado que y es solucién de la ecuacién diferencial dy/dx = f(x,y) con x € I5 y con la condicién

inicial y (xg) = yo, entonces por el Lema (2.3) se tiene que y satisface la ecuacién integral

50 =y0+ [ fl5)dr, xels

Con el Método de Induccidén mostraremos que

L"b|x—xo|"

. x€l, (2.16)

¥(x) = ya(x)] <

en efecto, para el caso n = 1 se cumple

500 -0 < [ 1e50) = £ @0l dr <L [ 150 ~oldr <L [ bt < Lblx ).

Para el caso k—ésimo se cumple que

_ LA 1px — x|
¥(x) = ye—1 ()] < k1) , x€lg. (2.17)
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Luego, mostraremos cuando n = k+ 1

)

59 -3 = |0+ [ rtesoye) = (o [ 7 eyr(0) )
[ ireso) - £ yao))dr

X0

Y

< [ 1750 ~ £ a6 dr.

Con la condicién de Lipschitz de f, se tiene

509 ()l < [ :L|y<z> vt (6)| dr.

Y con la hipétesis de induccién (2.17) pasa que

-~ x o kaflb t—Xxo k=1
50wl < [ L0 -yrlar <L [ TRy,
Xo Xo (k B 1) :
LFb [|t—x0]k] ) B L*b (x —xo)*
— _ ‘ - ' .
k=1 x|, k!
Lo cual demuestra (2.16), y dado que |x — xo| < 8 se cumple
b(LS)"
V(x) —ya(x)| < (n') ,VnelR, xels. (2.18)
Y como se sabe la serie )~ b (Lf!)n converge a beld de donde se tiene que lim;, o b (Lf!)n = 0. Por

lo tanto de (2.18) se tiene que y(x) = 1im, . y,(x) con x € I5. Recordemos que sobre el mismo

intervalo y(x) = lim,_,.y,(x) y por la unicidad del limite se tiene

y(x) =y(x), x € 5.

O
Con esto vemos que el PVI posee una solucién y ademds es tnica sobre el intervalo I = [xo,xo + 8],
y como se mencioné en la observacion (2.2), con argumentos similares el Teorema también se
verifica sobre el intervalo [xo — &,x¢]. Por tanto, concluimos que la ecuacion diferencial dy/dx =

f(x,y) posee una tnica solucién y(x) tal que y (xo) = yo en el intervalo |x — xo| < 8.

2.4.4. Ejemplos

Veamos ahora algunos ejemplos donde analizaremos sin resolver las ecuaciones diferenciales

ordinarias con PVI para describir si los ejemplos poseen o no solucion, y si la solucién es tnica o
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no, con la ayuda del Teorema De Existencia y Unicidad Local.

1. Vamos a considerar primero el siguiente PVI

xy' =2y,
¥(0) =0.

Reescribiendolo en terminologia del Teorema (2.2) se tiene

dy _ 2y
dx x’
¥(0) =0.

Con esto vamos a ver si el PVI cumple con las hipétesis del Teorema, para ello determinemos
primero si la funcién f(x,y) es continua en algin rectdngulo que contenga al punto (0,0),
entonces analicemos la continuidad de la funcidn, para ello determinemos su dominio con el

software GEOGEBRA para la representacion de este dominio

Tlustracién 5-2: Rectdngulo alrededor del punto (0,0)
Realizado por: Villacrés, Fernando, 2022.

fley) =2 = Dom(f) = {(xy) € R :x£0},
R={(x,y) eRR: -15<x<1.5-1<y<1}.
Fijado el punto (0,0) notamos que para el rectingulo dado la funcién no es continua, en
particular para cualquier rectangulo dado que contenga al punto (0,0) la funcién no va a ser
continua ya que no puede tomar el valor x = 0, es decir no se encuentra en el dominio de la

funcién f(x,y) = 2y/x, por ende no existe ningin rectdngulo donde la funcién sea continua y

que contenga al punto (0,0), teniendo que el PVI no nos garantiza la existencia de una solucién.
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Con respecto a la unicidad de la solucidn, la funcién f debera satisfacer la codicion de Lipschitz
respeto a y, pero al considerar las funciones y(x) = x*> y y(x) = 0, notamos que ambas son
soluciones de la ecuacién diferencial pero si recordamos x # 0, por lo que, no se puede garantizar
la unicidad para una solucién que no esta definida. Por lo tanto no podemos garantizar la

existencia de alguna solucién para el PVI.

2. Consideremos ahora el siguiente PVI

Y =y,

y(0)=0
Reescribiendo se tiene

dy .

ax VY

y(0)=0

De la misma manera veamos si cumple con las hipétesis del Teorema (2.2). Para ello necesitamos
determinar si f(x,y) = J/y es continua en algin rectdngulo que contenga al punto (0,0); el

dominio de la funcién sera

fxy) =y = Dom(f) = {(x,y) € R*}.

Para este caso se tiene que el dominio de la funcién es todo IR? por lo que dado cualquier
dominio que contenga a cualquier rectdngulo con su condicién inicial la funcién es continua,
es decir que existe por lo menos una solucién para el PVI, por lo que ahora determinaremos si
la solucién es tnica al verificar si el PVI cumple con la condicién de Lipschitz, es decir para
(x,y1), (x,y2) € IR? se debe cumplir que | f(x,y;) — f(x,y2)| < L|y; —y2| con L € IR, pero esto
no se cumple ya que al considerar y; =0

1

~ Il
2/3
b

Y1

|f(x,31) = f(x,0)| = 2/3
Y1

-8 =}

Al analizar la expresion %/3 esta no se encuentra acotada por ninguna constante en cualquier
N

rectdgulo que contenga al punto (0,0) ya que cuando y; tome valores cercanos a 0 el valor

tiende al infinito. Por lo tanto se puede garantizar la existencia pero no la unicidad.
3. Consideremos el siguiente PVI y determinemos si posee solucién y es tGnica

dy
dx

y(2)=1.

1—1yl,
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El Teorema nos pide analizar la continuidad de la funcién, para ello determinamos su dominio

f(x,y) =1~|y| = Dom(f) = {(x,y) € R*}.

Entonces como en el caso anterior el dominio de la funcién es IR? por lo que la funcién serd
continua en cualquier dominio que contenga a un rectdngulo junto con el punto (2, 1), con esto
podemos garantizar que existe al menos una solucién para el PVI. Para ver que la solucién es
unica debemos de determinar si la funcién cumple con la condicién de Lipschitz respecto a la

segunda variable

[fCey) = fOey2)l = (1= yil) = (U= 2Dl = [= yal 4+ 2l = [ = [yl < [y =2l

Entonces para valores (x,y1), (x,y2) € IR? se cumple que | f(x,y1) — f(x,v2)| < L|y — y2| siendo
L =1, por lo que como se cumple la condicion de Lipschitz con respecto a la segunda variable

el PVI tiene solucion y ademads es tnica.

En ocasiones resulta complicado determinar la constante L de Lipschitz pero existe un resultado
muy Uutil que nos permite determinar este valor y ademds nos verificar que una funcién satisface la

condicién de Lipschitz con respecto a la segunda variable.

Teorema 2.3. Sean D un dominio cerrado en IR? tal que el segmento de linea que une dos puntos
de D se encuentra completamente dentro de D (es decir es un dominio convexo) y f(x,y) una
funcion definida en D tal que d f / dy existe y estd acotada en D entonces f satisface una condicion

de Lipschitz con respecto a la segunda variable en D donde la constante L estd dada por

L= sup
(x.y)eD

df(x,y)
dy

La demostracion del Teorema viene dada en el texto de (Ross, 1981, p. 471).
Con todo lo anterior descrito podemos introducirnos al estudio de los sistemas de ecuaciones
diferenciales ordinarias las cuales son el principal interés dado que el modelo a analizar es un

sistema de ecuaciones diferenciales.
2.5. Bases teoricas: sistemas de ecuaciones diferenciales

En esta seccion presentaremos algunas definiciones basicas y técnicas para encontrar la solucién
explicita en casos particulares sobre los sistemas de ecuaciones diferenciales para después en
el siguiente capitulo analizar el comportamiento de sus soluciones con el uso de herramientas

cualitativas y el método de Runge-Kutta de cuarto orden. Los estudios realizados en esta seccion
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nos ayudardn a estudiar y determinar el comportamiento de las soluciones del sistema de ecuaciones

de Lotka-Volterra en el siguiente capitulo.

Se utilizan las definiciones, teoria y resultados del texto de (Zill, 2015, pp. 304-329) sobre los sitemas

de ecuaciones diferenciales lineales, asi mismo para documentar la teoria basica de la solucién de

sistemas lineales para dos ecuaciones se recopila informacion del texto de (Ross, 1981, pp. 290-311).

Definicion 2.13. Los sistemas de ecuaciones diferenciales de primer orden son casos particulares

de sistemas que tienen la forma

dX1
? :fl (t;xlv)‘:z;"'vxn)a
dx
? :fZ(tuxlv-xZ?'”rxn)a
dx
dtn :fn ([,X],XZ,.-.,Xn) .

Un sistema de n ecuaciones de primer orden se llama sistema de primer orden.

Tal y como en el caso de ecuaciones diferenciales, para sistemas de ecuaciones diferenciales

ordinarias se definen los sistemas lineales.

Definicién 2.14. Cuando las funciones g1, g», ..., g, son lineales en las variables independientes

X1,X2,...,Xp, s€ obtiene la forma normal de un sistema de primer orden de ecuaciones lineales

dx

o ar (t)xi +ap(t)xr+ -+ ai,()x, + fi (1),

L2 ()01 + an (02 + -+ ()0 + fo(0)

— = a1\l)X1 —dax(l)x2 - 1Tdaz X 2\t),

dt e (2.19)
dx,

dr = dn1 (t>x1 +an2(t)x2 + - Jrann(l‘)xn +fn(t)

Los sistemas de este tipo se denominan sistemas lineales de n ecuaciones diferenciales y se

encuentra en su forma normal, donde 4;;(¢) y fi(t) son funciones continuas de z.

Ejemplo 2.6.
% =5x—-3y+2z
fl)t] =8x—8y+z—12,
f; =2x+5y+z—t+1.
Definicién 2.15. Si f;(t) =0,Vi=1,...,n el sistema lineal (2.19) se denomina homogéneo, caso

contrario se denomina no homogéneo.
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Ejemplo 2.7.

dx

— =8-5
dr X —JY,
dz

— =-6 :
di rry

2.6. Representacion matricial

Consideremos un sistema lineal de la forma

dx
=
dy
i

ax(t) +by(t),
(2.20)

cx(t) +dy(t).

En el cual a, b, c,d son constantes este sistema recibe el nombre de sistema lineal con coeficientes
constantes, donde la palabra lineal, hace referencia a que las ecuaciones para x'(¢) y y'(¢) tienen
solo primeras potencias de las variables dependientes cumpliendo con la forma de (2.19).

Entonces al sistema lineal (2.20) se puede representar con la ayuda de matrices para tenerlo de la

siguiente manera

a b x(t
. [0
c d y(t)
Donde
@
aX_ [ dr ) _y
dt dy
dt

Y la representacion del sistema lineal (2.20) en forma matricial queda descrito por

a\ax(t)+by()
& cx(t) +dy(r) )
X = AX.

Definicion 2.16. Los sistemas lineales de n ecuaciones diferenciales (2.19) tienen la representacion

matricial
X1 ap(t) - an(t) x1 fi(t)
4 - +
dt N
Xn anl(t) ann(t) Xn fn(t)
X' = AX+F. 2.21)
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con

X1 an(t) - anlt) i)
X= : A=A(r) = oo F=

Xn an](t) ann(t) fn(t)
Donde F(7) y A(r) son matrices de funciones continuas en un intervalo /, la matriz A(¢) se denomina

matriz de coeficientes y X es el vector solucién en el intervalo / cuyos elementos son funciones

diferenciables que satisfacen el sistema en dicho intervalo.

Nota. Si el sistema lineal de n ecuaciones diferenciales es homogéneo, entonces su representacion
matricial estd dado por

X' = AX. (2.22)

2.7. Solucion de sistemas lineales

Como en el caso de una solucién para una ecuacion diferencial de orden n-ésimo, se define
también con ciertas consideranciones y bajo ciertas condiciones, soluciones simples del sistema de

ecuaciones diferenciales.

Definicion 2.17. Sea un dominio D real de dimensién n+ 1, un conjunto ordenado de n funciones
(x1(t),...,xn(1)) reales

xl(t)

Xn (1)

cada una derivable en el intervalo real a <t < b tal que

(t,x1(2),x2(2),...,x:(¢) € D),

y verifiquen el sistema (2.21) se denomina solucién del sistema.

Ejemplo 2.8. El par ordenado de funciones definido para toda ¢z € IR

e+ eZt
X —
2¢' +3¢%
es solucion del sistema lineal homogéneo
dx n
— =X
dr Y
dy
— =—6x+4
ar X+ 4,



reescrito en notacion matricial se tiene

X/ — -1 1 X X_ x(t)

—6 4 ¥(7)
En efecto, ya que el par de funciones satisface ambas ecuaciones del sistema lineal homogéneo,
esto se comprueba sustituyendo la solucién en el sistema
e +2e% -1 1 e +e*

X/ = =
2¢" + 62 —6 4 2¢! + 3¢

—e' — e +2¢' + 3e*
—6¢' — 6e* + 8¢’ + 12¢*
el + 2%
2¢ + 6

Por lo tanto el par de funciones (¢’ + e*,2¢ +3e?) es solucién del sistema lineal homogéneo

En la siguiente subseccidn estudiaremos la teoria bésica de los sistemas lineales, vemos que existe
una similitud bajo ciertas delimitaciones con la teoria ecuaciones diferenciales lineales de orden

superior.
2.8. Problemas de valor inicial

Un problema de valor inicial (PVI) para sistemas de ecuaciones diferenciales consiste en encontrar
una funcidn vectorial diferenciable X que verifique el sistema y que satisfaga la condicién inicial

X(#9) = X en un intervalo / donde #p € I y X(#y) es un vector dado

x1 (f0) cl
X2 (l‘o) Cc)
X(t) = ; Xo=
X (t0) Cn
Donde ¢y, c3,...,c, son constantes establecidas, entonces
X' = AX+F,
(2.23)
X (l()) = Xp.

Resulta ser un PVIen /.
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2.8.1. Teorema de existencia y unicidad para sistemas

El objetivo de resolver sistemas diferenciales con valores iniciales es encontrar n funciones
X1,X2,...,X%, las cuales satisfagan el sistema junto con las condiciones iniciales; es posible
determinar si el sistema que consideramos posee una tinica solucién en el intervalo /. Consideremos

un sistema de n ecuaciones diferenciales de primer orden de la forma

( dX1
Z :fl (Z,X1,X2,...,Xn),
dx;
- = f2 (t;xla)‘:z’ o 7xn) 5
dt (2.24)
dx,
dt :fn (t,XI,Xz,...,Xn),

con fi, f2,..., f, funciones reales continuas definidas en un dominio D de dimensién n+ 1.

En correspondencia con el Teorema (2.2) se tiene el siguiente resultado que trata con el sistema
(2.24) cuya demostracion es andloga a la del Teorema mencionado, pero hay que tener en cuenta que
las herramientas usadas para su demostracién ahora serdn generalizadas para sistemas diferenciales.
El enunciado del Teorema se lo recogié del libro (Ross, 1981, pp. 495-503) y de la web de (Omar Gonzales

(2022d)=.

Teorema 2.4. (De Existencia y Unicidad local para sistemas con PVI). Sean fi,f>,...,fn
funciones continuas que satisfacen una condicion de Lipschitz en un rectdngulo R de dimension

n+ 1 definido por

It —to] <a,|xi —ci| <bi,...,|xn—cn| < b,
donde (ty,c1,...,c,) es un punto del espacio (t,x,xy,...,x,) de dimension n+ 1y a,by,bs,...,by,
son constantes positivas donde existe M > 0 tal que | fi(t,x1,x2,...,x,)| <M parai=1,2,...,n
con (t,x1,X2,...,%,) € R; y sea d =min{a,b;/M,...,b,/M} entonces existe una iinica solucion

X1,X2,...,X, del sistema (2.24) tal que

X1 (l‘()),XQ(l‘()), .. ,xn(l‘()),

para |t —ty| < 6.

Para aclarar la existencia y la unicidad las soluciones de sistemas con valores iniciales enunciamos
la condicién de lipschitcidad para funciones en IR”" ! 1a cual fue definida para una funcién en IR?

en la segunda variable.
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Definicién 2.18. (Condicion de Lipschitz para una funcién de varias variables) Se dice que la
funcion f (¢,x1,x2,...,x,) definida en un dominio D de dimension n + 1, satisface una condicién

de Lipschitz sobre D en las variables x;,x3,...,x, si existe una constante L > 0 tal que

n
|f(t,x1,x2,...,xn)—f(t,ﬂ,@,...,xjﬂ SLZ|XI—X71|,
i=1 (2.25)

V(t,x1,%2, ..., %0); (8,%1,%2,..., %) €D.

en donde L va a depender del dominio D.

Por lo tanto realizar la demostracion del Teorema (2.4) sera similar a realizar la demostracion del
Teorema (2.2).

La demostracién del Teorema de existencia y unicidad local para sistemas de ecuaciones
diferenciales se lo puede encontrar en el texto de (Valdivia et al, 1998, pp. 5-18) 0 en la web de
(Omar Gonzales (2022d)).

Asi mismo para sistemas de ecuaciones diferenciales es complicado determinar la constante L para
que una funcién satisfaga una condicién de Lipschitz con respecto a la segunda variable por lo que

se tiene de igual manera la generalizacion del Teorema (2.3) para sistemas que es el siguiente.

Teorema 2.5. Sean D un dominio convexo en IR"**! t,X1,X2,...,X,) una funcion definida en D
y ) 9 ) 9

tal que ﬂ Vi=1,2,...,n existe y estd acotada en D donde:
ox;
d
I\ <
8x,-
paratodoi=1,2,...,n, entonces f es satisface uaa condicion de Lipschitz sobre D en las variables
X1,X2y .03 Xp.

Con todo esto podremos determinar cuando un sistema de ecuaciones diferenciales posee o no una
unica solucién, entonces veamos ahora como seran sus soluciones cuando se las pueda obtener de

manera analitica.

2.8.2. Soluciones linealmente dependientes e independientes

Los conceptos de dependencia e independencia lineal se aplican al estudio de las ecuaciones
diferenciales. Por ejemplo, al estudiar sistemas de n ecuaciones algebraicas lineales con n incdgnitas,

sabemos que existen dificultades si una de las ecuaciones es combinacién lineal de algunas de las

otras.
Definicion 2.19. Sea X;,Xj,...,X; un sistema de vectores solucién del sistema
x1(t),x2(t),...,x,(t) homogéneo X' = AX en un intervalo I, entonces estas n funciones
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vectoriales son linealmente dependientes en el intervalo I si existen constantes cy,c»,...,c, NO

todas iguales a cero, tales que

aXi+oXo+ - 4, X, =0.

para toda ¢ en el intervalo. Si los vectores no son linealmente dependientes, entonces son linealmente

independientes en /.

Nos interesa determinar que las soluciones de un sistema de ecuaciones diferenciales lineales sean
linealmente independientes, para asi obtener la solucién general del sistema. Para ello el siguiente

Teorema, pero antes introduciremos una definicién necesaria.

Definicion 2.20. (Wronskiano para Sistemas de Ecuaciones Diferenciales.) Sean n vectores

solucidn del sistema homogéneo (2.22)

X11 X12 X1n
X21 X22 X2n

Xl - ) X2 - ) ) Xn = )
Xnl Xn2 Xnn

sobre un intervalo I, entonces el determinante
X111 ... Xin
WX, Xo,....Xp) =] ¢+ .o,
Xnl -+ Xun
se denomina el Wronskiano de las n soluciones del sistema lineal homogéneo.

Con esto enunciamos el siguiente criterio util para la independencia lineal de las soluciones del

sistema lineal homogéneo (2.22).

Teorema 2.6. (Criterio para soluciones linealmente independientes.) Un conjunto de n soluciones
X1, Xo,..., X, en I es linealmente independiente en I siy solo si el Wronskiano de las n soluciones

del sistema lineal homogéneo nunca se anula para toda t.
La demostracion de este Teorema la podemos encontrar en (Rabenstein, 1966, pp. 280-281).

Ejemplo 2.9. Veamos que para el sistema lineal homogéneo

dx
= =5x+42
ar X+ 2y,
dy
2 =3x+4
i X 44y,
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sus soluciones

262: e7t
Xl = ) X2 = )
_3621‘ Tt

son linealmente independientes en el intervalo (—co, +-c0); para ver esto usamos el Teorema (2.6) y

el Wronskiano es

2€2t e7t
W (X1, Xp) = =2¢" — (=3¢") =5¢" #0.

-3 ezz 671

El determinante no se anula para ningin ¢ € IR, entonces por el Teorema (2.6) las dos soluciones

son linealmente independientes.
Para los sistemas lineales homogéneos tenemos el siguiente resultado.

Teorema 2.7. (Solucion general para sistemas homogéneos.) Sea X1,X,..., X, soluciones
linealmente independientes del sistema lineal homogéneo (2.22) en un intervalo I, entonces la

solucion general en el intervalo I de dicho sistema es
X=ciX|+Xo+ -+, X,.

Donde cy,...,c, son constantes.

Nota. Un conjunto de soluciones {X;,Xp,...,X,} linealmente independiente en un intervalo I, se

denomina como un conjunto fundamental de soluciones para el sistema homogéneo en /.

Ejemplo 2.10. Verifiquemos que el conjunto de vectores

e —e! 0
Xl == €2t ’ XZ - 0 ) X3 = et )
o ! et

son soluciones del siguiente sistema en el intervalo (—oo,00), y ademds determinemos su solucién

general
01 1
X'=1 101 |X
1 10
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Entonces al sustituir el primer vector solucién se tiene

01 1 e 2%
AX, = 1 0 1 e = 2e% =X].
110 e 2%

Por lo que el vector X satisface el sistema para toda ¢, veamos si pasa lo mismo para los otros dos

vectores
0 1 1 —e! e!
A =| 1.0 1 0 = 0 =X,
1 10 e’ —e !
011 0 0
AX3 = 1 01 e! = —et | =Xi.
1 10 —e! e!

Ambos vectores X, y X3 también verifican el sistema para toda t en (—eo, o). Luego debemos ver

que el conjunto de soluciones son linealmente independientes, en efecto

e —et 0

W(X17X21X3) - 62[ 0 e_t 5

=¥ (—672") +e! (—Ze’) +0=-3.

Por lo que X,X>,X3 son soluciones linealmente independientes es decir forman un conjunto

fundamental de soluciones sobre IR, por lo que la solucién general del sistema es

e —e ! 0
X =c et +c 0 +c3 e’
o2 ! et

Retomemos brevemente los sistemas no homogéneos.

Observacion 2.4. Una solucion particular X, para los sistemas no homogéneos (2.22) en un

intervalo / resulta ser cualquier vector solucion libre de pardmetros arbitrarios, cuyos elementos
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satisfacen el sistema no homogéneo X' = AX +F.
fi(e)
X, =
(1)

Teorema 2.8. (Solucion general para sistemas no homogéneos): Sean X, una solucion particular
del sistema no homogéneo (2.22) en un intervalo I

X =caXi+eXy+--+ Xy,

la solucion general en el mismo intervalo I del sistema homogéneo asociado (2.21), entonces la

solucion general del sistema no homogéneo en el intervalo es
X=X.+X,.

La solucion X, también se la conoce como solucion complementaria del sistema no homogéneo.

Ejemplo 2.11. Verifiquemos que la solucién

X X t+1
p: pr— 5
y —5t-2

es una solucién particular del sistema lineal no homogéneo para toda t € IR

dx
— =5x+2y+5t
7 X+ 2y + ¢,

dy
— =3x+4y-+17t.
7 X+ 4y +

Reescrito en notaciéon matricial resulta ser

X 5 2 X4 5t X X
3 4 17t ) y )’
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donde al reemplazar la solucion particular X, se tiene

, 1 52 t+1 St
Xp: = + s
-5 3 4 —5t-2 17t
54+1)+2(—5t-2) 5t
= +
3(t+1)+4(—5t—-2) 17t
—5t+1 5t
—17t-5 ) \ 1 )’
1
-5

Por lo que X, es solucion particular del sistema no homogéneo; ademds como se vio en el Ejemplo
(2.9) las soluciones del sistema homogéneo asociado
2 ezz el
Xl = ) X2 = ’

-3 eZz €7t
son linealmente independientes para toda ¢ € IR, entonces la solucioén general del sistema lineal
homogéneo asociado resulta ser X, = ¢ X + ¢2X, es decir

2 e2t el

X, =1 +c )
_3621 671

y en virtud del Teorema (2.8) la solucién general del sistema no homogéneo resulta ser

X 2e2 et t+1
X= =q ) +
y —3¢% e’ —5t—2

2.9. Resolucion de sistemas lineales

Con las definiciones y resultados previos vamos a estudiar cémo resolver un sistema de ecuaciones
diferenciales lineales homogéneo, de acuerdo a sus autovalores propios; y no homogéneo, con

coeficientes indeterminados.
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2.9.1. Sistemas lineales homogéneos

Consideremos un tipo basico de sistema homogéneo de dos ecuaciones diferenciales lineales con

dos funciones desconocidas con la forma

dx
i ax+ by,
(2.26)
D_ itad
— =cx
dt y7

donde a, b, c y d son constantes (es un sistema lineal de coeficientes constantes), por lo que estamos
interesados en encontrar soluciones para este sistema; pero, como encontramos dichas soluciones.
Al recordar la similitud que existe entre estos sistemas lineales y ecuaciones lineales de orden
superior, podriamos encontrar soluciones exponenciales del sistema (2.26) es decir, buscar una

solucion de la forma

x=kieM,
(2.27)
y =k,
con ky,ky y A constantes, entonces al sustituir (2.27) en (2.26) se tiene
L ety =a(er) +b (e
7\ = 1 2 )
d At _ At At
7 (kze ) —c(kle ) —|—d(kze ) ,
es decir,
AkieM = a(kie*) + b (koe*),
1 ( 1 ) ( 2 ) (2.28)
Akrer = ¢ (kle’l’) +d (kge’l’> ,
lo que nos lleva a tener
0= (a—A)k; + bk,
( )k + bk .

0= Ck] + (d— l)kz

Obviamente el sistema tiene solucién cuando k; = kp = 0, por lo que se busca soluciones no triviales
para este sistema. Una condicién necesaria y suficiente para que este sistema tenga una soluciéon no

trivial nos lo dice el siguiente Teorema.

Teorema 2.9. Dado un sistema de n ecuaciones algebraicas lineales homogéneas con n incognitas.
Entonces, dicho sistema tiene una solucion no trivial si y solo si el determinante de los coeficientes

del sistema es cero. (Ross, 1981, p. 323)
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Con este resultado se tiene que el determinante, viene dado por
A% —(a+d)A+ad—chb=0. (2.30)

Esta ecuacion se denomina ecuacién caracteristica asociada al sistema (2.26) y sus soluciones
son denominados autovalores propios. Si las expresiones en (2.27) son soluciones del sistema
homogéneo inicial entonces, A deberd ser una de estas raices. Al suponer A = A; una raiz de la
ecuacion (2.30) se tendr4, al sustituir en (2.29), una solucién no trivial K, K, del sistema algebraico,

entonces, con estos valores se tendrd una solucién no trivial para el sistema (2.26)

x=KeM,

y= Kyeh! .

Con esto se van a presentar tres casos: los autovalores propios A;, A, son reales y distintos, o son

reales e iguales o son complejos.
2.9.1.1. Los autovalores son reales y distintos

Si los autovalores propios A; y A, son reales y distintos, entonces se tendrd dos soluciones
linealmente independientes distintas, que cumplan la forma (2.27) correspondientemente. Este

hecho viene dado en el siguiente Teorema.

Teorema 2.10. (Solucion general con autovalores propios reales y distintos.) Sean A,
autovalores propios reales y distintos asociados al sistema de ecuaciones diferenciales homogéneo

(2.26) entonces, dicho sistema posee dos soluciones linealmente independientes no triviales

x=KeMt, x = Kyet,

y = Kzeh, y = Kqe™',

con K1,K», K3, y K4 constantes; y ademds la solucion general del sistema en IR se representa como

x=c1KieM + e K et

y = c1KzeM + e Kyt

para cy y ¢y constantes arbitrarias (Ross, 1981, p. 302).
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Ejemplo 2.12. Vamos a encontrar la solucion general del siguiente sistema homogéneo

dx

= =242
ar X+ 2y,
dy

C A 3

7t x4+ 3y,

para ello, tomamos una solucién con la forma

x=kieM,

y = kpeM,
y la reemplazamos en el sistema homogéneo
(kiet) =2 (kie* ) +2 (kpeM),

(kae*) = (kieM) +3 (k)

SIENSIE

con lo cual obtenemos
0= (2—A)ky + 2k,

0:k1+(3—k)k2.

Para obtener soluciones no triviales usamos la ecuacion caracteristica asociada al sistema (2.30)

dondea=2,b=2,c=1yd=3setiene

A2 —(2+3)A+(2)(3) - (1)(2) =0,
A?—51+4=0,
(A—1)(A—4)=0.

O lo que es equivalente, calcular los autovalores de la matriz de coeficientes, con notacién matricial

para representar el sistema se tiene

entonces, los autovalores a partir de la ecuacidn caracteristica son

2-1) 2
p(A) = =(2-2)3-21)-2,
1 (3-2)

luego,

(A -1 -4)=0,
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teniendo asi que los autovalores A; = 1y A, = 4. Al sustituir A; = 1 en el sistema de ecuaciones

algebraicas se tiene
0=k + 2k,

0=k +2k.

Resolviendo este sistema se tiene que k| = —2k», es decir posee infinitas soluciones, entonces una
solucidn no trivial sera cuando k; = 1 se tiene ko = —2, con estos valores tenemos una solucién no

trivial para el sistema homogéneo

Hay que tener en cuenta que una solucién diferente para k; y k> (ky = —2 y k» = 1) conduciria a

una solucién linealmente dependiente de la solucién obtenida. Ahora con el autovalor A, = 4

0= -2k 4+ 2k»,
0=k — k.

De manera que k; = k», entonces una solucién no trivial serd cuando k| = kp = 1 (si tomamos otros
valores para k| y k» que resuelvan el sistema, podremos obtener una solucion general diferente)

teniendo una solucién para el sistema homogéneo de la forma

Ahora usemos el Teorema (2.6) para determinar si las soluciones obtenidas son linealmente

independientes, para ello usamos el wronskiano

e e4t

W= = (et) (€4t) — (—26’) (e4t) =3¢ £0,V1 e R.

-2 et e4t

Por lo que las soluciones son linealmente independientes, y por el Teorema (2.10) se tiene que la

solucién general del sistema resulta ser

x=c1é +cre,

y=—2c1€ +cre*.

Con ¢ y ¢; constantes arbitrarias.
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2.9.1.2. Los autovalores son reales e iguales

Si los dos autovalores propios de la ecuacion caracteristica (2.30) son reales e iguales, podriamos
pensar que existe una sola solucién, entonces, como se puede hallar una segunda solucién
linealmente independiente. Con la intencién de responder esta pregunta se considera una segunda

solucion de la forma
x=KeM,

y=KreM.

Pero no solo es de esta forma sino que también debemos buscar una segunda solucién de la forma

x= (kit +k3)eM,
(it +ks) 2.31)

y = (kot +kq) €.
Este hecho se lo verifica con el siguiente Teorema.

Teorema 2.11. (Solucion general con autovalores propios reales e iguales.) Sean A,
autovalores propios reales e iguales (Aj = Ay = A) asociados al sistema de ecuaciones
diferenciales homogéneo (2.26) (sin considerar el caso cuandoa=d #0y c =d =0 ) entonces

dicho sistema posee dos soluciones linealmente independientes no triviales

x=KeM, x = (kyt +k3) e,

y= KZeltv y= (th +k4) elta

con Ky, Ky, kiky, k3, y kg constantes tal que ki y k3 no son cero 'y k3 /ky = K» /K, ; ademds la solucion

general del sistema en IR se representa como

x=c1KieM 4c; ((k1t+k3)e’l’) ,
y=c1KreM 4 ¢, ((k2t+k4) e’“) ,

para c| y cp constantes arbitrarias (Ross, 1981, p. 307).

Ejemplo 2.13. Vamos a encontrar la solucién general del siguiente sistema homogéneo

dx
=3y —
dr X =Y,
dy
Ay —
di X—=Y,
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para ello, tomamos una solucién con la forma

x=kieM,

y= kzelt’

y la reemplazamos en el sistema homogéneo

(1)
()

3 (kie*) — (kae*')
4 (kleb) - (kzeb) ,

Tl F

teniendo
0=3—A)k; —ks,

0=4ki +(—=1—-2A)k,.

Cuya ecuacion caracteristica es
A= (B=1DA+(3)(~1)~4)(-1) =0,

de donde los autovalores son A; = A, = 1, estos autovalores se los puede determinar también

usando notacidén matricial

entonces al calcular el determinante de la matriz de coeficientes se tiene

3-4) -1
4 (=1-2)

=(3-A)(~1-2)+4
=(A-1)?=0,

teniendo asi autovalores reales y repetidos A; = A, = A = 1. Al sustituir A = 1 en el sistema

algebraico generado se tiene
0 =2k — ko,

0 =4k) — 2k;.

Resolviendo este sistema se tiene que k; = k»/2, entonces una solucién no trivial serd cuando

k1 =1y ky =2, con estos valores tenemos una solucién no trivial para el sistema homogéneo

45



Como los autovalores de la ecuacidn caracteristica son iguales entonces se debe buscar una segunda

solucion de la forma (2.31), es decir

x=(kit+k3)e,
y = (kat +-ky)e".

Al sustituir en el sistema homogéneo se tiene
d ! t !
7 ((kit+k3)e') =3((kit+k3)e') — ((kat +kq)€"),

% ((k2t+k4)e’) = 4((k1t+k3)e’) — ((k2t+k4)e’) .

Y esto se reduce a tener
0= (2k1 —kz)l-i— (2](3 —k; —k4),
0= (4k1 — 2k2)l‘—|— (4k3 —ky — k4) .
Entonces
(2k; —kp) =0, (2kz—k; —k4) =0,
(4ky —2kp) =0, (4dkz —ky —2k4) = 0.

Teniendo asi que k| = k»/2 y ademds k; = 2k3 — kqy = ky /2, entonces para k; = 1 se tendrd que

ky =2y también k4 = 2k3 — 1, si k3 = 0 entonces k4 = —1. Con estos valores tenemos la solucién
no trivial

x=te,

y=(2r—1)".

Como ultimo paso veamos si ambas soluciones son linealmente independientes para poder usar el

Teorema (2.6), esto lo determinamos usando el Wronskiano

e te'

W= = (') (2t =1)e") — (2¢") (ze")

2¢" (2r—1)¢
= (2t —1)e* —2te*

=—¢?#£0,VreR.

Por lo tanto por el Teorema (2.27) la solucion general del sistema homogéneo con autovalores

propios reales e iguales resulta ser

x=ce +coté,

y=ci12¢ +c2((2t —1)e").

Donde c; y ¢, son constantes arbitrarias.
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Observacion 2.5. Una opcion diferente de valores para ki,k», k3 y k4 (diferentes de 0) en este
ejemplo conducird a una segunda solucion que es diferente de la solucidn planteada. Esta segunda
solucidn diferente también deberd ser linealmente independiente de la solucién encontrada con el
valor propio repetido y, por lo tanto, esta nueva solucién serviria para obtener una solucién general.
Por ejemplo, si tomamos k| = 2 entonces ky = 4 luego se tendrd k4 = 2kz — 2 y si k3 = 2 entonces

k4 = 2, 1o que nos conduce a una segunda solucién diferente

x=(2t+2)¢,
y=(4t+2)é,

que resulta ser linealmente independiente de la solucién encontrada con el valor propio A =1y

podria también servir para tener una solucién general diferente del sistema homogéneo, teniendo

x=cie +c(2t+2)é,
y=ci2e +cr(4t+2)e.

2.9.1.3. Los autovalores son complejos

Como tltimo caso tenemos cuando los autovalores propios de la ecuacion caracteristica (2.30) son
nimeros complejos de la forma a + bi, entonces como en el primer caso se tendran dos soluciones

complejas distintas con la forma

a+bi)t a—Dbi)t
’

x = kyel x = ke )

(a+bi)t’ (a=bi)t_

y=kze y=kye

Pero para tener que ambas soluciones sean reales se debe considerar la férmula de Euler en
cualquiera de las dos soluciones complejas, por lo que se tiene dos soluciones reales linealmente

independientes, esto lo verifica el siguiente Teorema.

Teorema 2.12. (Solucion general real con autovalores propios complejos.) Sean Ay y A
autovalores propios complejos conjugados (a=+ bi) asociados al sistema de ecuaciones diferenciales

homogéneo (2.26), entonces dicho sistema posee dos soluciones reales linealmente independientes

X ki cosbt — ko sen bt X ko cos bt + ki sen bt
Xl — — eat , X2 — — eat ,

y k3 cos bt — k4 sen bt y k4 cos bt + k3 sen bt
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donde ky, ks, y ks constantes; ademds la solucion general del sistema en IR se representa como

x=e"[cy (kycosbt — kpsenbt) + ¢, (kp cos bt + ki senbt)]
y=e¢e"[c; (kscosbt — kysenbt) + ¢, (kg cosbt + k3 senbr)]

para cy,cy constantes arbitrarias (Ross, 1981, p. 305).

Ejemplo 2.14. Para encontrar la solucién del siguiente sistema lineal homogéneo con PVI.

dx

— =2x—28
dr X Y,
dx

o 6

ar X+ 6y,

x(0) =4, y(0) =1,

primero debemos la solucién general del sistema, para ello suponemos una solucién con la forma

(2.27)

x=kieM,
y = ke,

y la sustituimos en el sistema lineal homogéneo del ejemplo
2 (her) =2 (kyeH) — 8 (kne)
dt ’
d At) At At
E (kze ) = (kle )+6(k2€ ),

lo que nos conduce al sistema algebraico

0= (2—A)k; — 8k,
0=k +(6—A)k,.

Para tener soluciones no triviales de este ultimo calculamos la ecuacion caracteristica con el

determinante de la matriz de coeficientes asociada al sistema

2-4) -8
1 (6-24)

=(2-A)(6-A)+8

=A% —81+20=0,

teniendo asi que los autovalores propios son nimeros complejos conjugados Ay =4+2iy Ay =
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4 —2i. Al escoger A; = A =4+ 2i en el sistema algebraico se tiene

0= (—2—2i)ki — 8k
0=k + (2 — Zi)kz

Una solucién no trivial para este dltimo serd tomar k; = —2+2i y k, = 1 debido a que k| =
—(2—2i)ky, y al reemplazar estos valores junto con A =4+ 2i en el par de soluciones consideradas

tenemos
x = (2i _ 2)6(4+2i)[,
y= (420t

Con la férmula de Euler la solucidn tiene la forma

x = (2i—2)e*(cos2t +isen2t),

y = e*(cos2t +isen2t).

Dado que la parte real como la parte imaginaria de esta solucién del sistema homogéneo son ambas

soluciones, entonces podemos obtener las dos soluciones reales

x = —2e%(cos2t +sen2t),

y = e cos2t,

x = 2e*(cos 2t +sen2t),

y =e*sen2t.

Como las dos soluciones son linealmente independientes (se verifica con el Wronskiano), entonces

por el Teorema (2.12) la solucién general del sistema homogéneo serd

x=2e*[(—c| +c2)cos2t — (¢ +c2)sen2t],

y=¢e* (c1cos2t+cpsen2t).

Por dltimo al aplicar la condicién inicial x(0) = 4,y(0) = 1 en la solucién general del sistema

homogéneo se tiene

4 =26*O[(—c; 4 ¢2) c082(0) — (c1 4 ¢2) sen2(0)]
1=¢*9 (¢ c0s2(0) + c25en2(0)).

Lo que resulta en
4=2(—ci+c2),

1:C17
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es decir c; = 1y ¢ = 3, por lo al sustituir estos valores en la solucién general se tiene

x = 4e* (cos2t —2sen2t),

y = e*(cos2t + 3sen2t).

2.9.2. Solucion de sistemas lineales no homogéneos

La documentacién para esta seccién proviene de (Zill y Cullen, 2008, pp. 430-432).

Veamos ahora un método para resolver sistemas lineales no homogéneos (2.21) cuando F (matriz
de funciones f;j(t)) es en general una matriz de coeficientes, para ello hay que tener en cuenta el
Meétodo de coeficientes indeterminados para encontrar soluciones particulares de EDO lineales no
homogéneas puede generalizarse para estos sistemas, este método ofrece un medio rdpido para

encontrar una solucién particular cuando F(z) es constante.
2.9.2.1. Coeficientes indeterminados

El Método de los coeficientes indeterminados se utiliza para encontrar una solucién particular del
sistema lineal no homogéneo

X' = AX(t) + F(1),

cuando la matriz cuadrada A es constante y los componentes de la matriz F(¢) son: polinomios,
senos, cosenos, exponenciales o sumas y productos finitos de estas funciones.

La idea central del método de coeficientes indeterminados es formar una combinacién lineal mas
general de las funciones en la familia del término no homogéneo F(t), después sustituir esta

expresion en el sistema dado y resolver los coeficientes de la combinacién lineal.

Ejemplo 2.15. Resolvamos el siguiente sistema lineal no homogéneo para saber en que consiste el

método de coeficientes indeterminados

dx
— =2x+3y—7
di x+3y—17,
dy
— = —x—2y+5.
I xX—2y+

Empezamos resolviendo el sistema homogéneo asociado

dx

— =2x+3
ar X+ 3y,
dy
) )
dt X %)
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para el cual escogemos una solucién del tipo

x=kieM,

At
y = kpe™',
y al sustituirla en el sistema se tendra el sistema de ecuaciones algebraicas

(2—A)k1 +3ky =0,
ki (2= Ay = 0.

Obtenemos la ecuacidén caracteristica resolviendo el determinante de la matriz del sistema

homogéneo asociado

2—1
=2-2)(-2-21)+3
-1 —2-2
=271
=A-1)A+1)=0,
teniendo asi que los autovalores propios son A; = 1,1, = —1, entonces al tomar A = 1 y reemplzarlo

en el sistema de ecuaciones algebraicas se tiene

ki + 3k, =0,
—k1 —3ky =0,
entonces si k| = —3 se tiene k, = 1 por lo que una solucién sera
x= -3¢,
y=¢.
Ahora cuando A = —1 y al reemplazarlo de nuevo en el sistema de ecuaciones algebraicas se tiene
3ki + 3k, =0,
—ki —ky =0,
donde k| = —k; entonces si k| = —1,k, = 1, por lo que una solucidén serd
x=—e !,
y=e".
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Con el Wronskiano

W= =) ) - (e ) (@)
=-3¢"+¢"=-2#0,

se tiene que ambas soluciones son linealmente independientes, entonces la solucién general del

sistema lineal homogéneo asociado (solucién complementaria del sistema no homogéneo) es

x=—3cie' —cre’,

y=cie +cre".

En forma matricial

-3 —1
X, =¢; e +cy e
1 1

Ahora necesitamos encontrar la solucion particular del sistema no homogéneo, debido a que F(r)

para el sistema no homogéneo es constante asumimos para este, una solucién constante de la forma

X =Ppi,

y=p2,

al sustituir esto en el sistema no homogéneo original se tendrd

dp:
L op +3py—T
dt pl+ P2 )
dp>
L i —2p+5
dt P1 P2+ )

teniendo lo siguiente
O:2p1 +3P2_77
0= —P1 _2p2+53

al resolver este sistema se tiene que p; = —1y pp = 3, por lo tanto la solucién particular serd

en forma matricial es



Entonces por el Teorema (2.9) la solucién general del sistema lineal no homogéneo viene dada por

O equivalentemente

x=—3cie —cpe”" —1,

y=c1€ +cre ! +3.
El Método de los coeficientes indeterminados implica realizar suposiciones sobre la forma de
la solucién particular en funcién de F(z). Al tomar derivadas de polinomios, senos, cosenos y
funciones exponenciales, obtenemos las mismas funciones. Entonces, cuando F(¢) tiene una de
estas formas, es posible que la solucién del sistema no homogéneo tome la misma forma.
Con esta breve documentacidn sobre los sistemas de ecuaciones diferenciales podremos introducir
y describir en el siguiente capitulo el andlisis cualitativo y numérico sobre los sistemas de dos
ecuaciones diferenciales dado que, el modelo principal de este trabajo (modelo de Lotka-Volterra)

es un sistema de dos ecuaciones no lineales.
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CAPITULO 111

3. MARCO METODOLOGICO

En el capitulo anterior se revisé y documentoé las nociones mds relevantes sobre ecuaciones y
sistemas de diferenciales para ahora poder dar una introduccioén al andlisis cualitativo y numérico
de los sistemas de ecuaciones diferenciales.

Sabemos que existen ecuaciones diferenciales cuya solucién explicita no puede ser obtenida
facilmente, esto mismo se extiende a los sistemas de ecuaciones diferenciales. Es por ello que
existe el andlisis cualitativo y la ayuda de los métodos numéricos los cuales nos permiten estudiar y
aproximar la solucién de un sistema de ecuaciones diferenciales sin conocer su solucion.

Dado que se desea comprobar los efectos de una intervencién especifica, en este caso las
interacciones entre dos especies entonces se utilizardn los métodos cualitativos y numéricos donde
se puede manipular las condiciones de la investigacién como el aumento o pérdida en alguna
poblacién de estudio.

Para desarrollar el anélisis cualitativo se toma en cuenta la representacion en el plano de fase, el
proceso de linealizacion y las isoclinas nulas debido a que cada uno aporta informacién relevante
para cumplir con el objetivo propuesto. Para la parte numérica se utiliza el método numérico de
Runge-Kutta de cuarto orden para sistemas con dos ecuaciones dado que es uno de los mejores para

aproximar una solucién de un sistema debido al pequefio margen de error que presenta el método.

3.1. Analisis cualitativo

Para la documentacién de los sistemas de ecuaciones diferenciales no lineles se toman en cuenta
principalmente los libros de (Zill y Cullen, 2008, pp. 445-473) y (Rodriguez, 2012, pp. 533-543), los dos textos
siguientes nos proporcionan el material necesario para la documentacidn cualitativa de los sistemas
de ecuaciones diferenciales (Blanchard et al., 1999, pp. 403-433) y (Nagle et al., 2005, pp. 262-276).

Uno de nuestros objetivos principales es el estudio con el andlisis cualitativo para el modelo de
Lotka-Volterra el cual no depende de su variable independiente, por lo es necesario tener en cuenta

la definicidn de sistema de ecuaciones diferenciales auténomo.
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Definicion 3.21. Un sistema de ecuaciones diferenciales de primer orden con la forma

dx
7; :fl (-x17x27"'7xl’l)7
de
7:f2 X1,X2,..-35Xn),
dx
dtn = fa (X1,X2,. ., Xn)

con fi, f>,..., fn continuas, se denomina sistema autéonomo donde la variable independiente ¢ no

se muestra en los términos del lado derecho de las ecuaciones del sistema.

Observacion 3.6. Dado que el sistema de Lotka-Volterra es un sistema de dos ecuaciones
diferenciales, entonces la documentacion del analisis cualitativo se realiza con sistemas auténomos

de dos ecuaciones diferenciales.

Un andlisis cualitativo nos permite obtener informacién sobre el comportamiento del conjunto
de soluciones asociadas a un sistema de ecuaciones diferenciales sin resolverlo, una técnica para
el estudio del comportamiento cualitativo de soluciones de los sistemas auténomos (3.1) es la
representacion en el plano el cual para poder esbozarlo requiere de estudiar los puntos donde el

sistema auténomo se anula.
3.1.1. Plano de fase y puntos de equilibrio

En la documentacién de esta seccién se toma en cuenta el texto de (Ross, 1981, pp. 632-650).

Consideremos las ecuaciones diferenciales no lineales de segundo orden de la forma

d’y F ( dx)
—_ = X, —
dx? “dt)’
al tomar y = dx/dt la ecuacion no lineal se transforma en
_dx
y= dta

dy
—=F .
dt (x’y)

3.2)

De este dltimo podemos determinar informacién sobre la ecuacién no lineal original a partir de
un estudio del sistema generado. Para estudiar el comportamiento de las curvas que definen las
soluciones del sistema (3.2) consideraremos f como un pardmetro para que estas curvas aparezcan

en el plano xy.
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Entonces vamos a considerar un sistema auténomo de dos ecuaciones de la forma

dx

7:f('x7y)7
at (3.3)
& e)
dl_g 7y7

donde f 'y g tienen primeras derivadas parciales continuas para todo (x,y).

El plano de fase es una herramienta grifica que permite analizar de manera cualitativa ciertos
tipos de sistemas de dos ecuaciones diferenciales de primer orden sin necesidad de resolverlas.
Al considerar el sistema auténomo (3.3) con un PVI, se tendrd que cada solucién (x(z),y(z)) del
sistema es una curva en el espacio txy, pero también podemos mirarla como una curva en el
plano xy que se denomina plano de fases descrita en funcién de ¢. Esta segunda curva denominada
trayectoria (6rbita o sendero) de la solucién del sistema, es proyeccion de la primera sobre el plano

de fase.

Definicion 3.22. Se denomina plano de fase de un sistema de ecuaciones diferenciales al conjunto
de todas las trayectorias de las soluciones del sistema, es decir al plano formado por el par de

valores (x,y).

Observacion 3.7. En cada punto (x,y) de una trayectoria, el par de funciones (f(x,y),g(x,y)) es
tangente a dicha trayectoria, por ende el conjunto (f(x,y),g(x,y)) es campo de direcciones del

sistema.

Al eliminar el pardmetro ¢ en el sistema (3.3), obtenemos la ecuacién

dy/dt _dy  g(x,y)
dx/dt dx  f(x,y)’

3.4)

Esta ecuacion se denomina ecuacion en el plano fase y nos brinda la pendiente de la tangente a la
trayectoria del sistema que pasa por el punto (x,y), siempre que f y g no sean ambas cero en este
punto. Teniendo asi que la familia de soluciones de (3.4) proporciona la familia de trayectorias de
un pardmetro del sistema (3.3), pero no indica las direcciones de estas trayectorias.

También podemos emplear los campos de direcciones para visualizar las gréificas del
comportamiento de la solucién de (3.4). Con esto tenemos varios beneficios sobre el sistema

auténomo original (3.3), pero hay que realizar las siguientes distinciones:

e Una solucion del sistema auténomo (3.3) es una par (x(¢),y(¢)) de funciones, que satisfacen
(3.3) V¢t € 1. Se identifican cada una como ilustraciones diferentes. Si en el plano xy graficamos

el valor de (x(¢),y()), al cambiar ¢ en /, la curva se denomina trayectoria solucion y el plano
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xy resulta ser el plano fase. Esta trayectoria contiene menos informacién que las ilustraciones

solucién de (x(z),y(t)) originales, pues la trayectoria omite la dependencia del parametro 7.

e En el plano de fase, la pendiente dy/dx viene dada por g(x,y)/f(x,y), por lo que al resolver
dy/dx = g(x,y)/ f(x,y) encontramos las trayectorias del sistema auténomo (3.3) en el plano de

fase.

En un punto (xp,yo) en el que tanto f y g son cero, la pendiente de la tangente a la trayectoria,
definida por (3.3), es indefinida, estos puntos se denominan puntos de equilibrio (puntos criticos o

puntos singulares).

Definicion 3.23. Dado el sistema auténomo (3.3) con f, g y sus respectivas derivadas parciales de

primer orden continuas, un punto (xp,yo) donde

f(XOJO) - 07
g (x0,y0) =0

)

es un punto de equilibrio del sistema auténomo (3.3).

Nota. La solucion constante
x(t) = xo,

¥(t) = yo,
se denomina también como punto de equilibrio. Debido a que x'(¢) = 0,/(¢) = 0 entonces un punto

de equilibrio es una solucién del sistema de ecuaciones algebraicas (Zill, 2015, p. 447)

g(x,y) =0.

Definicién 3.24. Un punto de equilibrio (xo,yo) del sistema auténomo (3.3) se denomina aislado si

existe un circulo

(r—x0)* + (y=y0)* =1,

cerca del punto (xo,yo) tal que (xo,yo) es el dnico punto de equilibrio para el sistema dentro del
circulo.
Veamos un ejemplo de como poder determinar los puntos de equilibrio de una EDO.

Ejemplo 3.16. Si queremos determinar los puntos de equilibrio de la ecuacién diferencial

dx
— =2 1
7 x+1,
dy
— =3y—9
dt y )
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estos serdn los valores donde 2x+ 1 y 3y — 9 se anulen, es decir

2x+1=0,
3y—9 =0,

teniendo asi que el punto de equilibrio es (—1/2,3).

Con el siguiente ejemplo podemos observar cdmo es el comportamiento de las trayectorias cercanas

a un punto de equilibrio al graficar su plano de fase.

Ejemplo 3.17. Vamos a determinar el/los puntos de equilibrio del sistema y con ayuda del programa

MATLAB graficaremos el campo de direcciones en el plano de fase para el PVI

dx

= 0)=1
dt y’x( ) bl
dy

= = _—x.y(0)=1.
5 x,y(0)

La solucién general del sistema viene dada por

X = cjsent —¢pcost,

y =1 COSt + cpsent.

Pero al eliminar el pardmetro ¢ entre las ecuaciones del sistema original se tiene la ecuacién
diferencial

d X

o - (3.5)
que da la pendiente de la tangente a la trayectoria del sistema que pasa por el punto (x,y), siempre
que (x,y) # (0,0). Ademads la ecuacion diferencial (3.5) es la del Ejemplo (2.3) la cual genera
la familia de soluciones de la forma, x*> 4+y? = ¢ de un pardmetro, esta genera la familia de

trayectorias de un pardmetro. Por tanto el dnico punto de equilibrio del sistema es el origen (0,0).

Dado cualquier niimero real #y, la solucion x = f(t),y = g(t) que cumpla con f (t9) = g (tp) =0 es

x=0,
y=0.

Por dltimo el campo de direcciones en el plano de fase que cumpla con la condicion dada para el

sistema serd la trayectoria cerrada:
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Iustracion 1-3: Campo de direcciones en el plano de fase
x(0)=1,5(0) =1
Realizado por: Villacrés, Fernando, 2022.

Lo que corrobora los resultados anteriores, teniendo una circunferencia de centro (0,0) y radio 1,

es decir una se tendra la trayectoria x> 4+ y* = 1.

Una manera sencilla de obtener las trayectorias solucion es resolver la ecuacion diferencial de
primer orden (3.4), estas trayectorias nos brindan informacién sobre el comportamiento de las

soluciones de la ecuacion diferencial.
3.1.1.1. Varias propiedades de trayectorias

Enumeramos algunas propiedades sobre las trayectorias que nos servirdn para estudiar el modelo
de Lotka-Volterra para entender el comportamiento de las soluciones de su sistema.

El Teorema de Existencia y Unicidad (2.4) asegura que dos trayectorias no pueden intersecarse,
aunque las 6rbitas de cada trayectoria si pueden hacerlo. Los sistemas auténomos brindan un
resultado importante; si particulas partem desde un mismo punto en comun pero en diferentes

momentos de tiempo entonces ambas van a recorrer la misma trayectoria.

e Toda trayectoria en el plano de fase representa infinitas soluciones del sistema de ecuaciones (3.3);
es decir, si (x(¢),y(t)) es solucion del sistema auténomo (3.3), entonces (x(¢ +c¢),y(t+¢)),V ¢ €

IR también es solucion del mismo sistema.

e Existe una tnica trayectoria solucion que pasa por cada punto (xo,yo) del plano de fase; para que
esto ocurra, las funciones f, g del sistema auténomo (3.3) deben poseer derivadas parciales y

continuas con respecto a x, y.
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e Las trayectorias cerradas son soluciones periddicas; es decir, si (x(¢),y(¢)) es solucion del sistema
auténomo plano (3.3) donde (x(to+p),y(to+p)) = (x(t0),y(t0)),p > 0 entonces (x(t+p),y(t +

p)) = (x(r),y(t)), siendo p el periodo de la solucién Omar Gonzales (2022¢) y (Zill, 2015, pp. 447-448).

En el ejemplo (3.17) se observa en el plano de fase que las trayectorias son cerradas, las cuales
giran alrededor del punto de equilibrio pero nunca llegan a tocarlo. Este no es el tinico caso, ya que
existen trayectorias que tienden a un punto de equilibrio y asi mismo existen trayectorias que se

alejan de los puntos de equilibrio, esto se denomina como la estabilidad de los puntos de equilibrio.

3.1.1.2. Estabilidad de los puntos de equilibrio

Las siguientes definiciones consiguientes provienen de (Ross, 1981, pp. 642-643).
Al momento de representar las trayectorias cercanas a los puntos de equilibrio en el plano de fase se
tienen tres cualidades diferentes para estos puntos. Segtin sea el comportamiento de las trayectorias

en las cercanias de los puntos de equilibrio, estos tienen una estabilidad diferente.

Observacion 3.8. Para las siguientes definiciones supondremos que los puntos de equilibrio son
aislados y ademds supondremos que el punto (xg,yo) = (0,0) es un punto de equilibrio, esto no
produce ninguna limitacién ya que si (xg,yo) no fuese el origen entonces al hacer un cambio de

coordenadas ¢ = x — xp, @ =y — Yo el sistema auténomo (3.3) se transforma en:

d
7? = f(¢ +x0,9+0),
d
7? = g(¢ +x0,90+0),

teniendo asi con este cambio que el punto (0,0) es de equilibrio.

Definicion 3.25. (Punto de equilibrio estable) Sean x(¢),y(7) una solucién del sistema (3.3) que
define a C una trayectoria del mismo sistema entonces al punto de equilibrio (0,0) se lo denomina
estable si VR > 0 existe r > 0 tal que para toda C trayectoria para la cual se cumple que para algun 7y
se tiene que \/(x(79)% + (y(f9)? < r se encuentra definida Vry <ty es tal que \/(x(¢)? + (y(t)> <R

conty <t < oo,

Lo que nos quiere decir esto es que, si todas las trayectorias solucién que estdn suficientemente

cerca al punto de equilibrio permanecen cercanas al mismo a lo largo de 7.

Definicién 3.26. (Punto de equilibrio estable asintético) El punto de equilibrio (0,0) es estable
asintético, cuando es estable y ademds existe algtin ry > 0 tal que si para algun ¢y se cumple que

(x(10)% + (y(20)* < ro entonces lim o x(t) = 0y lim; e y(¢) =0
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Dicho de otra forma, cuando x(¢) — xo y y(t) — yo, las trayectorias se aproximan al punto de

equilibrio a lo largo de 7.

Definicién 3.27. (Punto de equilibrio inestable) Si el punto de equilibrio (xp,y) no es estable, se

denomina punto de equilibrio es inestable.

Es decir que las trayectorias que empiezan cerca del punto de equilibrio se alejaran de este para
t — oo,

Ademids de la estabilidad de los puntos de equilibrio de los sistemas auténomos, es normal
preguntarnos si es posible obtener mds informacién cualitativa sobre las trayectorias cercanas
a los puntos de equilibrio. Para sistemas auténomos lineales los puntos de equilibrio tienen diferente

clasificacion.

3.1.1.3. Clasificacion de los puntos de equilibrio para sistemas lineales

Primero vamos a investigar los puntos de equilibrio de un sistema auténomo lineal (los siguientes
resultados presentados los obtenemos de (Ross, 1981, pp. 644-654)), para ello consideremos el sistema

lineal

dx

i ax+ by,

J (3.6)
d%‘} =cx+dy,

con a,b,c y d constantes; claramente el punto (0,0) es un punto de equilibrio para el sistema
auténomo lineal, y si suponemos que det(A) # 0 (con A la matriz de coeficientes del sistema (3.6))
entonces el punto (0,0) es el tnico punto de equilibrio, ademds con este supuesto, 0 no podra ser
un valor propio para la ecuacién caracteristica.

De lo anterior visto en el Capitulo II, seccidn (2.9.) se puede encontrar soluciones del sistema (3.6)

con la forma
x =k,

y= kzeh,

y como es solucion entonces A debe satisfacer la ecuacion caracteristica del sistema que serd
A% —(a+d)A + (ad — bc) = 0.

Al considerar el determinante de la matriz de coeficientes A como A = ad — bc y la traza de A (la

suma de los elementos de la diagonal principal de la matriz) como T = a + d, entonces la ecuacién
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caracteristica se denota como

A2 —TA+A=0. (3.7)

Teniendo asi que los autovalores propios son A = (T +vV12— 4A) /2. Como se vio al inicio de la
seccion (2.9.1.) esperariamos tres casos para los autovalores propios A, A, que, ahora se presentan
en funcidn de si el discriminante de la ecuacién caracteristica (r2 — 4A) es positivo, negativo o
cero. Pero la situacion aqui no es la misma y se debe considerar cinco casos:

Autovalores propios reales, diferentes y con el mismo signo

Teorema 3.13. Si los autovalores propios A1 y A, de la ecuacion caracteristica (3.7) son reales,
diferentes (‘52 —4A > 0) y con el mismo signo (T <0y A>0;7>0yA>0), entonces el punto

de equilibrio (0,0) del sistema lineal (3.6) es un nodo.
Autovalores propios reales, diferentes y con diferente signo

Teorema 3.14. Si los autovalores propios A1 y A, de la ecuacion caracteristica (3.7) son reales,
diferentes (T*> —4A > 0) y opuestos con el signo (A < 0), entonces el punto de equilibrio (0,0) del

sistema lineal (3.6) es un punto de silla.
Autovalores propios reales e iguales

Teorema 3.15. Si los autovalores propios A1 y Ay de la ecuacion caracteristica (3.7) son reales e

iguales (T2 —4A = 0), entonces el punto de equilibrio (0,0) del sistema lineal (3.6) es un nodo.
Autovalores propios complejos conjugados

Teorema 3.16. Si los autovalores propios A y A, de la ecuacion caracteristica (3.7) son complejos
conjugados (172 —4A < 0,7 # 0), entonces el punto de equilibrio (0,0) del sistema lineal (3.6) es

un punto espiral.
Autovalores propios imaginarios puros

Teorema 3.17. Si los autovalores propios A y Ay de la ecuacion caracteristica (3.7) son
imaginarios puros (72 —4A < 0,7 = 0), entonces el punto de equilibrio (0,0) del sistema lineal

(3.6) es un centro.

Estos 5 casos nos ayudan a determinar si el punto de equilibrio (0,0) es un nodo, punto de silla,
centro o punto espiral, y con el siguiente Teorema podremos saber la estabilidad que tiene el punto

de equilibrio.

Teorema 3.18. Sea el sistema (3.6) con (0,0) el iinico punto de equilibrio del sistema (ad — bc # 0)

entonces:
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1. Silos autovalores propios asociados al sistema son reales y negativos o complejos conjugados

con partes reales negativas, el punto de equilibrio es estable asintético.

2. Si alguno de los autovalores propios asociados al sistema es real y positivo o ambos son

conjugados complejos, el punto de equilibrio es inestable.

3. Si los autovalores propios asociados al sistema son imaginarios puros, el punto de equilibrio es

estable, pero no asintoticamente estable
Con estos resultados se tiene lo siguiente:

e Cuando los autovalores propios sean reales, diferentes (72 —4A > 0) y del mismo signo (T <
OyA > 0;7 > OyA > 0), el punto de equilibrio serd un nodo y serd: estable asintdtico si los
autovalores propios son negativos (7 < 0), inestable si los autovalores propios son positivos

(t>0).

e Cuando los autovalores propios sean reales, diferentes ('l:2 —4A > 0) y con diferente signo

(A <0), el punto de equilibrio serd un punto de silla y serd inestable.

e Cuando los autovalores propios sean reales, e iguales (172 —4A = 0), el punto de equilibrio serd
un nodo y serd: estable asintético si los autovalores propios son negativos (7 < 0), inestable si

los autovalores propios son positivos (7 > 0).

e Cuando los autovalores propios sean complejos conjugados (1:2 —4A < 0,7 # 0), el punto de
equilibrio serd un punto espiral y serd: estable asint6tico si la parte real de los autovalores propios

es negativa, inestable si la parte real de los autovalores propios es positiva.

e Cuando los autovalores propios sean imaginarios puros (TZ —4A < 0,7 = O), el punto de

equilibrio serd un centro y serd: estable pero no estable asintético.

Observacion 3.9. Cuando se presente el caso de que un punto de equilibrio es un centro, es decir,
cuando sus autovalores propios sean imaginarios puros entonces la solucién del sistema lineal
serd periddica, es decir las trayectorias serdn cerradas, esto es una propiedad de las trayectorias ya

mencionada anteriormente.

Nota. Las trayectorias de las soluciones de equilibrio se componen de los puntos de equilibrio,
pero para las demas trayectorias nos concentraremos en la ecuacion en el plano fase al analizar
su campo de direcciones. Se puede mejorar la informacién del campo de direcciones indicado la
direccién del flujo de soluciones cuando ¢ crece. Por lo que con el sistema autébnomo, todos los

segmentos del campo de direcciones en una regién donde f(x,y) es positiva apuntaran a la derecha
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0 caso contrario apuntaran a la izquierda cuando f(x,y) es negativa. Si f(x,y) = 0, empleamos
g(x,y) para decidir si el flujo crece o disminuye (Nagle et al., 2005, pp. 264-25).

Como sabemos, un punto de equilibrio es estable si el sistema vuelve al punto de equilibrio después
de una pequefia perturbacién. En el caso de un centro, si el sistema se perturba ligeramente, las
trayectorias se alejardn del punto de equilibrio pero eventualmente volverdn a él. Esto significa que
un punto de equilibrio que es un centro es un punto estable, pero no es asintéticamente estable (es

decir, las trayectorias no convergen hacia él).

Ejemplo 3.18. Determine la naturaleza del punto de equilibrio (0,0) del sistema auténomo lineal.
Ademads, determine si el punto de equilibrio es estable o no y trace el campo de direcciones en el

plano de fase.

dx
— =—-5x+3
di + 3y,
dy
— =2x—"Ty.
ar
Determinamos la ecuacion caracteristica asociada al sistema donde a = —=5,b =3,c =2y d = -7

A= (=5-TIA+((=5)(-7) - (3)(2)) =0,

A2+ 121 +29 =0.

O lo que es lo mismo, determinar la traza y el determinante de la matriz de coeficientes asociada al

sistema =

A=

donde = —5—7 = —12 <0, y el determinante A = (—5)(—7) — (2)(3) = 29 > 0 entonces de la

ecuacion (3.7) caracteristica se tiene
A% 4124 429 =0.

Al analizar el discriminante de la ecuacion caracteristica tenemos que 7> —4A = (—12)2— 4(29) =
28 > 0, entonces como el determinante de la matriz de coeficientes es positivo al igual que su
discriminante y su traza es negativa se tendrd entonces autovalores propios que serdn reales, distintos
con el mismo signo, es decir, el punto de equilibrio serd un nodo, y debido a que los autovalores
propios serdn ambos negativos (debido a que 7 < 0 ) entonces el punto de equilibrio serd estable
asintético. Esto lo verificamos al trazar el plano de fase del sistema (utilizamos varias trayectorias

para verificarlo):
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Tlustracién 2-3: Naturaleza del punto de equilibrio (0,0)
Realizado por: Villacrés, Fernando, 2022.

Como se sabe los puntos de equilibrio para sistemas auténomos lineales pueden clasificarse en

varias tipos: nodo estable o inestable, espiral estable o inestable, centro o punto de silla.

3.1.2. Anadilisis cualitativo para sistemas no lineales

Como sabemos un andlisis cualitativo nos permite obtener informacién sobre el comportamiento
del conjunto de soluciones asociadas a un sistema de ecuaciones diferenciales sin resolverlo;

como vimos, una técnica para el estudio del comportamiento cualitativo de soluciones del sistema

auténomo J
@ _
& fx,y),
dx
E - g(xuy)7

es el andlisis del plano de fase, donde primero buscamos los puntos de equilibrio y luego
bosquejamos su plano de fase. Debido a que un sistema auténomo puede o no ser lineal, entonces
el plano de fase también nos ayuda a realizar un andlisis cualitativo sobre sistemas no lineales.

La clasificacion de los puntos de equilibrio varia cuando consideramos un sistema atitonomo no
lineal, los cuales son los de interés dado que el modelo de Lotka-Volterra es un sistema auténomo

no lineal.
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3.1.2.1. Clasificacion de los puntos de equilibrio para sistemas no lineales

Para el caso de un sistema auténomo no lineal es posible inferir mds informacion acerca de las
soluciones cercanas al punto de equilibrio a partir de un anélisis del punto de equilibrio del sistema
lineal asociado (a este proceso se le denomina linealizacién se lo verd en la siguiente seccidn), esta

relacion sin embargo presenta diferentes situaciones (Ross, 1981, pp. 648-662), (Zill, 2015, pp. 664-665):

e El punto de equilibrio del sistema no lineal se puede categorizar como el punto de equilibrio
del sistema lineal asociado para cinco casos distintos ya vistos: nodo estable asintético, punto
espiral estable asintético, punto espiral inestable, nodo inestable y punto de silla. Las soluciones
tienen iguales propiedades generales que las soluciones del sistema lineal y conforme se acercan

al punto de equilibrio el parecido es mayor.

e Si los autovalores propios, asociados al sistema no lineal son reales e iguales (12 —4A = O) con
signo negativo (7 < 0) entonces el punto de equilibrio es estable en el sistema lineal, pero el
punto de equilibrio puede ser un punto espiral estable o un nodo estable del sistema no lineal.
De manera anéloga si los autovalores propios son reales e iguales (T2 —4A = 0) con signo
positivo (7 > 0) entonces el punto de equilibrio es inestable en el sistema lineal, pero el punto de

equilibrio puede ser un punto espiral inestable 0 un nodo inestable del sistema no lineal.

e Si los autovalores propios son imaginarios puros (A =0y 7 = 0), el punto de equilibrio puede ser

un punto espiral estable/inestable o un centro (no es posible determinar si es estable o inestable).

Esta clasificacién de los puntos de equilibrio para sistemas no lineales no nos permite obtener una
respuesta precisa cuando los los autovalores propios son imaginarios puros, por lo que existen
un método cualitativo que nos permite aproximar un sistema no lineal a un punto de equilibrio al
asociarlo con un sistema lineal, para asi determinar su clasificacién en las cercanias de un punto de

equilibrio.
3.1.2.2. Proceso de linealizacion

El texto de (Blanchard et al., 1999, pp. 410-411) nos dice que, la linealizacién se basa en expresar una
funcién con una versién lineal aproximada, la cual es vélida en un intervalo muy pequefio de
valores de la variable independiente. La linealizacion de una funcién diferenciable f(x) en el punto
(x0, f (x0)) resulta ser la ecuacion de la recta tangente a f en el punto y = f (xo) + f/(x) (x —xo).
Para valores de x préximos a xy se tendrd que los puntos de f(x) estardn cerca de los puntos de
la recta tangente, por ende los valores de y(x) se pueden usar para obtener aproximaciones de los

correspondientes valores de f(x).
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La linealizacidén para sistemas de ecuaciones diferenciales no lineales es un método para estudiar la

estabilidad local de un punto de equilibrio, para ello consideremos el sistema auténomo no lineal

. :f('x7y)7
dt (3.8)
& = g
dl _g(xvy bl

y supongamos que el tnico punto de equilibrio para el sistema es (xo, o). Lo que se quiere hacer es
entender qué sucede con las soluciones cerca del punto (xg,yp), es decir linealizar el sistema en las

cercanias del punto (xg,yp), para ello establezcamos las nuevas variables

u=x—xp,

V=YyY—=)Yo,

las cuales posicionan al punto de equilibrio al origen, y cuando x,y estén cerca del punto de

equilibrio entonces u, v tienden a 0 . El sistema escrito en términos de u, v al despejar x, y resulta ser

du _ dbox0) X py) = flotunot),

dt — dt  dr
dv_d(y—yo) dy _
teniendo asi
du
E:f(XO‘f‘“aYO‘i‘V)a
v 3.9
Ezg(xo—i—u,ym—v)-

Abhora se tiene que eliminar los términos no lineales en las expresiones du/dt y dv/dt, para ello
es necesario estudiar f y g con cuidado. Es posible estudiar una funcién al analizar su mejor
aproximacion lineal la cual estd dada por el plano tangente para funciones de dos variables teniendo

asi

9f(x df
f(x0+uayo+v)“f(xo7yo)+< f(a;’yO)>u+( f(a;’y(’))v,

~ o)+ (2502 ) ey (o)) 3o,

esta dltima es la ecuacion para el plano tangente a la superficies f en (xg,yp). Con esto podemos

entonces reescribir el sistema (3.9) como

d ) X0,)0 d X0,Y0
0 — o)+ () (e () (o) 4

d 98 (x, 9g(x
D g (ro,0) 4 ( 000 ) () 4 (B ()
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donde la dltima expresién en ambas ecuaciones del sistema son los términos que deseamos omitir
al construir la aproximacion lineal del sistema, son los términos que forman la diferencia entre el
plano tangente y la funcién. Como (xg, o) es el tnico punto de equilibrio para el sistema entonces

f (x0,y0) = & (x0,y0) = 0, teniendo asi

du _ (af(x“())> (x—xo) + (af(x"y‘))) (y=yo)+--

dr dx dy
dv ag(xm'o)) (3g<xo,yo>>
dt_<8x (x —x0) + oy (y=yo)+--

Entonces el sistema no lineal (3.8) puede ser aproximado en las cercanias del punto de equilibrio

(x0,y0) mediante el sistema lineal

du af(Xm)’o)) (af(xo’y0)>
_(8)6 (x—x0)+ Ty (y—0)s

dr

(3.10)
dV_ &g(xoayo)) <ag(x07YO)>
m‘(ax (x—x0) + oy (y—yo)-

Con notacién matricial y como sabemos que du/dt = dx/dt y dv/dt = dy/dt, se puede reescribir

el sistema (3.10) como

@ i (x0,50) i (x0,Y0)
dt — ax 8y X — X()
dy I800y0)  I8(0) vy )
dt dx dy
es decir,
X' = A(X —Xo). 3.11)

donde la matriz A de las derivadas parciales recibe el nombre de matriz Jacobiana en el punto de
equilibrio Xo = (xo,y0), siendo (3.11) el sistema linealizado en el punto de equilibrio (xg,yo).

Usamos este proceso de linealizacidn para estudiar el comportamiento de soluciones del sistema no
lineal cerca del punto de equilibrio (xo,yo) y determinar la estabilidad del punto de equilibrio con

el siguiente Teorema (proveniente de (Zill, 2015, p. 463)).

Teorema 3.19. (Criterio de estabilidad para sistemas auténomos): Sea (xo,yo) un punto de
equilibrio del sistema auténomo (3.8), donde f(x,y),g(x,y) tienen primeras derivadas parciales

continuas en las cercanias de (xo,yo):

e Si los autovalores propios de A (matriz jacobiana de (3.11)) tienen parte real negativa, entonces

(x0,¥0) es un punto de equilibrio estable asintdtico.

e Si A tiene un valor propio con parte real positiva, entonces (xo,yo) es un punto de equilibrio
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inestable.
Veamos un ejemplo donde utilizaremos todo lo anteriormente descrito.

Ejemplo 3.19. Vamos a clasificar cada punto de equilibrio del siguiente sistema auténomo no

lineal y con ello graficar su plano de fase

dx s 9
2 1
dr XT =y ,
dy

— = 2y.

dt Y

Primero determinamos los puntos de equilibrio del sistema no lineal

¥ —y>—1=0,
2y =0,
teniendo asi
=y’ —-1=0 P—1=0 x==+1,
= =
y=0 y=0 y=0.

Los puntos de equilibrio del sistema no lineal son (1,0),(—1,0), y para determinar la estabilidad
de los puntos de equilibrio del sistema es necesario linealizar el sistema no lineal, para ello es

necesario determinar la matriz Jacobiana

2/ (x0,0) 2/ (x0,Y0)

A dx dy ’
98(xy0)  98(x0)
dx dy
_ 2x (xo.y0) 2y (x0,y0)
O(XO 0) 2(x0 Y0)

Al evaluar la matriz Jacobiana en ambos puntos de equilibrio se tiene

-2 0

20
A]I yAzZ
0 2 0 2

Para el punto (1,0) se tiene una traza T = 4, un determinante de A =4 y con ello un discriminante
de 72 — 4A = 0, es decir el sistema linealizado tiene autovalores propios que son reales, iguales con
signo positivo entonces el punto (1,0) es inestable pero no podemos clasificar més este punto.

Para el punto (—1,0) se tiene una traza T = 0, un determinante de A = —4 < 0 y con ello un
discriminante de 72 —4A = 16 > 0, es decir el sistema linealizado tiene autovalores propios

distintos, con signos opuestos entonces el punto (—1,0) es un punto de silla. Esto se verifica al
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trazar el plano de fase para el sistema no lineal

(a) Representacion para el punto (1,0) (b) Representacion para el punto (—1,0)

Tustracién 3-3: Campo de direccién en el plano de fase para (1,0) y (—1,0)
Realizado por: Villacrés, Fernando, 2022.

La linealizacién es capaz de brindarnos informacién ttil acerca del comportamiento local de
las soluciones cercanas a los puntos de equilibrio, pero es limitada si deseamos encontrar las
soluciones cuya posicion inicial no sea cercana a un punto de equilibrio o si queremos conseguir
una vision global de la familia de curvas solucion. Para tener una imagen mucho mas completa del
comportamiento de las trayectorias nos sirve de mucha ayuda utilizar el método cualitativo de las

isoclinas nulas (nullclinas o nulclinales).

3.1.2.3. Isoclinas nulas

En ocasiones al momento de representar el plano de fase es complicado juzgar el comportamiento
de las trayectorias a largo plazo para cubrir esto existen las isoclinas nulas (nullclinas o nulclinales)

una herramienta poderosa para el andlisis cualitativo de sistemas no lineales.

Definicion 3.28. Consideremos el sistema auténomo (3.8), la isoclina nula de dx/dt son todos
los puntos (x,y) donde f(x,y) = 0, y la isoclina nula de dy/dt son todos los puntos (x,y) donde
gx,y)=0

Para la isoclina nula de dx/dt, la componente x es 0 esto implica que tiene movimiento hacia
arriba o hacia abajo (vertical). Sobre la isoclina nula de dy/dt, la componente y es cero, por lo que
sobre esta el movimiento es hacia la izquierda o la derecha (horizontal). Como se sabe, cuando
f(x,y) = g(x,y) = 0 se tiene un punto de equilibrio entonces las intersecciones de las isoclina nulas

generan estos puntos.

Ejemplo 3.20. Grafiquemos las isoclinas nulas y el campo de direcciones del siguiente sistema
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para asi describir el posible destino de las trayectorias correspondientes a la condicidn inicial dada.

d
d—::2—x—y,x(t0):2,
dy 2

Dy 2 (1) = 1.
5 =YX (0)

La isoclina nula de dx/dt son todos los puntos (x,y) que verifican

dx
— =2—-x—y=0
dr X—=Yy )

entonces la isoclina nula resulta ser la recta y = 2 — x. Sobre esta recta dx/dt es cero, es decir, que

el movimiento serd vertical a lo largo de esta recta.

Tlustracién 4-3: Isoclina nula para dx/dt
Realizado por: Villacrés, Fernando, 2022.

La isoclina nula de dy/dt son ahora los puntos donde

dy 2
i — :0
di y—x )

lo que resulta ser de la recta y = x>. Por esta recta dy/dt es cero, lo que implica que el movimiento

es horizontal a lo largo de esta recta.
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Tlustracién 5-3: Isoclina nula para dy/dr
Realizado por: Villacrés, Fernando, 2022.

Al intersecar ambas isoclinas nulas se tienen los puntos de equilibrio del sistema que son (1,1) y

(—2,4), dividiendo al plane de fase en varias regiones

Tlustracion 6-3: Unidn de las isoclinas nulas del sistema
Realizado por: Villacrés, Fernando, 2022.

Sobre el plano de fase, si dx/dt > 0 (o dx/dt < 0) las trayectorias se mueven hacia la derecha (o

izquierda), y si dy/dt > 0 (o dy/dt < 0) las trayectorias se desplazan hacia la arriba (o abajo)
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Tlustracion 7-3: Direccionamiento de las trayectorias
Realizado por: Villacrés, Fernando, 2022.

Con esto podemos trazar el campo de direcciones para el sistema teniendo:

Tlustracién 8-3: Campo de direcciones con las isoclinas nulas
Realizado por: Villacrés, Fernando, 2022.

Entonces para lo condicién inicial x(#y) = 2,y(#y) = 1 esta se dirige hacia abajo y hacia la derecha

sin limite.
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Tlustracién 9-3: Condicién x(f9) = 2,y(tp) = 1 en el campo
de direcciones
Realizado por: Villacrés, Fernando, 2022.

Observacion 3.10. Por lo general las isoclinas nulas no son siempre tnicas para cada ecuacion del

sistema y tampoco son rectas, sino que también pueden ser curvas.

Es importante tener en cuenta la diferencia que existe entra una solucion de linea recta y una
isoclina nula, ya que la solucién de linea recta es una trayectoria que corresponde a un autovalor
propio real para un sistema lineal; en cambio una isoclina nula es una curva a lo largo de la cual
el movimiento es puramente horizontal o vertical (aunque es posible que una isoclina nula y una
solucion de linea recta coincidan).

Estos métodos cualitativos descritos nos ayudardn a analizar el sistema de Lotka-Volterra de manera
cualitativa, pero para cumplir con el objetivo del trabajo atin es necesario describir el método

numérico de Runge-Kutta de cuarto orden.

3.2. Analisis numérico

Para documentar el anélisis numérico, con el método de Runge-Kutta de cuarto orden para sistemas
de dos ecuaciones diferenciales se utiliza los textos de (Mathews et al., 1999, pp. 497-538), (Burden y Faires,
2002, pp. 272-320) y (Chapra y Canale, 1999, pp. 740-763).

Los métodos numéricos para EDO son instrucciones utilizadas para encontrar aproximaciones
numéricas a las soluciones de una EDO. Existen varias ecuaciones diferenciales que no pueden
resolverse con funciones tipicas (solucidn analitica), pero para efectos précticos, una aproximacion

numérica a la solucién suele ser suficiente. Existen varios algoritmos que pueden usarse para
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calcular tal aproximacidn, algunos més eficaces y simples que otros.

Las ecuaciones diferenciales no lineales son mds complejas de resolver que las lineales y hay
ocasiones incluso donde no tienen una solucién analitica. A pesar de esto, existen varios métodos y
procesos analiticos disponibles para estimar la solucién de una ecuacién diferencial no lineal, como

el método de Runge-Kutta.

3.2.1. Runge-Kutta de cuarto orden

Hay que tener en claro que algunos de los métodos numéricos con los que se resuelven los sistemas
de ecuaciones diferenciales de primer orden son generalizaciones de los métodos numéricos para
aproximar una ecuacién de primer orden.

Nosotros estamos interesados en analizar y estudiar la aproximacién con el método de Runge-Kutta
de cuarto orden para sistemas de ecuaciones diferenciales de primer orden ya que dicho método
nos brinda un grado de precision razonable.

Es importante recalcar que el método de Runge-Kutta se lo puede usar sobre sistemas de ecuaciones
diferenciales ordinarias, es decir del tipo dx/dt = f(t,x), con ¢ siendo la variable independiente y x
una variable dependiente.

En resumen, el método de Runge-Kutta de cuarto orden es preciso y seguro ya que es una
buena eleccidn para aproximar soluciones de ecuaciones diferenciales ordinarias las cuales tienen
soluciones complejas sobre un intervalo especifico.

Para una ecuacién de primer orden, el método de Runge-Kutta para una ecuacion de primer orden
simula la precision del método de la serie de Taylor de cuarto orden el cual consiste en calcular la
aproximacion de

X1 = X+ riky +raka + r3ks + raky. (3.12)

En el que k1, kp, k3 v k4 tienen la siguiente estructura

ki = hf (tk,xk) R
ky = hf(tk—i-ha],xk —‘rblkl) ,
(3.13)
k3 = hf (tx + hay, x, + baky + bsky) ,

ks = hf (tx + has,x; + baky + bsky + beks) .

Donde h = (b —a)/M es el tamaiio de paso, que se elige de acuerdo con la precision requerida, al
emparejar estos coeficientes con los del método de la serie Taylor de cuarto orden, los matematicos

cuyo método lleva sus nombres, obtuvieron un sistema de 11 ecuaciones con 13 incégnitas, para el
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cual al tener la eleccién mds favorable se tienen los siguientes valores para las 13 incégnitas

1
b1:b3:§;b2:b4:b520;b6:17
1 1
ri =17, :7;]" = r = =,
1 4 6 2 3 3

al sustituir estds expresiones en la aproximacion de x; 1, es decir en (3.12) y (3.13) se tiene

h
X1 :xk“‘g(fl +2H+3f+ 1),

en lugar de establecer como k; para (3.13) se establece como f;,i = 1,...,4 teniendo la siguiente
estructura
fi =t xe),
h h
L=rf (tk-l- 5%t §f1> ;

Hh=rf (tk+ g,x/c—l— gﬁ) ;

fa=f(tx+hxe +hf3).
Obteniendo asi la férmula que permite programar el método de Runge Kutta de cuarto orden para

una ecuacién diferencial ordinaria con condicidn inicial.
3.2.1.1. Error del método

Al iterar un algoritmo se obtiene una sucesion de valores x1,xp,...,x, y en general dichos valores
no coincidirdn con el de la solucién exacta x(z;) ya que el algoritmito solo proporciona una
aproximacién por polinomio de Taylor de cuarto grado. La diferencia se conoce como error local
de truncamiento, el cual se produce en cada una de las iteraciones, y es diferente al error global de
truncamiento el cual es la diferencia exacta entre la solucién exacta y la calculada con el método,
que en este caso es el de Runge Kutta de cuarto orden.

Para las siguientes definiciones que se encuentran en (Mathews et al., 1999, pp. 474-475) vamos a suponer
que { (14, %) }3"o es un conjunto de aproximaciones a la solucién x(¢) de la ecuacién diferencial

con una condicion inicial.

Definicion 3.29. El error local de truncamiento se define como
€nt1 =x(tyt1) —Xpy1, conn=1,....M—1 (3.14)

este es el error cometido desde t,, hasta ¢, 1.
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Definicion 3.30. El error global de truncamiento se define como
en=x(ty) —xy, conn=1,....M (3.15)
este es el error cometido entre la solucién exacta y la soluciéon aproximada determinada con el

método.

Definicion 3.31. El error global final se define como
E(x(b),h) = |x(b) = xm], (3.16)
este es el error al final del intervalo [a,b], el cual es usado para analizar el comportamiento del error

para valores de h diferentes y obtener una aproximacién deseada.

Para obtener una férmula para el error local de truncamiento, partimos de una serie de Taylor de

orden n

dx(t,) h72d2x(tn) L @t x (1)
a2 ar (et 1) de

X(tgy1) =x(tn+h) =x(t,) +

Por lo tanto para el método de Runge-Kutta de orden cuatro se utilizan los cinco primeros términos
de la serie, donde se toma como referencia del error al término mds importante no considerado
ignorando los demads términos, es decir, como el método de Runge-Kutta de cuarto orden requiere

cuatro evaluaciones por paso entonces el error local de truncamiento resulta ser

h dx(t,

PO g ().
5! dt

En general si un método numérico de una ecuacién diferencial posee error de truncamiento local

7 (h”“), entonces el error de truncamiento global resulta ser & (h"), por lo que para Runge-Kutta

de cuarto orden el error de truncamiento global es

B hj d*x(t,)

o (h4) 4 gt

El siguiente Teorema establece la relacién que existe entre el error global final y el tamafio de paso,

el Teorema se lo encuentra en (Mathews et al., 1999, p. 501).

Teorema 3.20. (Precision del método de Runge-Kutta). Sea x(t) la solucion del PVI en el intervalo

[a,b), si x(t) € € [t0,b] y {(te, %) Y1, €5 la sucesion de aproximaciones generada por el método
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de Runge-Kutta de cuarto orden, siendo M el niimero de pasos, entonces

et] = (1) 21| = € (7).

|€k| = |x(tk) —xk| =0 (h4) .

En particular el error global final cumple
E(x(b),h) = |x(b) —xy| = O (h*).

Observacion 3.11. Hay que tener en cuenta que para determinar el error del método de Runge-Kutta
de cuarto orden es necesario conocer la solucién exacta de la ecuacién diferencial ordinaria, por lo
tanto dado que el objetivo del trabajo es obtener una aproximacién o idea de la solucién usando
los métodos numéricos y cualitativos sin resolver el sistema, entonces nosotros vamos a omitir la

determinacién del error al usar el método de Runge-Kutta de cuarto orden.
3.2.1.2. Runge-Kutta para sistemas de dos ecuaciones diferenciales

Dado que el sistema de ecuaciones de Lotka-Volterra esta compuesto de dos ecuaciones diferenciales
no lineales, es decir, es un sistema de ecuaciones ordinarias entonces para implementar el método
de Runge-Kutta de cuarto orden como explica (Mathews et al., 1999, pp. 529-535), consideramos un

sistema con PVI de la forma

dx

= t

5 f(t,x,y),

dy

- = t

= g(t,x,y),

para

X(to) = X,
y(t0) = yo

Una solucién de este sistema consiste en encontrar un par de funciones derivables x(z),y(r) tal
que al reemplazar ¢, x(¢),y(¢) en las funciones f(z,x,y),g(t,x,y) obtengamos como resultado las

derivadas respectivas dx/dt y dy/dt

% =X(1) = f(t,x(t), (1)),
% =y'(t) = g(t,x(t),y(1)),

con la condicidn inicial



Donde es posible encontrar una solucién numérica del sistema considerado en un intervalo dado, al

considerar los diferenciales, es decir

dx = f(t,x,y)dt.
dy = g(t,x,y)dt.
El método de Euler para resolver este problema es ficil de formular pero para obtener un grado de

precisién razonable es factible utilizar un método con un orden mayor como el de Runge-Kutta de

cuarto orden, donde se tienen las formulas (Mathews et al., 1999, p. 529-531)

h
Xkt 1 ZXk+8(f1+2f2+3f3+f4),

h
Yert =Ykt g (81+282+383+84),

donde f;,g; coni=1,...,4 tienen la forma

fl :f(t/wxlwyk)a 81 :g(tkaxkvyk)v

s bt L b)) = (et b Ees B
2= k Z,Xk 217)’k 281 , 82=8\k 2,Xk 21a)’k 281 )

s ot L B gzt h Lt B
3= k z,xk 227yk 282 , 83— 8\ k 2,X1< 22a)’k 2827

fa=f(tx+hx+hf3,y+hg3), g4 =gtk +h,xi +hf3,yx+hgs).

Con todo esto podemos dar paso en el siquiente capitulo a realizar un andlisis de manera cualitativa
y numérica sobre el modelo de Lotka-Volterra, un sistema compuesto de ecuaciones diferenciales

no lineales.
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CAPITULO IV
4. MARCO DE ANALISIS E INTERPRETACION DE RESULTADOS

En este capitulo se realiza un estudio sobre el modelo de Lotka-Volterra y su aplicacién a un
problema de dindmica poblacional con la ayuda de la documentacion realizada previamente en los
capitulos posteriores.

Para el andlisis (especificamente la parte cualitativa) del modelo de Lotka-Volterra nos basamos
también en los estudios realizados por (Garcia, 2011, pp. 3-39), (Méndez y Barrera, 2013, pp. 24-34) y
(Rodriguez, 2012, pp. 11-42). Para introducirnos al estudio del modelo de Lotka-Volterra nos basamos
en los estudios hechos por (Asencio, 2017, pp. 3-10), (Cano, 2011, pp. 5-44) Y (Cdmara, 2000, pp. 5-15).

Y como se menciond estos andlisis serdn puestos a prueba sobre un problema determinado de
dindmica poblacional que se encuentra en el texto del autor (Burden y Faires, 2002, p. 323).

El sistema de ecuaciones de Lotka-Volterra contempla un ecosistema en donde conviven dos
especies (depredadora y presa) que interactian entre ambas; la especie depredadora basa su dieta
Unicamente en consumir a la especie presa, y la especie presa posee una fuente de alimento ilimitado

del propio ecosistema. El modelo de Lokta-Volterra se construye a partir de las siguientes hipdtesis:

e Cuando se tenga la ausencia de la especie depredadora, es decir cuando y(7) = 0, se tendrd un
aumento para la especie presa proporcional a su tamafio por lo que la cantidad de presas aumenta

de manera exponencial

dx
— = ax,

dt ; 00> 0,x(0) = xo.
x(t) = xpe™

e Cuando se tenga la ausencia de la especie presa, es decir cuando x(r) = 0, entonces la especie
depredadora disminuye en cantidad ya que esta especie en el ecosistema basa su dieta inicamente
en la especie presa, por lo que la cantidad de la especie depredadora decrecerd de manera

exponencial hasta desaparecer

dy

-5, = —6)7,

dt . 8> 0, y(0) = y.
y(r) = yoe

e La tasa de mortalidad de la especie presa dependerd del niimero de interacciones que tenga

con los depredadores, es decir, los encuentros entre ambas especies afecta al nimero de presas
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disminuyendo su cantidad y esto se describe por

—Bxy; B >0.

e [.atasa de natalidad de la especie depredadora dependerd del nimero de interacciones con las
presas ya que depende inicamente de la especie presa como su alimento, entonces los encuentros

entre ambas especies favorece al crecimiento de los depredadores y se describe por

Yxy ;7 >0.

Con estas hipdtesis se construye el modelo de Lotka-Volterra para la dindmica de poblaciones entre

dos especies (presa y depredadora) el cual se representa por el sistema de ecuaciones diferenciales

d
d—x = ax— Bxy,
f (4.1)
dy s
— =YXy —
dr Yxy Y,

donde x(t),y(¢) > 0 son la cantidad de especies presa y depredadora respectivamente; o, 3,7y 6
son constantes positivas, y ademds dx/dt y dy/dt representan la razén de cambio en la poblacién
de las especies presa y depredadora por unidad de tiempo respectivamente.

Como ya se mencioné sobre las propiedades de las trayectorias, para un sistema auténomo las
trayectorias no pueden cortarse, sino se tendria x e y soluciones, las cuales cumplirian que x(#y) =
y(t1), para to,t; diferentes tiempos. Pero en un sistema auténomo sabemos que toda trayectoria
representa infinitas soluciones, lo que contradiciria el Teorema de existencia y unicidad (Cano, 2011,
pp. 29-30).

Debido a que no existen otras especies que interactien en el mismo ecosistema el modelo de
Lotka-Volterra resulta ser cerrado. La especie depredadora no compite con otra especie y no se tiene
migracién hacia el ecosistema ni desde el ecosistema, adem4s el sistema de ecuaciones diferenciales
es no lineal y auténomo ya que los coeficientes 3,y dependen de las variables x(¢),y(¢) y la variable
t no aparece de forma explicita en ninguna de las ecuaciones del sistema.

La existencia y unicidad para un dominio acotado del sistema de Lotka-Volterra se encuentra
garantizada en el texto de (Takeuchi, 1996, pp. 17-46) 0 de manera mds formal y concreta se lo puede
encontrar en el articulo de (Shakil et al, 2017, pp. 2-12), por lo que gracias a la garantia de existencia y
unicidad de una solucién tiene sentido realizar un andlisis cualtitativo y numérico sobre el sistema

de Lotka-Volterra.
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4.1. Analisis del modelo de Lotka-Volterra

Existen tres formas de analizar un modelo de ecuaciones diferenciales

e Analiticamente: Buscar funciones x(t),y(t) que satisfagan el sistema.

e Numéricamente: Obtener una aproximacién de la solucidn con condiciones iniciales y constantes

ya establecidas.

e Cualitativamente: Entender la naturaleza del modelo y obtener una idea justa del comportamiento

de la solucion (o las soluciones) sin resolverlo analitica ni numéricamente.

Analizaremos el modelo de Lotka-Volterra de manera numérica y cualitativa de acuerdo con
el prop6sito de este trabajo; primero analizaremos el modelo de manera cualitativa usando las
definiciones y resultados vistos en el Capitulo III, para asi entender el comportamiento de las

soluciones del sistema. Existen varios casos particulares sobre este modelo que son:

1. Al considerar el punto (x(z),y(z)) = (0,0), es decir cuando no se encuentran presentes ninguna
de las dos especies involucradas en el modelo, entonces se tiene que este es un punto de equilibrio

ya que satisface el sistema y asi la érbita de la solucion trivial se reduce al origen.

2. Al considerar la ausencia de la especie depredadora, esto es y(¢) = 0, entonces la trayectoria
sobre el plano de fases es la semirrecta en el eje x cuyo origen es el punto xy que recorre en

sentido positivo del eje x.

3. Al considerar la ausencia de la especie presa, esto es x(7) = 0, entonces la trayectoria sobre el
plano de fases es la semirrecta en el eje y cuyo origen es el punto yg que recorre en sentido

negativo del eje y hasta llegar al origen.

4.1.1. Isoclinas nulas

Las isoclinas son el lugar geométrico de puntos en los que las tangentes a las curvas integrales
tienen la misma direccidn, las isoclinas para el sistema de Lotka-Volterra vienen dadas por el

sistema

ox—pxy=a,
Py ;a,beR.
Yxy — 0y = b,

La isoclina nula (nulclinal) dx/dt = dy/dt = 0 proporciona las lineas en las que podrian encontrarse
los puntos médximos y minimos de cada una de las curvas integrales de cada ecuacion del sistema,

ademds la isoclina nula nos permite encontrar también los puntos de equilibrio del sistema que son
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los puntos de interseccién del sistema en el plano de fases

x(a—By) =0, sz\/y:%,
=
y(yx—8) =0, y=0vx=2

Debido a que @, 3,7y & son constantes positivas la isoclina nula para dx/dt = 0 (presas) resultan
ser dos lineas constantes ubicadas en el cuadrante positivo del plano xy. Ademas dx/dt = 0 nos
quiere decir que el componente horizontal de la velocidad es cero por lo que el movimiento es

puramente vertical y esto solo ocurre cuandox =00y = o/f.

Tlustracién 1-4: Isoclina nula presa dx/dt = 0
Realizado por: Villacrés, Fernando, 2022.

La isoclina nula para dy/dt (depredadores) resultan ser de la misma forma dos lineas constantes en
el cuadrante positivo del plano xy. Ademds dy/dt = 0 nos quiere decir que el componente vertical
de la velocidad es cero por lo que el movimiento es puramente horizontal y esto solo ocurre cuando

y=00x=4/y.
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Tlustracién 2-4: Isoclina nula depredador dy/dt =0
Realizado por: Villacrés, Fernando, 2022.

Al unir estos comportamientos de las isoclinas nulas de la especie presa y de la especie depredadora
los puntos de interseccién serdn los puntos de equilibrio del sistema, ademas las isoclinas forman

regiones diferentes donde se tiene el siguiente grafico:

Ilustracion 3-4: Isoclinas nulas presa-depredador
Realizado por: Villacrés, Fernando, 2022.

Para comprender la direccion de las trayectorias del sistema de ecuaciones de Lotka Volterra en

cada una de las regiones que se forman vamos a estudiar su plano de fase.
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4.1.2. Plano de fase

El estudio de los signos de la razén de cambio en la poblaciéon de ambas especies con respecto
al tiempo dx/dt y dy/dt ayudard a obtener la direccién del plano en cada una de las regiones
formadas con la interseccién de las isoclinas nulas de cada ecuacién del sistema. Los signos van a
depender de los valores que tomen dy/dt y dx/dt.

Los signos para la razén de cambio de la especie presa por unidad de tiempo dx/dt cambian cuando

d x>0AN (00— >0,
—x>0:>ax—ﬁxy>0:>x(oc—ﬁy)>0:> (=)

dt x<0 A (a—PBy) <0
d x>0AN (00— <0,
d—f<0:>ax—ﬁxy<0:>x(a—ﬁy)<0:> (=)

x<0A (a—By)>0

En ambos casos se tiene una peculiaridad que implica tener x < 0, lo que quiere decir que el signo de
x cambia al cruzar la isoclina x = 0, pero por hipétesis, el sistema de ecuaciones de Lotka-Volterra
no puede tener valores para x(7) que sean negativos, por lo tanto el estudio de la direccién de las

trayectorias en el plano solo se estudia cuando

d
d—f>0:>ax—ﬁxy>0:>x(a—[3y)>0=>x>0/\ (a—By)>0=x>0Ay<a/B,
d
d—)tc<O:>Otx—[3xy<0:>x(Oc—[3y)<0:>x>0/\ (a—By)<0=x>0Ay>a/B,

teniendo que dx/dt > 0 cuando y < ot/ o, dx/dt < 0 cuando y > a/f, todo esto siempre para
x> 0.

Analicemos el cambio de signo para la razén de cambio de la especie depredadora por unidad de
tiempo dy/dt, y decimos que los signos cambian cuando
d >0 A (yx—9) >0,
—y>0:>yxy—6y>0:>y(yx—6)>0:> Y (r )

dt Yy<OA (yx—8)<0

>0 A (yx—0) <0,
@<0:>ny—ﬁy<0:>y(yx—6)<0:> Y (r=9)
dt Y<OA (x—8)>0

Al igual que antes existe la posibilidad de tener y < 0, pero este caso no puede ocurrir ya que el

sistema de ecuaciones de Lotka Volterra no puede tener valores negativos para y(r) por ende el
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estudio de la direccién de las trayectorias en el plano se estudia en cuando

dy
dt
dy
dt

>0=7yy—0y>0=y(px—8)>0=y>0A ((x—=06)>0=y>0Ax>38/7,

<O0=1my—0y<0=y(x—08)<0=y>0A ((x—0)<0=y>0Ax<d/7,

teniendo que dy/dt > 0 cuando x > &/7, o dy/dt < 0 cuando x < 8/, todo esto para y > 0.
Con esto tenemos que el plano de fases para el sistema de ecuaciones de Lotka-Volterra se divide

en cuatro regiones, las cuales denotamos como: Region: o7, B, €'y 9.

Ilustracion 4-4: Regiones para el plano de fase
Realizado por: Villacrés, Fernando, 2022.

Al realizar un andlisis sobre cada una de estas regiones tenemos que las direcciones de las

trayectorias se comportan de manera diferente en cada una de las regiones.

1. Region .o7: Para estd region se tiene primero que dx/dt > 0y esto sucede cuando se tiene
y < a/B, es decir que la raz6n de cambio en la poblacién de la especie presa por unidad de
tiempo incrementa cuando la cantidad de la especie depredadora es menor que & /f3; por otro
lado se tiene que dy/dt > 0 lo que implicaba que x > § /7y es decir que también existe un
incremento para la razén de cambio en la poblacién de la especie depredadora por unidad de
tiempo cuando la cantidad de la especie presa sea mayor que 6/7, en otras palabras a mayor

cantidad de especie presa existe mayor cantidad en la especie depredadora.
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Ilustracion 5-4: Region o7 en el plano de fase
Realizado por: Villacrés, Fernando, 2022.

2. Region Z: En esta region se presenta un cambio de direccion para las trayectorias dx/dt ya
que ahora se tiene dx/dt < 0y esto ocurre cuando y > o /f3, es decir, que la razén de cambio en
la poblacién de la especie presa por unidad de tiempo decrece cuando la cantidad de la especie
depredadora es mayor a @/f3, en cambio el comportamiento es similar en la direccion de las
trayectorias de dy/dt ya que se tiene dy/dt > 0y esto ocurre cuando x > &/7; entonces esto
significa que a mayor cantidad en la especie depredadora se tendrd menor cantidad de la especie

presa.

Ilustracion 6-4: Region 4 en el plano de fase
Realizado por: Villacrés, Fernando, 2022.
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3. Region ¢: Para esta region se tiene un comportamiento en las direcciones de las trayectorias
totalmente contrario a lo visto en la regién <7, ya que se tiene dx/dt < 0y esto ocurre cuando
y > a/B, lo que significa que la razén de cambio en la poblacién de la especie presa por unidad
de tiempo reduce cuando la cantidad de la especie depredadora es mayor que ¢ /f3; por otro lado
se tiene que dy/dt < 0 lo que implicaba que x < § /7 es decir que de igual manera se tiene un
decrecimiento para la razén de cambio en la poblacién de la especie depredadora por unidad de
tiempo cuando la cantidad de la especie presa sea menor que 6/7, en otras palabras a menor

cantidad en la especie presa existe menor cantidad de la especie depredadora.

Tlustracion 7-4: Region € en el plano de fase
Realizado por: Villacrés, Fernando, 2022.

4. Region Z: Por tltimo, en esta region se tiene también un comportamiento en las direcciones
de las trayectorias opuesto con las trayectorias de la regién 4, es decir se tiene dx/dt > 0 que
ocurre cuando y < o/ f3; también se tiene que dy/dt < 0y esto ocurre cuando x < &/7, lo que
quiere decir es que, a menor cantidad de la especie depredadora se tendrd mayor cantidad en la

especie presa.
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Ilustracion 8-4: Region 7 en el plano de fase
Realizado por: Villacrés, Fernando, 2022.

Por lo tanto con el andlisis realizado sobre estas regiones se deduce que las trayectorias serdn
cerradas debido a la direccidn de las trayectorias en cada una de las regiones donde cada una de
estas envuelven al punto (6/7v,0/3). Al unir estds regiones obtenemos el campo de direcciones
en el plano de fase para el sistema de Lotka-Volterra, en el cual el movimiento de las orbitas es

contrario al movimiento de las manecillas del reloj.

Tlustracion 9-4: Campo de direcciones en el plano de fase
Realizado por: Villacrés, Fernando, 2022.

Nota. Cualquiera que sea la condicién inicial para el sistema (siempre que no sea sobre los ejes o

en el punto de equilibrio) la trayectoria de la solucidn dard la vuelta y regresa a su punto de partida.
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Con el andlisis cualitativo anterior, podemos concluir que todas las soluciones deben recorrer en
sentido contrario al de las manecillas del reloj alrededor del punto (6/y,a/B), y se alejaran del
punto (0,0).

El plano de fase junto con las nulclinas nos brindan una idea bastante aceptable del comportamiento
de las trayectorias solucidn, pero para constatar estos hechos en las cercanias de los puntos de
equilibrio vamos usar el proceso de linealizacion y asi determinar la estabilidad de los puntos de

equilibrio.

4.1.3. Puntos de equilibrio

Como ya se menciond, para determinar los puntos de equilibrio del sistema de ecuaciones de
Lotka-Volterra debemos calcular los puntos en los que la razén de cambio en la poblacion de las
especies presa y depredadora por unidad de tiempo se anulan, es decir para calcular los puntos de

equilibrio debemos resolver el sistema

dx o
- = x=0Vy=—,
a =Y ox— Py =0, x(a—By) =0, Y= B
d - ~ 5
—y:(), '}/Xy—Sy:(), )’(Yx—5):0, yZO\/X:*
dt Y

Teniendo asi que los puntos que anulan el sistema simultdneamente son (0,0) y (8/y,a/B), es
decir estos puntos son de equilibrio, pero dado que el sistema de ecuaciones de Lotka-Volterra es
un sistema no lineal, para determinar la estabilidad de los puntos de equilibrio debemos asociarlo
con un sistema lineal en las cercanias de los puntos de equilibrio, es decir, debemos linealizar el

sistema en los puntos (0,0) y (8/7,0a./B).

4.1.4. Linealizacion

Recordemos que la linealizacidn consiste en estudiar la estabilidad local de un punto de equilibrio
de un sistema de ecuaciones diferenciales no lineales, es decir reemplazar el término no lineal por
un término lineal que se aproxime lo mdas posible al término no lineal en las cercanias del punto de
equilibrio, con esto podremos clasificar el punto de equilibrio del sistema original. Esto significa
que a los puntos de equilibrio (0,0) y (6/7v,a/B) vamos a asociarlos con un sistema lineal.

Dado que el sistema de ecuaciones de Lotka-Volterra es un sistema auténomo no lineal lo podemos
aproximar en las cercanfas del punto de equilibrio tal y como se mencioné en el Capitulo III seccién

(3.1.2.), mediante X’ = A (X — X) siendo A la matriz jacobiana en X (punto de equilibrio).
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1. Para el punto de equilibrio (0,0) la matriz Jacobina A resulta ser

9 ftp) 9w
A o ay | [ @ Po EBeo | [ @0
| %8m0 8w | -

djc0 d;o 1) 10.0) (Yx—=8)(0,0) 0 -6

entonces la linealizacion para las cercanias del punto de equilibrio resulta ser

X' =A(X-Xy),

a O
-0

)
)(0)

es decir, para el punto de equilibrio (0,0) mediante el proceso de linealizacion se tiene el sistema

- o=
N~ N
I
o Q o

\
s ©

lineal dx(t)
x(1
xl = (X)C, dt = ax(t)7
I _ dy(t)
y = 8_)7, L =-95
” y(t).

2. Para el punto de equilibrio (0/7, @/fB) la matriz Jacobina A resulta ser

af()co,yo) af(xﬂvy())

\ T dy (@=BY)s/vasp) (=BX)(s/r.0/p)
N 8g(x0~,)’0) ag()fom) N 5
dx dy (V) (5/7.0/8) (Yx=8)(5/.0/p)
o _Po
_ 4
oy ’
— 0
B
entonces la linealizacion para las cercanias de (8/7, o/ B) resulta ser
X =A(X—Xp),
X 0 - @ X §
_ Y _ 14
ay o ’
/ —_ 0 _
Y B Y B
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x _ 0 —% x—%
Y 0 y—§
N _(Eo-p

o)\ ge-p )
v ) \geg )

es decir para el punto de equilibrio (8/7, /) mediante el proceso de linealizacion se tiene el

sistema lineal

s _po dx(r) _ a8 3

- - t7
i . 7 v yy()
Y, 00 i) _oy 08
B B dt B B

Nota. El sistema linealizado en las cercanias del punto de equilibrio (8/y,a/f) es un sistema

lineal no homogéneo.

Con el sistema linealizado en las cercanias de los puntos de equilibrio ahora podemos clasifcar los

puntos del sistema y determinar su estabilidad.
4.1.5. Clasificacion de los puntos de equilibrio

Para clasificar los puntos de equilibrio (0,0) y (6/7,a/B) necesitamos considerar su matriz
asociada con el proceso de linealizacion (matriz Jacobiana) y asi obtener su traza, determinante y

su discriminante (7,A, 7> —4A).

1. El punto de equilibrio (0,0) posee la matriz Jacobina

a 0
A= ,
0 -6
donde se tiene
T=a-79,
A=—-ad <0,

2 —4A = - 2085 + 6% —4(—ad) = a* + 208 + 8% > 0.

Debido a que 72 —4A > 0 entonces se obtiene valores propios reales diferentes, y debido a que

A < 0 entonces los valores propios tendran signos opuestos A; < 0 < A,, esto lo comprobamos
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usando la ecuacidn caracteristica

A —TA+A=0,
A2 —(a—8)A+(—ad) =0,
A4 (8 —a)A —ad =0,

con la férmula general tenemos

—(6—a)++/(6 —a)?—4(—ad)

1172: 2 I
oa—0+(a+9)

11,2: > ’

M=o, l=-0.

Por lo tanto segtin lo establecido en el Capitulo III el punto de equilibrio (0,0) es un punto de
silla, por ende es un punto inestable, esto también se verifica con el Criterio de Estabilidad Para

los Sistemas Auténomos (3.19).

. La matriz asociada al punto de equilibrio (8 /7, o /) resulta ser

o _Bo
_ Y
ay ’
—= 0
B
donde se tiene
T=0+0=0,
A=0ad >0,

T —4A =1 —4A=0—4(ad) = —4ad < 0.
Debido a que 72 —4A < 0 entonces se obtienen valores propios complejos, y ademds se tiene

que A > 0y 7 = 0, entonces los valores propios serdn imaginarios puros

AP—TA+A=0,
A% 4 (a8) =0,

A+ a8 =0,
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con la férmula general tenemos

A2 > ,
o= +2 2(065)17
= /(@d)i, do = —/(ad)i

Al recordar que el sistema original es un sistema auténomo no lineal entonces se tendria que
el punto de equilibrio podria ser un punto espiral (estable o inestable) o un centro, pero esta
posibilidad puede investigarse con el andlisis realizado con el método del plano de fase ya visto.
Dado que las trayectorias rodean al punto de equilibrio (8/7y,o/) entonces este punto es un

centro, es decir es un punto de equilibrio estable (3.1.1.3.).

Esto también se verifica si analizamos el sistema lineal en las cercanias del punto de equilibrio,

es decir analizar el sistema lineal

dr_as B3
a vy vy
dy oy ad

Para resolver este sistema lineal empleamos lo estudiado en el capitulo II, seccién (2.9.) sobre
resolucién de sistemas lineales. Dado que el sistema es lineal no homogéneo tendremos que
hallar su solucion particular y complementaria para obtener la solucién general del sistema.

Primero veamos su solucién particular resolviendo el sistema homogéneo asociado

dx 1)
di = _&yv
t Y
dy_ay,
d B

para este sistema elegimos una solucién del tipo

x:kle’lt,

y= kzelt

donde al sustituir en el sistema homogéneo

d S

7d[ (klekt) = ( [3’}/ > (k2€ )
d t _(oy ;

dt (k2e N ( B klek
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se tendr4 el sistema de ecuaciones algebraicas

Akt = (—ﬁf)(kge’“) 0= —Ak + (—i‘S) ks,

=
o o
e — (%)(kleh) 0= (l) (k) — Ao,
Para obtener soluciones no triviales de este tiltimo sistema empleamos la ecuacién caracteristica
o
e ()(%) -
B/ \y

Ar=—aé,
A =+Vadi

asociada al sistema

Con esto se tiene que autovalores propios del sistema son A = ++v adi es decir se tiene

autovalores propios complejos puros.

Observacion 4.12. Dado que posee autovalores propios complejos puros entonces el punto de

equilibrio del sistema lineal serd un centro, esto nos lo dice el Teorema (3.17).
Al tomar A; = V& di y al reemplazarlo en el sistema algebraico se tiene

0= —kl vV adi— ﬁ;skz,

0= (Og’) ki — kov/ 0l

Una solucién no trivial para esto dltimo serd tomar k; = 1 entonces k, = —yvV i/, debido
a que de la primera ecuacion se tiene k, = —k; YV a.di/B 3, entonces al reemplazar estos valores

en la solucién propuesta se obtiene

x:emjt7
y= A a(siEMit
Bé '

Al utilizar 1a férmula de Euler la solucién se transforma

x = (cos(vadt) +isen(vadt)),
y= (— }/mi) (cos(Vaudt) +isen(vVadt)),

BS

es decir
x =cos(vVaot)+isen(vadt),

y= y\ﬁ/? sen(vaSt) — i}/\g? cos(Vadt).
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Como la parte real y la parte imaginaria de esta dltima son ambas soluciones entonces podemos

obtener

x = cos(vVadr),

y= Y\égTS sen(v/adt),

y también se tiene

x = sen(v/adt),

y=-— y\g(;TS cos(Vadt).

Ahora comprobemos que ambas soluciones son linealmente independientes con el Wronskiano

cos(vadt) sen(v/ adt)
ymsen(\/%t) —ymcos(Mt) |

Bo Bo
= (cos(Vadt)) <_Y\é§7§ cos(@t)) - (Y\g? sen(@t)) (sen(Vadr)),
= _7\2275 cosz(\/%t) — 7\{?275 senz(\/%t),
= (_Y\g(;TS) (cos® +sen?) = —y\g? #£0.

Por lo tanto ambas soluciones son linealmente independientes, entonces por el Teorema (2.12)

la solucién general del sistema homogéneo serd

x=ci (cos(\/%t)) +c (sen(Mt)) ,

y=rcj (7};(;75 sen(@t)) - (?’\g? cos(@t)) .

Ahora necesitamos encontrar la solucién particular del sistema no homogéneo, para ello
usaremos el método de coeficientes indeterminados, debido a que el sistema no homogéneo

presenta términos constantes asumimos una solucién constante

X=Pp1,

y = P2,

al sustituirlo en el sistema no homogéneo se tendra

Gon="22-E2 ),
Z(pz)—ol?/(pl)—olcf,
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lo que nos brinda el sistema

as  Bé
0=— %),

” y@ﬁ

a od
0="Y(p))-

B B’
y al resolverlo se tienen los valores de p; = /vy p2 = a/f, por lo tanto la solucién particular

sera

x=46/v,
y=a/B.

Entonces por el Teorema (2.8) la solucién general del sistema no homogéneo sera

xX=rc (cos(ml‘)) +c2 (sen(@t)) + f,’
s “4.2)

y=ci (Y\g(;? sen(\/%t)) — <y[3(;

cos(x/%t)) +g.

Al graficar el plano de fase en el campo de direcciones tenemos lo siguiente

Ilustracion 10-4: Plano de fase para el sistema linealizado en

(8/v,a/B)

Realizado por: Villacrés, Fernando, 2022.

Lo que verifica que el punto de equilibrio (6/7,a/B) es un centro, y ademds sus soluciones

tienen un comportamiento del tipo ondulatorio
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Presa’ = (Alfa"Deltay/Gamma - (Beta*Delta/Gamma)*Depredad Presa’ = (Alfa*Delta)fGamma - (Beta*DeltaiGamma)*Depredad
Depredad’ = ((Alfa*Gamma)/Beta)Pre sa - (Alfa"Delta/Beta) Depredad’ = ((Alfa¥Gamma)Beta)Presa - (Alfa*DeltaBeta)

Depredad Presa

t t

(a) Solucidn x(z) del sistema linealizado (b) Solucién y(¢) del sistema linealizado

Ilustracion 11-4: Representacion de la solucién en el sistema linealizado
Realizado por: Villacrés, Fernando, 2022.

Entonces en las cercanias del punto de equilibrio (8/7, a/f) este se comporta como un centro para
el sistema no lineal, teniendo asi que sus trayectorias son cerradas.

Este andlisis realizado con el proceso de linealizacion sélo es aplicable en las cercanias de los
puntos de equilibrio (0,0) y (6/7,a/B). Como los términos que se cancelaron con el proceso de
linealizacién son —fBxy y yxy entonces la aproximacion lineal ya no seré vélida una vez que el
tamaiio estos términos sean considerables. Pero con el andlisis cualitativo obtenido con las isoclinas
nulas y el plano de fase entonces tenemos una imagen mas completa del comportamiento de las
trayectorias por lo tanto para el sistema de Lotka-Volterra el punto (0,0) es un punto de silla y el

punto (8/y,c/B) es un centro.

4.1.6. Runge-Kutta de cuarto orden para Lotka-Volterra

Para tener una idea mds detallada del comportamiento de las soluciones de este sistema, usamos
el método de Runge-Kutta de cuarto orden y asi también corroborar y fundamentar el andlisis
realizado anteriormente sobre las ecuaciones de Lotka-Volterra, dicho método lo aplicaremos en el
software matemdatico MATLAB el cual posee varias herramientas para resolver numéricamente un
sistema de EDO como ode23, ode45, etc. Donde ode23 utiliza un par de férmulas de segundo y
tercer orden para obtener una precision intermedia y ode45 utiliza un par de férmulas de cuarto y
quinto orden para obtener una mayor precision. Estas funciones se usan para conseguir la solucion
numérica de EDO las cuales utilizan los métodos de integracién de Runge-Kutta de tamafio de
paso variable, por lo que utilizamos el método cldsico de Runge-Kutta de cuarto orden con un
tamaifio de paso lo suficientemente 6ptimo para tener una buena aproximacion a la solucién dada
una condicién inicial para el sistema.

Para simular el sistema de ecuaciones de Lotka-Volterra, se cre6 una funcién que nos devuelva dos
graficas (una representa las poblaciones de ambas especies con respecto al tiempo, la otra muestra

la relacion entre ambas especies) y tres vectores columnas segiin sean dados los valores de o, 3,7y
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0 en un intervalo del tiempo bajo ciertas condiciones iniciales dadas (Ver: ANEXO A).

De la linealizacién sabemos que si las condiciones iniciales se encuentran cerca del origen generan

trayectorias que se mueven hacia afuera alejandose del origen, y si las condiciones iniciales estan

cerca del punto (8/y, /), entonces las trayectorias giran alrededor del mismo punto siendo un

centro.

Poblacion Depredadora

Grafica del Sistema LV

Solucion aprox

Poblacion Presa

(a) Trayectoria cerca del punto (8/7, ct/f)

Tustracién 12-4: Solucién cerca del punto (6/y,a./f3)

Realizado por: Villacrés, Fernando, 2022.

Poblacion

Depredadoresi/Presas sobre el Tiempo

A Depredadores |
/ Presas \

Tiempo

(b) Funciones solucién cerca de (6/y,0/f3)

Si tomamos una condicién inicial cerca del punto (0,0) la grifica del método numérico nos muestra

que la trayectoria se aleja del este punto pero a la vez esta es una trayectoria cerrada que gira

alrededor de (6/v,a/B).

Poblacion Depredadora

Grafica del Sistema LV

Poblacion Presa

(a) Trayectoria cerca del punto (0,0)

Tlustracién 13-4: Solucién cerca del punto (0,0)

Realizado por: Villacrés, Fernando, 2022.

Poblacion

Depredadores/Presas sobre el Tiempo

Depredadores.
Presas

Tiempo

(b) Funciones solucién cerca de (0,0)

Para evidenciar los andlisis realizados cualitativa y numéricamente sobre el sistema de ecuaciones

de Lotka-Volterra necesitamos comprobarlo en una aplicacién simulando un modelo de dindmica

poblacional, por lo que se va a considerar el problema del libro de (Burden y Faires, 2002, p. 323).



4.2. Aplicacion a un modelo de dinamica poblacional

Tomando los datos del problema de (Burden y Faires, 2002, p. 323) el cual nos pide predecir la poblacién

de dos especies usando el sistema de Lotka-Volterra

x’l (t) =kix; (l‘) —koxi (Z‘)XQ(t),
x’z(t) = k3X1 (Z)XZ(I) —k4)C2(l‘),

para ¢t € [0,4], con poblaciones iniciales de 1000 y 500 para las presa y los depredadores
respectivamente, donde k| = 3,k, = 0.002,k3 = 0.0006 y k4 = 0.5. Ademads nos pide esbozar
las soluciones del problema, graficando ambas poblaciones con respecto a ¢ y determinar los valores
de x; y x; para que el modelo posea una solucion estable.

Con la informacion del problema vemos que tenemos un modelo bésico del tipo presa-depredador
de Lotka-Volterra, entoncees sobre este ejercicio vamos a realizar todos los andlisis hechos

anteriormente y a contestar las preguntas planteadas.

Nota. Adaptamos la notacién vista anteriormente con la dada por el problema

dx dx; I r

ar ~ P gp sk ke g (1) — ko (1xa(0),

N . A L )
1 t

Donde se tiene otro tipo de abreviacion para las constantes y las incdgnitas del ejercicio siendo la

siguiente:

e La poblacién presa: x = x;.

e La poblacién depredadora: y = x».

e Las constantes positivas: o« = k; =3, 8 = ko = 0.002,y = k3 = 0.0006,6 = k4 = 0.5.
Con esta notacion procedemos a estudiar el modelo con los datos presentados.

4.2.1. Isoclinas nulas

Las isoclinas nulas dx; /dt = dx, /dt = 0 vienen dadas por

ki 3
x1 (ki —kyx2) =0, x1=0,x= T = 0,002~ 1500,

=
k 05 2500
T T 00006 3
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Las isoclinas nulas para dx; /dt = 0 (presas) resultan ser dos lineas constantes ubicadas en el

cuadrante positivo del plano con movimiento vertical para x; = 0 o x, = 1500.

Tlustracién 14-4: Isoclina nula especie presa dx; /df =0
Realizado por: Villacrés, Fernando, 2022.

Las isoclinas nulas para dx; /dt = 0 (depredadores) son las dos rectas en el cuadrante positivo del

plano con movimiento es puramente horizontal y esto ocurre cuando x, = 0 o0 x; = 2500/3.

Tlustracion 15-4: Isoclina nula especie depredadora
dxy/dt =0

Realizado por: Villacrés, Fernando, 2022.

Al unir las nulclinas de la especie presa y depredadora los puntos de interseccion serdn los puntos

de equilibrio del sistema.
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Ilustracion 16-4: Isoclinas presa-depredador
dxl/dt = de/dt =0
Realizado por: Villacrés, Fernando, 2022.

Para comprender la direccion de las trayectorias del sistema de ecuaciones de Lotka-Volterra vamos

a estudiar su plano de fase.
4.2.2. Plano de fase

Veamos como serd el comportamiento de las soluciones a través del plano de fase para los valores

dados con todas las consideraciones y observaciones del andlisis del sistema.

1. Para la raz6n de cambio de la especie presa por unidad de tiempo dx; /dt, se tiene que los signos

cambian cuando

x’l > 0= kix; —kyxixp >0=x; (kl—kzxz) >0=x1>0A (kl—k2X2) > 0= x; < 1500,

X] < 0= kix) —kaxixp < 0= x (kj —kaxz) <0=x1 >0 A (k; —kaxp) < 0= xp > 1500.

Es decir que x| > 0 cuando x, < 1500 y, x; < 0 cuando x, > 1500, todo esto siempre para

valores de x; > 0.

2. El cambio de signo para la razén de cambio de la especie depredadora por unidad de tiempo

dx; /dt, sucede cuando

2500
x'2>0:>k3x1x2—k4x2>0:>x2(k3x1—k4) >0=x>0A (k3x1—k4) >0=x > T,
) 2500
x2<0=>k3X1X2—k4X2<0=>XZ(k3X1—k4) <0=x>0A (k3X1 —k4) <0=x< T
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Es decir que x, > 0 cuando x; > 2500/3 y que, x} < 0 cuando x < 2500/3, todo esto para

valores de xp > 0.

Teniendo asi las cuatro regiones anteriormente mencionadas en el andlisis de las ecuaciones de
Lotka-Volterra; sobre cada regién la direccion de las trayectorias se comporta de manera diferente,

y las denotamos como regiones <7, 8,6 y 9.

1. Regién 7 : Para estd region se tiene primero que x; > 0 y esto sucede cuando x, < 1500, y

también se tiene que x, > 0 cuando x; > 2500/3.

Tlustracion 17-4: Region o7 para un determinado problema
Realizado por: Villacrés, Fernando, 2022.

2. Region Z: Se presenta un cambio de direccién para las trayectorias x| ya que xj < 0 esto

implica que x, > 1500, el comportamiento en la direccion de las trayectorias para x}, es el mismo

ya que se tiene x5 > 0y esto ocurria cuando x; > 2500/3.
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Tlustracion 18-4: Region % para un determinado problema
Realizado por: Villacrés, Fernando, 2022.

3. Region ¥': El comportamiento en las direcciones de las trayectorias es contrario a la region 7,
ya que x; < 0y esto ocurre cuando x, > 1500, y por otro lado se tiene x5, < 0 lo que implicaba

que x; < 2500/3.

Tlustracion 19-4: Region € para un determinado problema
Realizado por: Villacrés, Fernando, 2022.

4. Region Z: Se tiene un comportamiento opuesto pero con las trayectorias de la regién 4, es
decir x] > 0 que ocurre cuando x, < 1500,y también se tiene x5 < 0 y esto ocurre cuando

X1 < 2500/3.
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Ilustracion 20-4: Region & para un determinado problema
Realizado por: Villacrés, Fernando, 2022.

Con esto se corrobora el andlisis realizado sobre las ecuaciones de Lotka-Volterra para el modelo
dado, es decir se tiene que las trayectorias envuelven al punto (2500/3, 1500). Al unir estds regiones
en una sola gréfica se tiene el campo de direcciones en el plano de fase para el modelo de dindmica

poblacional con la condicién inicial x1(0) = 1000, x,(0) = 500.

Tlustracién 21-4: Representacién cualitativa para x; (0) = 1000
y x2(0) = 500
Realizado por: Villacrés, Fernando, 2022.

Para fundamentar el andlisis cualitativo realizado en el plano de fase, vamos a determinar y

clasificar los puntos de equilibrio del sistema de ecuaciones de Lotka-Volterra asociados al modelo
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de dindmica poblacional con el andlisis anteriormente realizado.

4.2.3. Puntos de equilibrio

Para determinar los puntos de equilibrio debemos calcular los puntos en los que la razén de cambio

de ambas especies se anulan

x’l =0, kixi —kox1xo =0, X1 (kl *ngg) =0, x1 =0Vx; =1500,
= =
x’2 =0, k3x1x2 — kaxo =0, XQ(/QX] —k4) =0, x=0Vx = @

Entonces los puntos que anulan el sistema simultdneamente son (0,0) y (2500/3, 1500), (esto se
verifica en la interseccion de las isoclinas nulas del sistema) estos son los denominados puntos de
equilibrio del sistema e Lotka-Volterra, por lo que ahora debemos de clasificarlos para determinar
su estabilidad, para ello, usaremos el proceso de linealizacion ya que el modelo es un sistema no

lineal.
4.2.4. Linealizacion

Con el andlisis realizado podemos aproximar el sistema no lineal en las cercanfas de los puntos de
equilibrio haciendo X’ = A (X — X)), siendo A la matriz Jacobiana en los respectivos puntos de

equilibrio Xj.

1. Para el punto de equilibrio (0,0) la matriz Jacobina A es

df (x0,50) a2/ (x0,50)

A 2 dx2 B (ki —kaxa) o) (—kaxt) o)
N dg(x Y0) ag(x )0) B )
9;1 0 8;) : (k3x2)(o,0) (k3x —k4)(070)
3 0
0 —-05

entonces la linealizacion para las cercanias del punto de equilibrio (0,0) es

X'=A(X-Xo),
4\ (3 0 X 0
x a < 0 —% X - 0 ’
x) B 3x1
%) ( 3
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Teniendo asf el sistema lineal asociado al punto de equilibrio (0,0)

dxy (t) .
X = 3x; o~ onw,
x’z = —0.5x2 dx;t(t) = —0.5)(:2([)

2. Para el punto de equilibrio (2500/3, 1500) la matriz Jacobina resulta ser

fxoye) o)
A ox; dxy 7
98(x050)  98(x00)
8x 1 8x2

(k1 — k2x2)(2500/3.,1500)

(k3x2) (2500/3,1500)

(—kle)(2500/3,1500)

(k3x) — k4)(2500/3,1500)

0 ~(0.002) <@>
3
(0.0006)(1500) 0
5
0 _
3
9
20

Entonces la linealizacion para las cercanias de (2500/3,1500) resulta ser

—2 (x—1500)

X' =A(X—-Xo),
AW AIEAWE
xh w 0 )|\ = 1500
SN (0 A
xh & 0 x, — 1500

Entonces mediante el proceso de linealizacién para el punto de equilibrio (2500/3,1500) se

tiene el sistema lineal

9 2500
1 (11— 57)
2500 — 3x,
x1 — 750
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dx (l)

5 5
x) = 2500 — 32 = 2500 — gxz(t),

dt
9 7Y an@) 9
L = —x; — 750, 2 = Zx1(t) = 750.
27 70" a 100

Gracias a la linealizacion ahora podremos clasificar ambos puntos de equilibrio y determinar su

estabilidad en sus cercanias.
4.2.5. Clasificacion de los puntos de equilibrio

Para clasificar a los puntos (0,0) y (2500/3,1500) del sistema no lineal necesitamos considerar su
matriz Jacobiana determinada con el proceso de linealizacion y asi obtener su traza, determinante y

su discriminante (7,A, 7> —4A).

1. El punto de equilibrio (0,0) posee la matriz Jacobina

30
A= !
0 ——
2
donde se tiene
T= 1—5>0
T2 277

Como el 72 —4A > 0 entonces se tendrdn valores propios reales diferentes, y debido a que
A < 0 entonces los valores propios tendréan signos opuestos A; < 0 < A,, por lo tanto el punto

de equilibrio (0,0) es un punto de silla, por ende es un punto inestable.

2. La matriz asociada del punto de equilibrio (2500/3,1500) resulta ser

=
A= ;
9
10
donde se tiene
T=0+0=0,

9>< 5) 3
A:— —_— —_— :7:1.
(10 3 2 >>0,

TP —4A=0-4(15)=-6<0.
Debido a que 72 —4A < 0 entonces se tendran valores propios complejos, y como A > 0,7 = 0
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implica que el punto de equilibrio podria ser una espiral estable/inestable o un centro, es decir,
adn no es posible determinar si (2500/3,1500) es estable o inestable. Pero como se menciéno
en la seccién del andlisis del modelo, esto se lo determina con el método del plano de fase,

teniendo asi que el punto (2500/3,1500) es un centro, es decir es un punto estable.

Es posible comprobar este hecho para las cercanias del punto de equilibrio, es decir, analizar el

sistema linealizado para el punto (2500/3,1500), que resulto ser

5 dxy (l) 5
/ = 2 —_ = = 2 _—
X 500 3x2, 7 500 3x2,
9 de(l‘) 9
= —x1—750 = —x| — .
X5 10x1 , o 10x1 750

Pero dado que ya se analiz6 este sistema lineal no homogéneo en la anterior seccién se tiene la
solucién general del tipo (4.2) con @ = k; =3, =k, =0.002,y=k3 =0.0006y 6 = k4 =0.5

y la solucién general resulta ser

(s (43 (i 2)) 2
e (e (3)) (2 e () ) 15,

y esta solucién al graficarla en el plano resulta ser

Ilustracion 22-4: Plano de fase para el sistema linealizado
Realizado por: Villacrés, Fernando, 2022.

y sus soluciones tienen movimiento oscilatorio dependiendo la condicién inicial que se tome

para el sistema linealizado, como por ejemplo, al tomar x; (o) = 800, x;(f9) = 1400 se tiene
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Presa’ = (Alfa*Delta)/Gamma - (Beta*DeltaiGamma)“Depredad Presa’ = (Affa*Defta)/Gamma - (Beta*Delta/Gamma)*Depredad
Depredad’ = ({Alfa"Gamma)Beta)Presa - (Alfa*Delta/Beta) Depredad’ = ((Alfa*GammapBeta)Presa - (Alfa*Delta/Beta)

1600

oy 1550

850
Presa Depredad 1504

800

750 1450

0 1400

(a) Solucién x; (¢) del sistema linealizado (b) Solucién x;(¢) del sistema linealizado

Tlustracién 23-4: Solucién para x; (fo) = 800,x2(fo) = 1400en 0 <7 < 15
Realizado por: Villacrés, Fernando, 2022.

Con esto verificamos que el punto de equilibrio (2500/3,1500) sigue siendo un centro con el

sistema linealizado en sus cercanias.

Dado que la condicién inicial del problema x; (fo) = 1000,x2(f9) = 500 se encuentra alejada del
punto de equilibrio (2500/3,1500) entonces por si sola, la linealizacién no nos garantiza que el
equilibrio siga siendo un centro, es por ello que se realizé el andlisis cualitativo con el plano de
fase y las isoclinas nulas para asi poder tener una vision completa del comportamiento de las
trayectorias atn si la condicién inicial se encuentra lejos del punto de equilibrio, por lo tanto el
punto (2500/3,1500) sigue siendo estable, y el punto (0,0) sigue siendo un punto inestable.

Por ultimo usaremos el andlisis numérico para constatar lo mencionado con el método de

Runge-Kutta de cuarto orden para sistemas de dos ecuaciones diferenciales.

4.2.6. Runge-Kutta de cuarto orden para Lotka Volterra

Con la construccion del algoritmo (ANEXO: A) realizado en el software MATLAB, introducimos

los datos del ejercicio generando lo siguiente

Depredadores/Presas sobre el Tiempo

Grafica del Sistema LV 50
3500 Depredadores
P T T 4000 Presas
00/ 7“-"‘”‘-uu 3500 \
2 2500 1f S~ ) 3000 f \/ \\
ER ‘ 5 /
% \.‘ § 2000 / A
.8 1500 |
2 /
1 S 1500 y
1000 o / /
N L 1000 /
500 S—t T s00l—"
] 0 —
0 500 1000 1500 2000 2500 3000 3500 4000 4500 0 0.5 1 15 2 2.5 3 35 4
Poblacion Presa Tiempo
(a) Trayectoria solucion con los datos propuestos (b) Funciones solucién con los datos propuestos

Ilustracion 24-4: Solucién del sistema con Runge-Kutta

Realizado por: Villacrés, Fernando, 2022.
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El comportamiento de esta dltima ilustracion es similar y obedece al de las ilustraciones (12-4) y
(13-4) refutando que el punto de equilibrio (2500/3,1500) del sistema sigue siendo un centro atin
cuando la condicién inicial se encuentra distante de este punto; y el punto de equilibrio (0,0) es un
punto inestable ya que la trayectoria solucién se aleja cuando se encuentra cerca de este punto.
Hasta aqui hemos descrito los fendmenos que presenta el sistema con métodos cualitativos y
numéricos, nos resta responder las preguntas planteadas por el problema las cuales son: ; Tiene este
modelo demogréfico una solucién estable?. De ser asi, ;jcon qué valores de x; y x; es estable la
solucién?.

El modelo como ya mencionamos tiene dos puntos de equilibrio que son (0,0) y (2500/3,1500),
el primero siendo inestable y el segundo siendo un centro, es decir, para este tltimo si se toma el
centro como condicién inicial entonces no se van a presentar cambios en el ecosistema siempre va
a permanecer constante sin cambios en sus poblaciones, veamos esto con el algortimo (ANEXO:

A) realizado en MATLAB para la condicidn inicial x; (0) = 2500/3,x,(0) = 1500

Grafica del Sistema LV Depredadores/Presas sobre el Tiempo
1501 2000
Depredadores

1500.8 1800 Prosas

15006 1600
©
5 15004 1400
B
T 15002 < 1200
: £
2 1500 . £ 1000
g [=]
‘G 14998 & goo
=
8
£ 14996 600

1499.4 400

1499.2 200

1499 0
832 8325 833 833.5 834 8345 0 05 1 15 2 25 3 3.5 4
Poblacion Presa Tiempo
(a) Trayectoria para xo = 2500/3,yo = 1500 (b) Funciones para xo = 2500/3,y9 = 1500

Tlustracién 25-4: Solucién en x(0) = 2500/3,x,(0) = 1500en 0 <t < 4
Realizado por: Villacrés, Fernando, 2022.

Como vemos la representacion de las funciones solucén permanecen constantes a lo largo del
intervalo (en general permanece constante cualquiera que sea el intervalo) y la trayectoria se reduce
a un punto que es el punto de la condicién inicial, por lo tanto el sistema si tiene una solucién
estable para los valores de x; =2500/3 y x, = 1500.

Pero esta interpretacion no puede ser cierta ya que para cualquier ecosistema donde convivan una
especie depredadora y una especie presa siempre van a tener que alimentarse para sobrevivir, para
el caso de la especie presa no tendria problema ya que el ecosistema que contempla el modelo
supone que esta especie tendria una cantidad ilimitada de alimento, pero la especie depredadora no
podria subsistir ya que su dieta depende unicamente de la especie presa por lo que no podria existir

este equilibrio para el modelo.
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4.3. Resultados

Por medio de la documentacién de informacion referente a los sistemas de ecuaciones diferenciales
y los diferentes trabajos de varios autores considerados en el Capitulo III se obtuvieron los andlisis
necesarios para entender el modelo depredador-presa de Lotka-Volterra con métodos cualitativos
y numéricos, lo que nos permitié entender el comportamiento y los fendmenos del mismo sin
necesidad de resolverlo de manera analitica.

El uso de cualquiera de estos métodos por separado nos permite tener una respuesta aproximada a
la solucién bastante aceptable, pero conjuntamente al implementar el uso de ambos métodos se
obtiene una respuesta mas fundamentada y confiable que asegura los andlisis hechos con el otro
método, es decir, ambos métodos se complementan para brindar un anélisis completo sobre el
modelo de Lotka-Volterra.

La implementacién del método cualitativo como el mismo nombre lo dice, nos permitié entender
el comportamiento de las trayectorias del sistema, es decir, entender e interpretar cdmo actuard el
sistema dependiendo donde se tenga la condicién inicial establecida.

Con el algoritmo (ANEXO: A) construido en el software de MATLAB para el uso del método
numérico considerado (Runge-Kutta de cuarto orden) se obtuvo la verificacién necesaria con el
uso de los valores numéricos del problema de dindmica poblacional del autor (Burden y Faires, 2002,
p- 323), con este método el andlisis se fundamenté obteniendo resultados y gréaficas previamente
preestablecidos con el primer anélisis realizado (andlisis cualitativo).

La siguiente ilustracién nos muestra como es el comportamiento de las trayectorias para el sistema

de Lotka-Volterra con herramientas cualitativas como el plano de fase y las isoclinas nulas.
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Ilustracion 26-4: Comportamiento de las trayectorias
Realizado por: Villacrés, Fernando, 2022.

Dado que el sistema se requiere tener valores positivos para sus variables y constantes entonces el
andlisis se lo interpreta en el cuadrante positivo en el plano de fase. Ademas este sistema divide al
plano de fase en cuatro regiones donde cada una de estas regiones posee una interpretacion diferente
las cuales se encuentran descritas en la seccion (4.1.2.) de este Capitulo o de manera resumida nos

dice:

e La razén de cambio de la presa incrementa (dx/dr > 0) cuando la cantidad de la especie
depredadora es menor que ¢/f3, y ademas cuando la razén de cambio de los depredadores

disminuye (dy/dt < 0) entonces el nimero de presas es menor que 0/7.

e De manera similar, la razén de cambio de la presa incrementa (dx/dt > 0) cuando el nimero de
depredadores es menor que o/ f3, pero ahora se tiene un incremento para la razén de cambio de

los depredadores (dy/dt > 0) que ocurre cuando el nimero de presas es mayor que 0/7.

e Para la siguiente zona se tiene un comportamiento opuesto al primero descrito el cual nos dice
que la razén de cambio de la presa decrece (dx/dt < 0) cuando los depredadores son mayor que
o/ B, y también se tiene la razon de cambio de los depredadores aumenta (dy/dt > 0) cuando la

cantidad de las presas es mayor que 0/7.

e En la dltima zona se tiene que la razén de cambio de las presas se reduce (dx/dt < 0) cuando la
cantidad de la especie depredadora es mayor que ¢¢/f3, y la razén de cambio de los depredadores

decrece (dy/dt < 0) cuando la cantidad de presas es menor que 8/7.
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Con estos comportamientos se observa un comportamiento de trayectorias que es cerrado
envolviendo al punto de equilibrio no trivial del sistema en sentido anti horario, lo que significa que
tras pasar un determinado periodo de tiempo las trayectorias volveran a empezar su comportamiento
en su condicién inicial, teniendo asi lo que se conoce como el ciclo de Lotka-Volterra.

El uso de la herramienta cualitativa llamada linealizacién nos permitié corroborar el andlisis
realizado con el plano de fase pero limitdndose a las cercanias del punto de equilibrio no trivial,
es por ello que con la ayuda del método numérico considerado se pudo obtener una certeza y
argumentacion mds amplia del comportamiento de las soluciones del sistema.

Todos estos andlisis e interpretaciones cualitativas se fundamentan al momento de utilizar el
algoritmo numérico de Runge-Kutta de cuarto orden para sistemas de dos ecuaciones diferenciales
(ANEXO: A) construido en el software de MATLAB, con este se obtuvo la corroboracién de todo
lo anterior dicho y ademads, la representacién de la solucidn (tanto grafica como numérica) de ambas
especies con respecto al tiempo (12-4).

Al momento de aplicar estos andlisis al problema de dindmica poblacional se consiguié obtener
resultados pronosticados pero ahora utilizando los valores numéricos del problema, teniendo asi lo
necesario (andlisis y aplicacién) para asegurar la complementacién de ambos métodos utilizados en
este trabajo.

Por ultimo se dio respuesta la tltima cuestion planteada por el problema, la cual menciona que
(para qué cantidad de ambas especies la solucidn es estable?, para responder esto se utiliza el
andlisis y clasificacién de los dos puntos de equilibrio del sistema y ademas el uso del algoritmo

numérico:

1. El punto de equilibrio trivial (0,0) tras el andlisis del sistema se obtuvo que se clasificaba un
punto inestable, esto se lo puede comprobar con el Teorema (3.19) o también de manera visual,
dado que al tomar cualquier condicién inicial (en el cuadrante positivo) cercana al punto trivial

(0,0) esta se aleja del punto.

2. El punto de equilibrio no trivial (6/v,0/B) con el proceso de linealizacion en las cercanias
resultaba ser un centro, pero para el sistema original esto se lo comprueba con el plano de fase

teniendo asi la clasificacién del punto como un centro.

3. Con la implementacién del método numérico al tomar el centro como condicion inicial, es decir,
al tomar el punto (8/7, o/ B) se ratifica lo anterior descrito, por lo que no se produciria cambios

en el sistema, es decir, permanecera constante para cualquier intervalo de tiempo.

Especificamente para el problema de dindmica poblacional considerado, al tener una condicién

inicial de 2500/3 para la cantidad de presas y 1500 para la cantidad de depredadores, se obtiene
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una solucién estable, es decir, una solucién que permanece constante a lo largo del tiempo.
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CAPITULO V

5. CONCLUSIONES Y RECOMENDACIONES

5.1. Conclusiones

Las herramientas cualitativas son principalmente usadas para resolver sistemas de ecuaciones
diferenciales lineales y no lineales, sin embargo existen problemas en los cuales estas herramientas
no son suficientes para brindar una respuesta deseada.

Gracias al Teorema de existencia y unicidad local de ecuaciones y sistemas de ecuaciones
diferenciales, podemos determinar que modelos poseen o no una solucién aunque este Teorema
no nos dice como es dicha solucidn, por lo que no siempre los métodos existentes a la fecha nos
brindan una solucién analitica exacta para resolver cualquier ecuacion o sistema.

Con la ayuda de los métodos cualitativos considerados podemos determinar el comportamiento de
la solucién del modelo de Lotka-Volterra sin conocerla y con ello conocer los cambios y conductas
de sus trayectorias. El plano de fase con las isoclinas nulas nos brindan una representacion visual
con las cuales podemos analizar las trayectorias solucién del sistema con ello sabemos de que
manera se comporta el sistema y podemos describir los fenémenos que presenta.

El estudio de los puntos de equilibrio junto con el proceso de linealizacion nos ayuda de igual
manera a determinar y verificar el andlisis realizado con los procesos anteriores sobre cdmo serd el
comportamiento de las trayectorias solucién cuando se tienen condiciones iniciales cercanas a estos
puntos y con ello poder clasificarlos.

Dado que el sistema considerado para estudiar el problema de dindmica poblacional es no lineal, la
clasificacion de los puntos de equilibrio puede variar dependiendo su matriz lineal asociada, por lo
que para verificar como es la clasificacién de estos puntos se recurre al anélisis del plano de fase
con las isoclinas nulas para asi comprobar los andlisis previamente establecidos.

La construccion del algoritmo realizado en MATLAB con el método numérico de Runge-Kutta de
cuarto orden para sistemas de ecuaciones diferenciales nos brinda la verificacidn necesaria para los
andlisis realizados con los métodos cualitativos ya que genera soluciones aproximadas bastante
razonables.

El método numérico de Runge-Kutta de cuarto orden es uno de los mejores para aproximar las
soluciones de sistemas de ecuaciones diferenciales, en particular el sistema de Lotka-Volterra, pero
para tener una aproximacion aceptable es necesario establecer un tamafio de paso considerable ya

que entre mas grande sea este valor, se tendrd un menor error de aproximacion, pero esto implica
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realizar un nimero significativo de iteraciones, es por eso que se recurrié al uso del programa
MATLAB.

Para aplicar la construccién del cédigo, y en general aplicar todos los anélisis cualitativos hechos,
se consider$ un problema de dindmica poblacional, el cual fue extraido de la fuente bibliografica
citada. Sobre este problema se verifican todos los andlisis realizados, teniendo la complementacién
en una aplicacion usando ambos métodos sobre un problema de dindmica poblacional cumpliendo
con el objetivo del trabajo propuesto.

En resumen, la implementacién de métodos cualitativos y numéricos en la dindmica poblacional
ofrece una solucién integral al problema y permite una mejor comprensién del comportamiento
del sistema. La combinacién de ambos métodos es esencial para validar los andlisis cualitativos y
obtener soluciones numéricas precisas, lo que brinda informacién valiosa para la toma de decisiones

en diversas areas, como la ecologia, la economia, la fisica, la salud ptblica, entre otras areas.

5.2. Recomendaciones

Es importante destacar que existen otras herramientas y métodos que podrian ser considerados
para complementar los andlisis realizados en este trabajo y asi obtener resultados mds precisos y
robustos. Una de estas herramientas es la ecuacion del plano de fase, la cual permite determinar
analiticamente la familia de trayectorias solucién y realizar un andlisis mds detallado de las mismas.
Ademés, es importante mencionar que los métodos utilizados en este trabajo pueden ser aplicados
a otros modelos matemdticos similares, como por ejemplo, las variaciones del modelo de
Lotka-Volterra para dos especies en competencia. La implementacién de los métodos propuestos
en este trabajo en otros modelos permitiria refutar los resultados obtenidos y validar la utilidad de
dichos métodos en una amplia gama de problemas de dindmica poblacional.

Seria recomendable utilizar un método numérico de mayor precision y eficiencia, como talvez el
método de Runge-Kutta-Fehlberg, el cual combina un método de cuarto orden con uno de quinto
orden para obtener una solucién mas precisa con un menor nimero de iteraciones. Este método
también tiene la ventaja de ajustar automadticamente el tamafio de paso para lograr un error de
tolerancia deseado, lo que reduce significativamente el tiempo de cdlculo en comparacién con un
método de tamafio de paso constante.

Una recomendacién adicional seria la de realizar un andlisis de sensibilidad para evaluar cémo
cambia la solucién del modelo ante pequefas variaciones en los pardmetros. Esto ayudaria
entender mejor el comportamiento del modelo y cémo este podria ser afectado por cambios
en las condiciones ambientales o en las interacciones entre las especies. Ademas es util analizar

como el error de aproximacidn se relaciona con el tamafio del paso y con la cantidad de iteraciones
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para encontrar el valor 6ptimo del tamafio de paso que minimiza el error de aproximacién y la
eficiencia computacional en la implementacién del método.

En resumen, se recomienda explorar otras herramientas y métodos para complementar los andlisis
realizados en este trabajo y aplicar los métodos propuestos en otros modelos para validar su utilidad

en diferentes situaciones de dindmica poblacional.
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ANEXOS

ANEXO A: CODIGO DE SIMULACION PARA EL SISTEMA DE LOTKA-VOLTERRA

o°

oe

Programa en MATLAB para obtener una aproximacion numerica y grafica a la

o°

solucion para el sistema de ecuaciones de Lotka-Volterra. El sistema se

oe

30

31

32

33

34

36

37

o°

o
©

aproxima a su solucion usando el metodo numerico de Runge Kutta de 4to

orden para sistemas de dos ecuaciones diferenciales.

Metodo de Runge Kutta para LV

function [] = RK4S2(f,qg,x0,vy0,a,b,M)

ele %$Permite borrar el area de trabajo

clear %Permite borrar las variables almacenadas

format longG

o
]

oe

alfa=input (' Introduzca el valor de alfa: ’");
beta=input (' Introduzca el valor de beta: ’);
gamma=input (' Introduzca el valor de gamma: ’);

delta=input (' Introduzca el valor de delta: ’);

Sistema de Ecuaciones de Lotka-Volterra===
f=Q(t,x,y) alfaxx-beta*xxy;

g=0@(t,x,y) gamma*xxy-deltaxy;

—————————————————————— Condiciones Iniciales===============

a=input (' Introduzca el valor del tiempo inicial: ’);
%Limite inferior, tiempo inicial.
b=input (' Introduzca el valor del tiempo final: ’);

$Limite superior, tiempo final.

x0=input (' Introduzca el valor inicial de la especie presa:

$Valor inicial para xO.

yO0=input (' Introduzca el valor inicial de la especie depredadora:

$Valor inicial para yO.

M=500; %Nodos; Numero de pasos; Entre mayor el nodo mejor aproximancion.

h=(b-a) /M; %Tamano del paso.
t=a:h:b;

n=length(t);

x=[x0];

y=I[y01];

for i=1:n-1

kl = £(t(1i),x(1),y(1));

11 g(t(i),x(i),y(i));

")
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39

40

41

42

43

44

46

47

48

49

50

54

w
O

56

66

67

68

69

70

k2 = f(t(i)+h/2,x(i)+h*k1/2,v (1i)+h*11/2);

12 = g(t(i)+h/2,x (1) +h*k1/2,y (i)+h*11/2);

k3 = f£(t(i)+h/2,x(i)+h*k2/2,y(1)+hx12/2);
13 = g(t(i)+h/2,x(i)+h*k2/2,y(i)+hx12/2);

k4 = f(t(i)+h,x(i)+h*k3,v(i)+h*13);

14 = g(t(i)+h,x(i)+hxk3,y (i) +h=%13);

X (1+1)= x(1)+(h/6)* (k1+2+xk2+2+k3+k4) ;
y(i+l)= y(i)+(h/6)* (114+2x12+2x13+14);

end

% ====Grafica de las especies presa y depredadora con respecto al
figure (1) ;

plot(t, y);

hold on;

plot (t, x);

title (' Depredadores/Presas sobre el Tiempo’);

xlabel (' Tiempo') ;

ylabel ("Poblacion’) ;

legend (' Depredadores’,’Presas’);

tiempo.==

oe

figure (2);

plot(x,y);

title (' Grafica del Sistema LV’);
xlabel ("Poblacion Presa’);
ylabel (' Poblacion Depredadora’);
legend(’Ciclo LV');

end

& === Fin
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