ESCUELA SUPERIOR POLITECNICA DE CHIMBORAZO
FACULTAD DE CIENCIAS
CARRERA MATEMATICA

ECUACIONES DIFERENCIALES DE SEGUNDO ORDEN Y SU
APLICACION A LAS VIBRACIONES MECANICAS

Trabajo de Integracion Curricular

Tipo: Proyecto de Investigacion

Presentado para optar al grado académico de:
MATEMATICO

AUTOR: DORIAN ALEXANDER GOMEZ MUNOZ
DIRECTORA: Dra. MAYRA ELIZABETH CACERES Mgs.

Riobamba — Ecuador

2023



©2023, Dorian Alexander Gomez Muiioz
Se autoriza la reproduccién total o parcial, con fines académicos, por cualquier medio o

procedimiento, incluyendo la cita bibliogréfica del documento, siempre y cuando se reconozca el

Derecho de Autor.



Yo, DORIAN ALEXANDER GOMEZ MUNOZ, declaro que el presente Trabajo de Integracién
Curricular es de mi autoria y los resultados del mismo son auténticos. Los textos en el documento
que provienen de otras fuentes estdn debidamente citados y referenciados.

Como autor asumo la responsabilidad legal y académica de los contenidos de este Trabajo de
Integracion Curricular; El patrimonio intelectual pertenece a la Escuela Superior Politécnica de

Chimborazo.

Riobamba, 14 de abril de 2023

Dorian Alexander Gomez Muiioz

180531518-9

1i



ESCUELA SUPERIOR POLITECNICA DE CHIMBORAZO
FACULTAD DE CIENCIAS
CARRERA MATEMATICA

El Tribunal del Trabajo de Integraciéon Curricular certifica que: el Trabajo de Integracién
Curricular; Tipo: Proyecto de Investigacion. ECUACIONES DIFERENCIALES DE SEGUNDO
ORDEN Y SU APLICACION A LAS VIBRACIONES MECANICAS, realizado por: DORIAN
ALEXANDER GOMEZ MUNOZ, ha sido minuciosamente revisado por los Miembros del
Tribunal del Trabajo de Integracion Curricular, el mismo que cumple con los requisitos cientificos,

técnicos, legales, en tal virtud el Tribunal Autoriza su presentacion.

FIRMA FECHA
& N
Mat. Marcelo Cortez Bonilla Mgs. ‘5/( e (ﬁ*/ce
PRESIDENTE DEL TRIBUNAL e 2023-04-14
Dra. Mayra Elizabeth C4ceres Mena Mgs. .
DIRECTOR DEL TRABAJO DE sz
INTEGRACION CURRICULAR ‘ 2023-04-14

Ing. Maria José Mendoza Salazar Mgs.

ASESOR DEL TRIBUNAL DE
INTEGRACION CURRICULAR

2023-04-14

il



DEDICATORIA

Dedico este trabajo a mi madre y a mi hermana quienes son el pilar m4s fuerte en mi vida a quienes

dedico las horas de mi esfuerzo y constante superacion.

Dorian

v



AGRADECIMIENTO

Mi més sincero agradecimiento a la Escuela Superior Politécnica de Chimborazo, por formarme

como matematico y darme la oportunidad de obtener una profesion para ser un aporte a la sociedad.

Dorian



INDICE DE CONTENIDO

INDICEDEANEXOS . . . . . . ..ot viii
RESUMEN . . . . . ix
ABSTRACT . . . . . X
INTRODUCCION . . . . ... .. 1
CAPITULO I

1. PROBLEMA DE INVESTIGACION . . . ... ............... 5
1.1. Planteamiento del problema . . . . ... ... ... .. ... ... ..... 5
1.2. Objetivos . . . . . . . . . e 5
1.2.1. Objetivo general . . . . . . . . . .. ... 5
1.2.2. Objetivos especificos . . . . . . . . . . . . . . . 5
1.3. Justificacion . . . ... ... L 5
CAPITULO II

2. MARCOTEORICO . . . . .. ... ... 7
2.1. Referencias tedricas . . . . . . ... ... ... ... ... ... ... ... 7
CAPITULO III

3. MARCO METODOLOGICO . . .. ... ...... ... .. ...... 8
3.1. Tipo y diseiio de investigacion . . . . . .. ... ... ... ......... 8
3.2. Nivel de investigacion . . . . . . ... ... ... .. ... ... ... . 8
3.3. Enfoque de investigacion . . . .. ... ... ... .............. 8
3.3.1. Recoleccion y andlisis de la informacion . . . . . . .. ... ......... 8
3.3.2. Redaccion del trabajo de investigacion . . . . . .. ... ... ... ..... 9
CAPITULO IV

4. MARCO DE ANALISIS E INTERPRETACION DE RESULTADOS . . . . 10
4.1. Resultado . . . . . . . .. ... ... ... .. 10
4.2, Estructura del documentoguia . . . . . .. ... ... ............ 10

vi



CAPITULO V

S. CONCLUSIONES Y RECOMENDACIONES . . .. ... ..........

5.1. CONCLUSIONES . . .
5.2. RECOMENDACIONES
BIBLIOGRAFIA

ANEXOS

vii



INDICE DE ANEXOS

ANEXO A: GUIA DE ESTUDIOS DE "ECUACIONES DIFERENCIALES DE SEGUNDO
ORDEN Y SU APLICACION A LAS VIBRACIONES MECANICAS”

viii



RESUMEN

El objetivo del presente trabajo de investigacion fue generar un documento que sirva de referencia
para la entendimiento y resolucin de ecuaciones diferenciales de segundo orden y su aplicacin
a vibraciones mecénicas, en especifico al sistema resorte-masa. Para el desarrollo del estudio se
considerd una investigacién de tipo bibliografico-documental con un enfoque cualitativo y nivel
descriptivo, la recoleccién y andlisis de la informacién se estructuré mediante un proceso de
busqueda documental, identificacidn, recoleccion y seleccion de textos y articulos disponibles
en la Internet referente al topico propuesto. El resultado que se obtuvo fue una guia de estudios
bajo el titulo: “Ecuaciones Diferenciales de Segundo Orden y su Aplicacién a las Vibraciones
Mecanicas”, la misma que describe de forma clara y concisa los temas métodos y resolucion de las
ecuaciones diferenciales de primer y segundo orden, asi como la aplicacién al sistema resorte-masa.
Al finalizar esta investigacion se concluye que la asignatura de ecuaciones diferenciales de la
carrera de Matematica requiere de un minucioso y detallado estudio para profundizar en temas
aplicativos, ademds del entendimiento de definiciones, teoremas, proposiciones y demostraciones.
Se recomienda continuar el estudio sobre las aplicaciones de las ecuaciones diferenciales de segundo
orden y orden superior que pueden ser complementadas con las transformadas de Laplace para

facilitar los calculos.

Palabras clave: <MATEMATICA>, <ECUACIONES DIFERENCIALES>, <DERIVADAS>,
<METODOS DE SOLUCION>, <TEORIA DE ECUACIONES DIFERENCIALES>,
<VIBRACIONES MECANICAS>.
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SUMMARY/ABSTRACT

The aim of this research work was to generate a document used as a reference for the understanding
and resolution of second order differential equations and their application to mechanical vibrations,
specifically to the spring-mass system. For the development of the study, bibliographic-documentary
research with a qualitative approach and descriptive level was considered, the collection and analysis
of the information was structured through a process of documentary search, identification, collection
and selection of texts and articles available on the Internet and related to the proposed topic. The
result obtained was a study guide called: ”Second Order Differential Equations and their Application
to Mechanical Vibrations”, which describes in a clear and concise way the methods and resolution of
the first and second order differential equations, as well as the application to the spring-mass system.
At the end of this research, it was concluded that the differential equations subject, belonging to
the Mathematics degree program requires a thorough and detailed study to deepen in applicative
topics, in addition to the understanding of definitions, theorems, propositions and demonstrations.
It is recommended to continue the study on the applications of second and higher order differential

equations that can be complemented with Laplace transforms to ease the calculations.

Keywords: <MATHEMATICS>, <DIFFERENTIAL EQUATIONS>, <DERIVATIVES>,
<METHODS OF SOLUTION>, <THEORY OF DIFFERENTIAL EQUATIONS>,
<MECHANICAL VIBRATIONS>.
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INTRODUCCION

El célculo tuvo sus origenes en la Matematica de los griegos los cuales tocaron diferentes tépicos
matematicos en especifico el cdlculo de areas y el trazado de rectas tangentes, diversos personajes
de caracter helénico dieron sus aportaciones a los temas mencionados en concreto Arquimides dio
varias aportaciones que dieron un idea mucho mads clara. A mediados del siglo XVII existieron
estudios matemadticos que prepararon el camino para lo que hoy conocemos como el célculo
poniendo interes en problemas geométricos que no se podian resolver facilmente asi como las
nociones de limite entre los mateméticos mas influyentes de aquella época tenemos a Bonaventura
Cavalieri, Jhon Wallis, Pierre de Fermat, Gilles de Roberval e Isaac Barrow que dieron grandes
avances en el cdlculo y posterior a ello matematicos como Isaac Newton y Gottfried Leibniz darian
lo que hoy es la construccion formal de lo que conocemos como el célculo.

En 1684 Gottfried Leibniz fue quien di6 el primer impreso de seis hojas en el acta de Eroditorium
cuyo contenido tenia la definicén de la diferencial y algunas reglas sencillas para el cdlculo en
sumas, productos, potencias, cocientes y raices ademads incluyo pequefias aplicaciones enfocados
a problemas de tangentes y puntos criticos, aunque desafortunadamente aquel corto informe de
Leibniz contenia algunos errores lo que ocasiond que perdiera credibilidad su trabajo ante los ojos
de los demds matematicos de la época (Valdés, 1998, p.55).

El trabajo de Isaac Newton llamado Principia que fue publicado en 1687 contenia la base del
método de fluxaciones donde se encuentran algunas propiedades de limites y direcciones para
encontrar momentos infinitesimalmente pequefios de productos, potencias y raices.

Los hermanos Bernoulli fueron los que tomaron las riendas en el camino hacia el nuevo célculo;
diversos matematicos consolidaron sus teorias que han ido transmitiendo a sus sucesores, asi como
el matemadtico Jean instruyo a L’Hopital y él mismo instruyo a Huygens. En este nuevo mundo del
calculo a finales del siglo XVII, entre los afios de 1691 a 1692 Jean desarroll6é dos pequefios libros,
los cuales trataban sobre el calculo integral, posterior a ello se desarrollaria con mas profundidad el
célculo diferencial.

De los creadores de este nuevo mundo en las matemadticas el problema de la integracién de las
ecuaciones diferenciales, en su comienzo se presentaba como parte de un problema mas general el
cual era el problema inverso del andlisis infinitesimal, lo cual involucraba a diferentes ecuaciones de
primer orden, cuya solucién consistia en buscar funciones algebraicas o trascendentes elementales.
El primer método ocupado para resolver el problema de ecuaciones diferenciales que usaron
los analistas y sus alumnos de aquella época fue el de separar las variables para cada ecuacién
diferencial, lo que hoy conocemos como el método de variables separables.

Las ciencias basicas como la Fisica, la Quimica y la Biologia utilizan las ecuaciones diferenciales



ya sean ordinarias o parciales para describir ciertos fendmenos de la naturaleza. También se utilizan
para modelar problemas reales en la Ingenieria, Economia y en la Astronomia para explicar el
comportamiento del universo. En particular, las ecuaciones diferenciales de segundo orden han sido
la principal herramienta matemadtica para estudiar la mecdnica cldsica y han servido para modelar
problemas como sistemas de resorte-masa.

A principios del siglo XVIII aparecen resultados de caricter general de las ecuaciones diferenciales
de segundo orden por parte del matemético de ascendencia italiana J.F.Riccati que estudio la
ecuacion de la forma % +ay? = bx® donde a, b, a son constantes, determinando la integrabilidad
en funciones elementales de dicha expresion, luego se llegé a la denominacién extendida a todas las
ecuaciones del tipo % = P(x)y* 4+ Q(x)y + R(x) donde P, Q y R son funciones continuas, ademds la
investigacion de esta ecuacion fue estudiada por: Leibniz, Goldbach, Johann I, Nicolas I y Daniel
Bernoulli, entre otros matematicos.

Con el desarrollo del Algebra y la Geometria en los siglos XVII y XVIII, el Algebra Lineal y
multilineal se encargaria en profundizar la teorfa de los determinantes, asi como las combinaciones
lineales, dependencia lineal, grupos conmutativos, transformaciones lineales y valores propios
que serfan la base para una correcta estucturacion de la matemadtica. Los valores propios aparecen
bajo la nocién general de un endomorfismo y no en relacién con las transformaciones lineales,
los valores propios tienen que ver con la teoria de sistemas de ecuaciones diferenciales lineales
homogéneas con coeficientes constantes.

En 1762, Lagrange, al examinar los pequefios movimientos de un sistema con n parametros en la
vecindad de una posicion de equilibrio, es llevado a integrar un sistema de ecuaciones diferenciales

lineales de la forma

n
xp=Y apne (1<j<n) M
k=1

donde los a i son constantes; buscando, segtin el método dado por Euler para ecuaciones escalares
de cualquier orden, una solucion de la forma x;(r) = y;e’, donde y; son constantes a determinar y

p un nimero complejo y de esa forma se llega al sistema lineal

p*yi=Y apye (1<j<n) )
k=1

y como los y; no deben ser todos cero, p2 debe ser en términos modernos el valor propio de la

matriz (a ). Lagrange no habla de un determinante y se limita a decir que la eliminacion de los
. .z 2 :

vt en el sistema conduce a una ecuacién de orden n en p~ y que se puede determinar el y; dentro

de un factor escalar cuando se ha elegido una raiz de esta ecuacién, al menos cuando tiene raices

simples (Dieudonne, 1978, p.63) .



En 1774 se encontré un sistema andlogo en la teoria de las desigualdades seculares de los planetas
y Laplace también estudid este problema en 1784. En estas preguntas, las partes imaginarias de los
exponentes p aparecen como las frecuencias de los fenémenos estudiados. Tratdndose de sistemas
mecdnicos dependientes de una infinidad de pardmetros, como las tarjetas vibratorias, la relacién
entre el problema de determinar estas frecuencias y lo que ahora llamamos el espectro de un
operador diferencial lineal de segundo orden ya estd prevista por Daniel Bernoulli, ya que llega a
la ecuacién de las cuerdas vibrantes por un paso al limite del movimiento de un niimero finito de
masas distribuidas en la tarjeta a intervalos equidistantes.

Para dar solucién a las ecuaciones diferenciales de segundo orden se usan los siguinetes métodos:
método de ecuaciones homogéneas y no homogéneas, reduccién de orden, ecuaciones lineales
homogéneas con coeficinetes constantes, método de superposicién y del anulador para coeficientes
indeterminados y el metodo de variaciéon de parametros.

El cientifico inglés Robert Hooke fue quien explicé el comportamiento eldstico lineal de los cuerpos
s6lidos que condujo al problema de modelizar dicho comportamiento, el cual es un tipo de vibracién
mecdanica para cual necesitamos averiguar y calcular la fuerza, condiciones de equilibrio, constante
de proporcionalidad y ecuaciones de movimiento.

En las aplicaciones nos centraremos en los siguientes topicos:

1. Sistema de resorte-masa movimiento libre no amortiguado: Es un tipo de movimiento en el
que no existen fuerzas de retardo que actien sobre el sistema y donde la masa se mueve libre de
otras fuerzas externas, cuya ecuacion diferencial viene dada en la forma:

d’x

W—i—wzx:o (3)

Donde »? = %, ademds dicha ecuacién describe el movimiento arménico simple 0 movimiento

libre no amortiguado.

2. Sistema de resorte-masa movimiento libre amortiguado Es un tipo de movimiento en donde
se deberd considerar el efecto de la resistencia del medio sobre la masa, cuya ecuacion diferencial
viene dada en la forma

d’x dx

i Ty 4
mdt2 * dt “)

donde B es una constante de amortiguamiento.

3. Sistema de resorte-masa movimiento forzado Es un tipo de movimiento en el que se considera

una fuerza externa f(¢) que actiia sobre una masa vibrante en un resorte cuya ecuacion diferencial



viene dada en la forma
d*x dx
— =—kx—B— t 5
m- x—f o + f(1) 5

Las ecuaciones diferenciales de segundo orden se definen como aquellas expresiones donde
se relacionan una funcién con su primera y segunda derivada, la solucién estd estrechamente
relacionada con la solucién de las ecuaciones diferenciales de primer orden, siendo el orden la
mayor derivada de la ecuacion, y para resolver las ecuaciones de primer orden tenemos métodos
como son: ecuaciones de variables separables, exactas, homogéneas y lineales.

El presente proyecto de investigacion se ha organizado de tal manera que se consiga estudiar los

topicos esperados, por ello se ha estructurado de la siguiente forma:

a.- Se hablard sobre las ecuaciones diferenciales ordinarias, definiciones y su clasificacion segtin
el orden, linealidad y grado, luego de ello se estudiard los métodos para resolver ecuaciones

diferenciales ordinarias de primer orden.
b.- Se analizard los métodos existentes para resolver ecuaciones diferenciales de segundo orden.

c.- Se desarrollard un estudio de algunos problemas de aplicacién de vibraciones mecéanicas en
especifico de los sistemas resorte-masa para el movimiento libre no amortiguado, movimiento

amortiguado y forzado.

d.- Finalmente se generard como resultado un documento escrito, el cual serd un precedente
de consulta y referencia para futuras generaciones de estudiantes de la carrera de Fisica y

Matematica.



CAPITULO I

1. PROBLEMA DE INVESTIGACION

1.1. Planteamiento del problema

Desarrollar una investigacion de tipo documental sobre el tema de las ecuaciones diferenciales de
segundo orden y su aplicacién en la resolucién de problemas de vibraciones mecanicas, a fin de

generar un documento referencial del topico para estudiantes de la carrera de Matemadtica y Fisica.

1.2. Objetivos

1.2.1. Objetivo general

Generar un documento que sirva de referencia para el entendimiento y resolucién de ecuaciones
diferenciales de segundo orden y su aplicacién a sistemas de vibraciones mecdnicas; a través de

una investigacion documental.

1.2.2. Objetivos especificos

Determinar estrategias de biisqueda de informacion, estableciendo aquellas fuentes mas

apropiadas que garantice alcanzar la investigacion planteada.

e Generar una lectura reflexiva y critica de textos, papers, documentos y guias que faciliten la

comprension de los tépicos.
e Desarrollar la teoria correspondiente a las ecuaciones diferenciales de segundo orden.
e Analizar y documentar los métodos para resolver ecuaciones diferenciales de segundo orden.

e Mostrar la aplicacién de las ecuaciones diferenciales de segundo orden a problemas de

vibraciones en el sistema resorte-masa.

1.3. Justificacion

La carrera de Matemdtica de la Escuela Superior Politécnica de Chimborazo tiene a su disposicion
una gran cantidad de material bibliografico para el estudio de las Ecuaciones Diferenciales, pero no
es asi para el tema de las ecuaciones diferenciales de segundo orden y su aplicacién a vibraciones

mecdnicas, por tanto es una necesidad crear una guia de estudios que sea amigable con los lectores



y que conste de material didéctico que sirva de guia para los estudiantes de Matematica y Fisica, en
especial tomando en consideracion que los temas aplicativos son de interés en el dmbito laboral del

pais y que tienen una gran acogida.



CAPITULO 11

2. MARCO TEORICO

2.1. Referencias tedricas

En la Escuela Superior Politécnica de Chimborazo (ESPOCH), en la facultad de Ciencias, dentro
de la carrera de Matematica, en la malla curricular actual se encuentra la materia de Ecuaciones
Diferenciales, la cual tiene la duracién de un semestre, pero comprende topicos que no se llegan a
estudiar en profundidad debido a la falta de tiempo, debido a este problema el trabajo de titulacién
pretende crear una guia de estudios, la misma que servird de referencia y consulta bibliografica para
estudiantes de las carrera de Matematica, Fisica y al piblico en general que busque una introduccién
a las ecuaciones diferenciales.

En el presente trabajo de investigacion se plantea una busqueda, recolecccién, andlisis y
estructuracion de la informacion de la teoria de las ecuaciones diferenciales de segundo orden y
su aplicacién en las vibraciones mecénicas, en especifico en el sistema resorte-masa, las bases
bibliogréficas serdn extraidas de textos, papers, tesis y documentos que se encuentran en el

repositorio de google académico.



CAPITULO 111

3. MARCO METODOLOGICO

3.1. Tipo y diseiio de investigacion

El desarrollo del presente estudio requiere una metodologia adecuada, que guie correctamente la
recoleccion y andlisis de la informacion, necesario para cumplir con los objetivos planteados. Una
investigacion académica puede clasificarse de varias formas, segin su orientacion, método, nivel,
modalidad, disefio y enfoque.

La investigacién se ejecuta con una modalidad bibliografica-documental, porque en primera
instancia, se centra en la revision de la literatura matemaética, como base para la recopilacion,
andlisis y redaccién de la informacién. Ademds, fundamenta el anélisis de resultados a través de la

revision documental argumentativa o exploratoria.

3.2. Nivel de investigacion

La ruta metodoldgica para este trabajo tiene un punto de vista descriptivo, ya que el propdsito fue
generar una guia de estudios, donde se describan los conceptos, deficiones, teoremas y ejemplos de

las ecuaciones diferenciales de segundo orden y su aplicacién a las vibraciones mecanicas.

3.3. Enfoque de investigacion

El trabajo propuesto se lo realizo bajo un enfoque cualitativo no interactivo, ya que no se estd en
contacto con personas sino con textos, articulos, papers, tesis, etc. Se interpreto de manera subjetiva
los tépicos de la bibliografia selecionada para poder describir los temas que se estudian referente a

las ecuaciones diferenciales en la carrera de Matematica de la ESPOCH.

3.3.1. Recoleccion y andlisis de la informacion

La recoleciéon de informacion estd estructurada por: un proceso de busqueda documental,
idetificacion, recoleccidn y seleccidn de textos y articulos disponibles en la Internet en repositorios
académicos como Google académico, relacionados con contenidos oportunos y relevantes sobre
profesionales en Matematica respecto al tépico de Ecuaciones Diferenciales.

Ulteriormente se procede a realiazar una lectura critica y selectiva del material bibliografico, luego

se clasifica la informacién para elegir los documentos que brinden un aporte sustancial en el



entendimiento y desarrollo del tema propuesto.

3.3.2. Redaccion del trabajo de investigacion

La guia de estudios sobre las ecuaciones diferenciales de segundo orden, esta enfocada a los
estudiantes que quieren tener un primer contacto con la asignatura, por ello se escribié el documento
de forma clara y concisa, ademds posee una lectura amigable y did4ctica, se usan ejemplos para
mejorar el entendimientos del lector sobre los tépicos propuestos.

El documento guia contempla tres etapas; pre-escritura, redaccién y revision.

La pre-escritura conlleva la lectura reflexiba y critica sobre las ecuaciones diferenciales de segundo
orden, analizar y entender definiciones, teoremas, corolarios, proposiciones y ejemplos. Luego se
escribio los temas en un borrador a mano en el cual se detallan los métodos para resolver ecuaciones
diferenciales de primer y segundo orden asi como las deducciones de los métodos, ecuaciones,
demostraciones y el desarrollo de ejemplos de una forma ordenada y detallada.

En la etapa de redaccion del documento, se procedié a escribir el documento digital, para lo cual
se uso el editor de textos Latex. Finalmente en la etapa de revision, se baso en la depuracién del
documento guia para que no exista confusiones.

De esta forma, se gener6 el documento guia "Ecuaciones Diferenciales de Segundo Orden y su
Aplicacidn en las Vibraciones Mecdnicas”, con el propdsito de aportar y ayudar en el aprendizaje a

futuros estudiantes de Fisica y Matemética.



CAPITULO IV

4. MARCO DE ANALISIS E INTERPRETACION DE RESULTADOS

4.1. Resultado

La investigacién propuesta posee un disefio documental con un nivel descriptivo y enfoque
cualitativo no interactivo, generé como resultado una guia de estudios bajo el titulo: "Ecuaciones
Diferenciales de Segundo Orden y su Aplicacién a las Vibraciones Mecdnicas, con la idea de ser
utilizada por los estudiantes de las carreras de Matemadtica y Fisica de la ESPOCH, la guia de
estudios contempla los topicos referentes a métodos y resoluciéon de ecuaciones diferenciales de
primer y segundo orden asi como la aplicacion del sistema resorte-masa. El propésito de la guia de
estudios facilita el entendimiento y comprensién de definiciones, teoremas, corolarios, ejemplos y
demostraciones influyendo positivamente en el proceso de ensefianza-aprendizaje de los estudiantes

de las carreras mencionadas.

4.2. Estructura del documento guia

Capitulo I Ecuaciones Diferenciales Ordinarias: En este capitulo se detallan conceptos basicos
y definiciones asi como teoremas, métodos para resolver ecuaciones diferenciales ordinarias y
ejemplos detallados.

Capitulo II Ecuaciones Diferenciales de Segundo Orden: Esta capitulo abarcé el estudio de
definiciones bdsicas, teoremas de existencia y unicidad, desarrollo detallado y minucioso de
los métodos para resolver ecuaciones diferenciales de segundo orden, partiendo de ecuaciones
homogéneas y no homogéneas, ecuaciones lineales con coeficientes constantes, coeficientes
indeterminados en el cual se estudié el método de coeficientes indeterminados y variacion de
parametro, finalizando con el estudio de las ecuaciones de Cauchy-Euler, ademds se detallan
ejercicios para cada método propuesto.

Capitulo III Aplicacion al problema de vibraciones mecanicas: En este capitulo se contempla
una introduccién a las vibraciones mecénicas y se trabajo con el sistema resorte-masa donde se
detalld las ecuaciones que modelan el comportamiento del resorte al aplicar una fuerza y una masa
en el extremo de un resorte suspendido en un techo donde se analiza cémo cambia la posicién de la
masa respecto a la fuerza que se le aplica, existen tres tipos de ecuaciones que van a modelar el
sistema resorte-masa que son el movimiento libre no amortiguado, el movimiento libre amortiguado

y el movimiento forzado.
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CAPITULO V
5. CONCLUSIONES Y RECOMENDACIONES
5.1. CONCLUSIONES

Al realizar este documento se cumplié con los establecido en el objetivo general que enuncia
generar un documento que sirva de refencia para el entendimiento y resolucién de ecuaciones
diferenciales de segundo orden y su aplicacién a sistemas de vibraciones mecdnicas; a través de
una investigaciéon documental, en dicha investigacién se analizé textos, documentos, tesis que
permitieron explicar de una forma sencilla a personas y estudiantes que van a empezar con el
estudio de las ecuaciones diferenciales, como resultado del trabajo de integracion curricular se deja
una guia de estudios, que puede ser utilizada de ayuda y apoyo académico didactico para el estudios
de ecuaciones diferenciales.

En la elaboracién de la guia, el capitulo II tomé mas tiempo del esperado debido a la profundidad
sobre el estudio del los teoremas que validad la existencia y unicidad, superposicion y linealidad de
las ecuaciones diferenciales asi como el minucioso detalle en los métodos de solucidn.

Se mostr6 la aplicacién de las ecuaciones diferenciales de segundo orden a problemas de vibraciones
mecanicas en especifico para el sistema resorte-masa, el cual no presenté complicaciones en su
comprensién e hiso posible la repectiva modelizacién de la ecuacién de movimiento.

Se espera que la guia de estudios sea de uso para futuras generaciones de matematicos de la
ESPOCH, y que su uso influya positivamente en el proceso de ensefianza-aprendizaje en la

asignatura de Ecuaciones Diferenciales Ordinarias.
5.2. RECOMENDACIONES

La guia de estudios de “Ecuaciones Diferenciales de Segundo Orden y su Aplicacién a las
Vibraciones Mecdnicas” estd enfocada para futuras generaciones de matematicos y fisicos, se
recomienda el fécil acceso de la guia de estudios, ademds es importante y deseable un estudio
sobre la influencia en el aprendizaje y desempeiio académico de los estudiantes de la citedra de
Ecuaciones Diferenciales.

Las ecuaciones diferenciales tienen mftiples aplicaciones como, por ejemplo; en circuitos eléctricos,
Biologia, Quimica, Medicina entre otras. Se recomienda continuar con el estudio de las aplicaciones
a profundidad y manejar un software especializado que permita ser dindmico en el proceso de

modelizacién matemdtica, ademds de estudiar las transformadas de Laplace para facilitar los

11



célculos.
Finalmente se recomienda a los lectores tener conocimientos previos de cdlculo y dlgebra antes de

iniciar la lectura de la guia de estudios.
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ECUACIONES DIFERENCIALES
ORDINARIAS

1.1 Definiciones

Cuando se observa las palabras ecuacion y diferencial se puede pensar en una expresion
que involucre a la derivada. Asf la derivada dy/dx de una funcién y = f(x) es otra funcién
f'(x) la cual se puede hallar usando reglas apropiadas para esta operacién. Por ejemplo

2% g5 derivable en el intervalo (—00, 00), con la ayuda de la regla de la

la funciébn y = e
cadena, se obtiene que su derivada es dy/dx = 4ze?*” . Sise sustituye y = ¢ en el lado

derecho de la dltima ecuacidn, la derivada sera

A 1.1
Iy (1.1)

Por ejemplo, (1.1) es una ecuacién que relaciona a la variable dependiente y con la

. 2
derivada % y donde se puede ver que y = e**

satisface a dicha ecuacion. Lo que lleva a la
pregunta de como se construyo la ecuacién (1.1) y més profundamente cudl es la funcién

representada con el simbolo y = f(x) [Zill.2013].

Definicion 1.1.1: Ecuacion Diferencial

Una ecuacién que contiene derivadas de una o mds variables respecto a una o mas

variables independientes, se dice que es una ecuacion diferencial (ED).

Veamos que toda ecuacion ordinaria de orden n en la variable dependiente y la podemos
expresar en la forma F(z,y,v',vy", ...,y™) = 0 para alguna funcién de n + 2 variables de

F, cuando sea posible despejar 3™ de esa ecuacién, tendremos una expresién de la forma

y™ = flz,y, 9,y .y (1.2)

esta expresion resulta ser mds conveniente para fines practicos [Lopez et al.2006].
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Para una funcién y = h(x) que estd definida sobre un intervalo I, se dice que es una
solucién de la ecuacién diferencial F(z,y,y',y",...,y™) = 0 en dicho intervalo, si la

funcién h tiene en [ derivadas al menos hasta orden n y

F(z, h(z), W (z), b (x), ...,k (z)) = 0 (1.3)

para todo x en [ [Lopez et al.2006].

Ejemplo 1.1.1: Ecuacion diferencial de segundo orden

y"' +5ry —2y =4
22y" 4+ 5y — 2y = €°
5y" — 3y +4y =0

Usando la notacion de Leibniz se tiene el siguiente ejemplo:

’y L dy
5@—3%+4y:cosz
d*y dy
@—12%4‘?/:(30833

1.2 Clasificacion de las Ecuaciones Diferenciales

Para hablar acerca de ecuaciones diferenciales es necesario clasificarlas por tipo, orden y

linealidad.
Clasificacion por tipo:

Cuando una ecuacién contiene sélo derivadas de una o mas variables dependientes
respecto a una sola variable independiente se dice que es una ecuacion diferencial ordinaria
y se denota por EDQ. Cuando una ecuacién tiene derivadas parciales de una o mas
variables dependientes con respecto a dos o mas variables independientes, se llama ecuacion

diferencial parcial y se denota por EDP.
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1.2. Clasificacion de las Ecuaciones Diferenciales

Ejemplo 1.2.1: Los siguientes ejemplos son de ecuaciones diferenciales

ordinarias

0*u  0%u 0*u  0*u ou  Ou Ov

wmTar=Y e ‘e oy oa

Clasificacion por orden:

El orden de una ecuacién diferencial ya sea EDO o EDP, es el orden de la mayor derivada

en la ecuacion.

Ejemplo 1.2.3: Orden de una EDO
Py (dy)’ .
@ iy <%) — 8y =€
d3y 2 dy 4
(%) + (@) —5xy = 10

dy
—_— = — ]_
- z(y —1)

En el primer ejemplo se ve que es una ecuacion diferencial de segundo orden ya que es el
orden de la mayor derivada, es decir, la expresién d?y/dz? es de segundo orden, mientras
que en el segundo ejemplo (d3y/dx3)? es de orden tres y grado dos, recordando que solo

la mayor derivada de una ecuacion diferencial determina el orden de la misma.

El grado de una ecuacion diferencial ya sea ordinaria o parcial es el exponente de la
mayor derivada contenida en la ecuacién, no confundir el exponente que representa el

grado de una ecuacién diferencial con el orden de la derivada.
Clasificacion por linealidad:

Se dice que una ecuacion diferencial de n-ésimo orden es lineal si F' es lineal en
v, v, y", ...,y"™, es decir, que una EDO de n-ésimo orden es lineal cuando la ecuacién

F(x, 99", ..., y(”)) = ( es de la forma:
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an(2)y™ + ap 1 (2)y "D + o+ ar(2)y 4 ag(z)y — glz) =0 (1.4)

Se dice que una ecuacidn diferencial ordinaria de orden 7 es lineal si estd formada por

la suma de términos lineales, definidos estos como:

a.- La variable dependiente y todas sus derivadas son de grado uno.
b.- No hay productos de las variables dependientes, por ejemplo, 3y y 2yy".

c.- Los a;(x),coni = 1,...,n son funciones que dependen de x. Funciones como por

ejemplo sen y, cos y y log 2y entre otras, no son validas para la expresion de los a,.

Las ecuaciones diferenciales lineales de primero y segundo ordencon = 1y n = 2

respectivamente tienen la siguiente forma
ar(x)y +ao(z)y —g(x) =0y ax(2)y” +ar(x)y + ao(x)y — g(z) =0

Ejemplo 1.2.4: Ejemplo ED lineales

(z = 1)y" +5y ="

Usando la notacién de Leibniz tenemos el siguiente ejemplo:

3 2
2x4% + sen (2x3) % + (3375 +In ) Z—Z + (2953) y = 4e

Ahora se mostrara ejemplos de ecuaciones diferenciales que no son lineales.

Ejemplo 1.2.5: Ejemplo ED no lineales

2 5

. y d
(1—9y)y + 2y =€", @—i—lnyzo, ﬁ+3y3:2x

1.3 Soluciones de una ecuacion diferencial

Uno de los objetivos cuando se estudia ecuaciones diferenciales es resolver o encontrar
soluciones a las mismas. En la siguiente definicion se considerard el concepto de una

solucidn de una ecuacion diferencial ordinaria.
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Definicion 1.3.1: Solucion de una EDO

Se denomina una solucién de la ecuacion en el intervalo [ a cualquier funcién ¢
definida en el intervalo y que tiene al menos n derivadas continuas en /, las cuales
cuando se sustituyen en una ecuacion diferencial ordinaria de n-ésimo orden reducen

la ecuacion a una identidad.

Dicho de otra forma, una solucion de una ecuacidn diferencial ordinaria de n-€simo
orden F'(z,y,y,y", ...,y™) = 0 es una funcién ¢ que posee al menos n derivadas para

las que F'(x, ¢(z), ¢'(x), ..., 9" (z)) = 0, para toda x en I [Zill.2013].

Cunado se habla de la solucién de una ecuaciéon diferencial ordinaria relacionada a
ella esta el intervalo. El intervalo / también se conoce bajo los nombres de intervalo de
definicién, intervalo de existencia, intervalo de validez o dominio de la solucion y puede
ser un intervalo abierto (a, b), un intervalo cerrado [a, b], un intervalo infinito (a, c0), entre

otros intervalos que se pueden dar [Zill.2013].

Ejemplo 1.3.1: Verificacion de una solucién

Verificar que la funcién indicada es una solucién de la ecuacion diferencial dada en

el intervalo (—o0, 00).

Solucién. Para verificar que la funcién dada es una solucion, debemos observar una vez
que se ha sustituido, si cada lado de la ecuacién es el mismo para toda x en el intervalo.

Se empezara evaluar en lado izquierdo
dy 2z

pr S

Abhora se sustituird la solucién y para evaluard en lado derecho

1 \? 2
202 = 2¢ [ — =
o (omg)

con lo cual se verifica la igualdad.

En este ejemplo se observa que la ecuacidn diferencial tiene también la solucién constante

y = 0, la cual se le conoce como la solucion trivial [Zill.2013].
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También es importante hablar sobre la curva solucién ya que la grifica de una solucién ¢
de una ecuacién diferencial ordinaria se llama curva solucién. Puesto que ¢ es una funcién
derivable, es continua en su intervalo de definicion /. Ademads puede existir diferencia
entre la grafica de la funcién ¢ y la grafica de la solucién ¢, dicho en otras palabras, el
dominio de la funcién ¢ no necesita ser igual al intervalo de definicién / (o dominio) de la

solucién ¢ [Zill.2013].

Para poder explicar lo dicho en el parrafo anterior es necesario proponer el siguiente

ejemplo:

Ejemplo 1.3.2: Diferencia entre una solucion de una ED y una funcién

Dada la ecuaciion diferencial 3’ + y = 0 que es una ecuacion lineal, para la cual se

tiene una solucién y = 3/z

Cuando se considera a la solucién y = 3/x simplemente como una funcién (y = f(z) =
3/x), el dominio es Vx € R\ {0}, asf la funcién racional y = 3/x es discontinua en

x = 0, como se puede observar en el Gréfico 1.1

10
10

Y

Grifico 1.1: funcién y = 3/z, z # 0

Realizado por: Gomez, Dorian, 2023.

Ahora, como y = 3/x es una solucién de la ecuacién diferencial lineal de primer orden
zy' + y = 0, esto quiere decir que es una funcion definida en un intervalo / en la que
es derivable y satisface a la ecuacion, dicho de otra forma, y = 3/x es una solucién
de la ED en cualquier intervalo que no contenga al cero, como por ejemplo (—4, —2),

(3,10),(—00,0) 0 (0,00) , esto se debe a que las curvas solucién definidas por y = 3/x

6
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para —4 <z < -2y % < x < 10 son tramos o partes de las curvas solucion definidas
pory = 3/x para —oo < x < 0y 0 < x < oo respectivamente. Asi tiene sentido tomar
el intervalo [ tan grande como sea posible, de ese manera se tiene que [ sea (—o0,0) 0

(0, 00). De esa manera la curva solucién en (—oo, 0) se muestra en el Grafico 1.2.

Grifico 1.2: Solucién y = 3/x, (—o0,0)

Realizado por: Gémez, Dorian, 2023.

Cuando se habla de soluciones de una ecuacion diferencial es importante hablar sobre

las soluciones explicitas e implicitas.

1.3.1 Tipos de Soluciones

Definicion 1.3.2: Solucion explicita

Una solucién explicita de la ecuacién diferencial F(xz,y,y', 9", ...,4"™) = 0 es una
funcién y = f(z), donde y estd escrita explicitamente en términos de x ; es decir, y

se ha despejado en términos de z.

Se entiende que una solucién en la cual la variable dependiente se expresa sélo en
términos de la variable independiente, se dice que es una solucion explicita. Se considerard
una solucion explicita como una expresion y = f(z) que se pueda manejar, evaluar y

derivar usando las reglas usuales.

Ejemplo 1.3.3: Solucién explicita

8 |w

y=—a% y=2ze*, y=
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Cabe recalcar que la solucion trivial y = 0 es una solucion explicita de las ecuaciones
del Ejemplo 1.1.3, cuando ya se vea los método de solucién, se verd que no siempre
se llega a una solucién explicita y = f(z), este hecho ocurre particularmente cuando
se intentan resolver ecuaciones diferenciales de primer orden, a menudo se tiene una

expresion G(z,y) = 0 que define una solucién de la ecuacién diferencial.

Definicion 1.3.3: Solucion implicita

Se dice que una relacién G(x,y) = 0 es una solucién implicita de una ecuacién
diferencial ordinaria F(z,v,v’,vy",...,y™) = 0 en un intervalo I, suponiendo
que existe al menos una funcién ¢ que satisface la relacion asi como la ecuaciéon

diferencial en .

Cuando se habla de una solucién implicita, se considera una relacién G(z,y) = 0 la
cual define una solucién de la ecuacién diferencial ordinaria F(z,y,y', 3", ...,y™) = O en

el intervalo I, si se satisfacen las siguientes condiciones:

i. La relacion G(z,y) = 0 define implicitamente a y como funcién de x sobre el
intervalo [; es decir, existe una funcién ¢(x) definida sobre I, tal que para todo

x € I se verifica G(x, ¢(z)) = 0.

ii. La funcién ¢(z) es n veces diferenciable en el intervalo I y satisface

F(z,¢(x), ¢/ (), ¢"(2), ... " (2)) = 0

paratodo x € I.

Ejemplo 1.3.4: Solucion implicita

La relacién 22 + y? = 36 es una solucién implicita de la ecuacién diferencial

dy__a:
dr vy

Solucién. Se mostrara que 22 + > = 36 en verdad es una solucién, usando derivacién
implicita se tiene

d
2x+2y£:0
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luego

dy

2y— = -2
ydm v
dy  2x
dr 2y
dy
dr vy

Asf se ha verificado que cumple la igualdad de la ED que se propone en este ejemplo.

Ejemplo 1.3.5: Solucién implicita

Otro ejemplo de solucién implicita es
(2zy — sec’ z) dz + (2* + 2y) dy = 0
cuya solucién implicita es

r?y —tanz + 1> =0

Solucion. Usando derivacion implicita se tiene

d d
20y + 222 —sec? x4+ 29 = 0
dx dx

(ajz + 2y) j—i + (21‘y — sec? x) =0
(x2 + 2y) dy + (Qxy — sec? x) dr =0

asi se ha comprobado que 2%y — tan z + 3> = 0 es una solucién de la ecuacién diferencial

propuesta en este ejemplo.

Observacion. Noétese que G(z,y) = 0 es una ecuacién y una ecuacién nunca es una
solucién de una ecuacion diferencial ya que solo las funciones pueden ser soluciones de
estas. Lo que se quiere decir que la relacion G(z,y) = 0 define una solucién implicita de
una ecuacion diferencial, es que la funcion y = ¢(x), definida por la relacién G(x, ¢(z)) =

0, es la soluciéon [Moya.2020].
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Definicion 1.3.4: Solucion general

La solucién general de una ecuacidn diferencial es el conjunto de todas las funciones
que verifican la ecuacién diferencial. Cuando se resuelve una ecuacién diferencial
de primer orden F'(z,y,y’) = 0 se obtiene una soluciéon que contiene una sola
constante arbitraria o pardmetro C'. Asi una solucién que contiene una constante
arbitraria representa un conjunto G(x,y, C') = 0 de soluciones llamado familia de

soluciones uniparamétrica.

Cuando se habla de resolver una ecuacion diferencial de orden n que tiene la expresion
F(x,y,y,...,y™) = 0, lo que se busca es una familia de soluciones n-paramétricas de
la forma G(z,y,Cy, Cs, ..., C,) = 0, esto quiere decir que una sola ecuacién diferencial
puede tener un numero infinito de soluciones, correspondiendo a un nimero ilimitado de

eleciones de los parametros (C;).

Ejemplo 1.3.6: Soluciones generales

(&1
pp

a.- Dada la ecuacion diferencial xy’ + y = 0 cuya solucion general es y(z) =

2x

b.- Dada la ecuacién diferencial % = 22 cuya solucién general es y;(z) =
dx Y

—/Cy + 222 e yo(x) = /C} + 222, se tiene dos soluciones debido a que

se estd trabajando con una hipérbola cuya ecuacién para este ejemplo es

y? =222 + C).

c.- Dada la ecuacion diferencial (1 + x)dy — ydz = 0 cuya solucién general es

y(z) = Ci(z +1).

d.- Dada la ecuacién diferencial y” + y + 22 = 1 en cuya solucién general estan

involucradas dos constantes y(z) = C} sen(z) + Cs cos(x) — 2z + 1.

En el caso de hablar de una solucién particular, se tiene la siguiente definicidon:

10
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Definicion 1.3.5: Solucion Particular

Se llama solucién particular de la ecuacion diferencial a aquella funcién que no
contiene parametro, es decir, que se obtiene al dar un valor al pardmetro en la

solucién general.

Para ello tenemos los siguientes ejemplos basados en el Ejemplo1.3.6:

Ejemplo 1.3.7: Soluciones particulares

a.- Dada la ecuacion diferencial zy' +y = 0 cuya solucion particular es y(z) = 1,

donde la constante C'; = 1.

b.- Dada la ecuacién diferencial j—z = Qf cuya solucién particular es y(z) =

V5 + 222, donde la constante C'; = 5.

c.- Dada la ecuacion diferencial (1 + x)dy — ydz = 0 cuya solucién. particular

es y(z) = 10z + 10, donde la constante C'; = 10.

d.- Dada la ecuacion diferencial 3 + y + 2x = 1 en cuya solucién particular es
y(x) = 2sen(x) + 5cos(x) — 22 + 1 donde las constantes toman los valores

01:2}702:5

Una solucién particular se puede obtener fijando valores a los pardmetros de la familia

de funciones que son solucién de la ecuacién [Moya.2020].

Definicion 1.3.6: Solucién Singular

Una solucidn singular es una funcion que satisface a la ecuacion diferencial, pero

que no se obtiene a partir de la solucién general.

De esta forma para la ecuacién diferencial dy/dz = f(x,y), los valores donde f(x,y) =
0 para la variable y serdn las posibles soluciones singulares, las cuales se validardn como
soluciones singulares si no es posible hallar una constante que al sustituirla en la solucién
general de la ecuacion diferencial nos de dicha solucién. En tal caso se verificard entonces

que la solucion es singular.

Para explicar de mejor manera lo que es una solucién singular se usard una ecuacién y’ =

11
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x/y cuya solucion general es y(z) = (322 + 0)2, donde C' > 0y donde = € (—o0, 00)

con esta familia de soluciones algunas soluciones particulares son

4 1 2 1 2
y:%7 Y= <Zx2+1) ) y(‘r): (112—’—7‘-)

Donde los valores de C' son C' = 0, C' = 1y C' = 7 respectivamente, pero que sucede
cuando se toma y = 0, no existe ninguna constante C' por la cual se puede obtener la

funcion y = 0. Se comprueba que la funcién y = 0 satisface la ecuacién diferencial

y =x,/y,siendoy =0yy =0

Asi se dice que y = 0 es una solucion singular de la ecuacion diferencial y' = x,/y.

1.4 Problema de Cuachy de condiciones inicales

Habitualmente se interesa en resolver problemas en los que se busca una solucién y(z)
de una ecuacién diferencial tal que y(z) debe satisfacer condiciones, las condiciones
impuestas para y(x) desconocida o sus derivadas, en algin intervalo I que contiene a x,

es llamado problema de condiciones iniciales o el problema de Cauchy.

1.4.1 El Problema de condiciones iniciales para ecuaciones

diferenciales de primer orden

Tiene la siguiente estructura:

(1.5)
y(ro) = Yo

12
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interpretando este hecho en términos geométricos, se busca una solucién de la ecuacién
diferencial en un intervalo I que contenga a z, donde su gréfica pase por el punto (zo, ¥o),

con el siguiente grafico se puede se puede ver este hecho.

o

Graéfico 1.3: Problema de condiciones iniciales de una ED de primer Orden

Realizado por: Gomez, Dorian, 2023.

En el Gréfico 1.3 se puede ver gréficas de algunas funciones que son soluciones de la
ecuacion diferencial ¥’ + 2xy = 0, pero debido a la condicién y(3) = 5 se busca una

solucidn en especifico que contenga al punto (3,5).

Ejemplo 1.4.1: Condiciones iniciales para una ED de primer orden

Dada la ecuacion diferencial ¢’ 4+ y + 2z = 0 cuya solucion general es

y(x) =Cre™® — 2z + 2
que se rigen a las condiciones iniciales

a) y(4) =1

b) y(4) =6

\.

Solucion. Literal a)
Se evaluara primero y(4) = 1, donde se reemplazard y = 1y x = 4 en la solucién general
de la ecuacién diferencial, se debera hallar el valor de C'; para luego construir la funcién

que satisface las condiciones iniciales propuestas.

y=Ce ™ —2x+2

13
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1=Cle—8+2
1= 01674—6

7= 01674

Luego
y="Tete™ — 2 42

y = T7er" — 22 4 2
Se corrobora con el siguiente Grafico , que en realidad el punto (4,1) esta en la funcién

y = Te'™® — 21 + 2 que satisface las condiciones iniciales.

Y

! (‘4. 1)

oy

Grifico 1.4: solucién y = 7e*™% — 2z + 2

Realizado por: Goémez, Dorian, 2023.

Solucién. Literal b)

Ahora cuando la condicién inicial es y(4) = 6 se tiene que

y==Ce ™ —2x+2

14
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6:C1€74—8+2

6=Cle*—6

C, = 12¢*

Ast, se tiene que la funcidn que satisface las condiciones iniciales es

y=12¢e*e™ — 22+ 2

y=12¢"" -2 42

Se corrobora con el Gréfico 1.5 , que en realidad el punto (4,6) estd en la funcién

y = 12e*% — 22 + 2 que satisface las condiciones iniciales.

Y, |

(4.6)

Griéfico 1.5: solucién y = 12e*~% — 22 + 2

Realizado por: Gomez, Dorian, 2023.

1.4.2 El Problema de condiciones iniciales para ecuaciones

diferenciales de segundo orden

El problema de valor inicial cuando se habla de ecuaciones diferenciales de segundo orden

tiene la siguiente forma

15
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dy __

= fx.vYy)
y(l'o) =%, ¥ (z0) = 01

(1.6)

La interpretacion desde un punto de vista geométrico para este problema es que se quiere
determinar una solucién y(z) de la ecuacién diferencial y” = f(z,y,y’) en un intervalo
I que contenga z, de modo que su grifica no solo pase por el punto (xg, yo), Sino que
también la pendiente de la recta tangente a la curva en dicho punto sea el nimero y;, en
el Gréfico 1.6 se tiene graficadas algunas funciones que son soluciones de la ecuacién
diferencial 4 + y = 0, cuya solucién general es y(x) = Cy sen(x) + Cy cos(z) sujeta a
las condiciones iniciales y(5) = 2y '(5) = 1 donde y; = 1 viene a ser la pendiente de la
recta tangente en el punto (g, 2). La solucién de la ecuacién diferencial ¢’ + y = 0 que

satisface a las condiciones planteadas es y = 2sen(z) — cos(x).

Observacién. Cuando se tiene las condiciones y(zo) = yo, ¥’ (o) = y1 donde y; = m se
debe considerar dos cosas, la primera el punto (zg, o) y y1 = m y segundo mediante la
ecuacion y — yo = m(x — x) se obtiene la recta tangente a la curva en el punto (o, ¥o),

esto se evidencia en la el Grafico 1.6.

Grifico 1.6: Problema de condiciones iniciales de una ED de segundo Orden

Realizado por: Goémez, Dorian, 2023.

16



1.4. Problema de Cuachy de condiciones inicales

Ejemplo 1.4.2: Problema de valor inicial de segundo orden

Dada la ecuacién diferencial 3y’ + 8y = 0 cuya familia de soluciones tiene dos
pardmetros siendo y(z) = C sen (\/ 23:) + C5 cos (\/ 23:), se va a determinar una

solucion del problema con valores iniciales

y'+8y =0 sujetoa y(2r*) =5,y (2r%) =1

Solucién. Primero se empieza evaluando evaluando y (272) = 5 en la solucién de la

ecuacion y se tiene

5 = Cysen ( 2(27r2) + Gy cos ( 2(2#)
5 = (sen (@) + C5 cos ( 47r2>
5 = Cysen(2m) + Cycos (2m)
5 = C1(0)+ Oy
Cy =5

Luego derivando la solucién de la ecuacion diferencial y reemplazando 3’ (27%) = 1 se

tiene

V2 2z
1 1
1 = C’lcos< 4%2) —5sen( 47T2>
42 42
| = Cycos(2m) — — 5sen (27) —
= ()cos(2m 5 sen (27 -
1 1
1 = O — —5(0)—
Yor ()27r
1
1 = Ci—
127T
Cl = 27

Por tanto y(z) = 2msen (v2z) + 5cos (v2x) es una solucién dadas las condiciones

iniciales.

En forma general cuando se pide resolver problemas de valores iniciales se tiene una

estructura como

17
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F(x7 y7 y/7 y”7 ] y(n)) = O
y(z0) = Y0, ¥ (20) = Y1, -, ¥ H(T0) = Yn—1

(1.7)

en un intervalo I, donde xy € Iy yo, Y1, .-, Yn—1 SON constantes dadas, esto significa
hallar todas las soluciones en [ en el caso de que existe alguna de la ecuacion que satisfaga

las n condiciones dadas [Lopez et al.2006].
Con lo cual se busca una solucién definida en un intervalo / sujeta a n condiciones

d dnfl
y(wo) = Yo, %(%) =Y, Fn_%(xo) = Yn—1

en un punto xy € I y donde yo, 1, ---,Yn_1 € R son constantes dadas.

El conjunto de datos que consta de la ecuacién diferencial y de las n condiciones toma

el nombre de problema de valor inicial (PVI) o también es llamado problema de Cauchy.

Cuando se considera problemas con valores iniciales surgen dos preguntas que son
importantes, la primera de ellas es relacionada con la existencia de la solucién del problema,

y la otra sobre si dicha solucidn es Unica, el siguiente teorema dejard mas claro este hecho.

Teorema 1.4.1: Existencia de una solucion inica

Sea R una regién rectangular en el plano xy definidapora < x < b,c <y < d
que contienen al punto (¢, yo) en su interior. Si f(z,y)y g—i son continuas en R,
entonces existe alguin intervalo [y : (zg — h,zo + h), h > 0, contenido en [a, b], y

una funcidn tnica y(z), definida en I, que es una solucién del problema con valores

iniciales (1.5).

En el Gréfico 1.7 se puede apreciar lo que enuncia el teorema 1.4.1.

Observaciones.

a) Cuando una ecuacion satisface la hipétesis del teorema 1.4.1, se tiene la seguridad

de que existe una solucién al problema con valor inicial.

b) Cuando se satisfacen las hipétesis del teorema 1.4.1, existe una tnica solucién del

problema con valor inicial.
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c) Si se puede determinar una solucidn, entonces ésta es la tinica solucién para el

problema con valor inicial.

d) Graficamente el teorema 1.4.1 dice que sélo hay una curva de solucién que pasa por
el punto (g, yo), es decir, para una ecuacién de primer orden, no puede ocurrir que

se crucen dos soluciones en algun punto del rectdngulo.

e) Se observa que la existencia y unicidad de la solucion sélo es valida en alguna

vecindad (zg — h, zo + h).

Grafico 1.7: Region rectangular R

Fuente: (Zill,2013)

Nota. La demostracién del teorema 1.4.1 no se la realizard porque no es el objetivo de
este texto, pero se puede indicar que para la demostracion del teorema 1.4.1 implica
la conversion del problema con valores iniciales en una ecuacién integral y el uso del
método de Picard para generar una sucesion de aproximaciones que convergen a la solucién

[Nagle et al.2000].

Ejemplo 1.4.3: Problema con valor inicial

Dada la ecuacion

d
d—y = 2 — zy* sujeta al problema de valor inicial 3(2) = 10
%

(Implica el teorema 1.4.1 la existencia de una solucion tnica?

3

Solucion. En el caso f(x,y) = 2% —ay'ly g—]yc = —4x7°, ambas funciones son continuas

en cualquier rectdngulo que contenga al punto (2, 10), asi se cumplen las hipétesis del
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teorema 1.4.1 con lo cual el problema de valor de inicial para este ejemplo tiene una
solucién dnica en un intervalo con centro z = 2, de la forma (2 — h, 2 + h) donde h es un

numero positivo.

Ejemplo 1.4.4: Problema con valor inicial

Dada la ecuacion

d
d—y — 3y*/3 sujeta al problema de valor inicial y(4) = 0
7

(Implica el teorema 1.4.1 la existencia de una solucion tnica?

2/3 —1/3 8f

En el caso f(x,y) = 3y y =2y no es continua, en consecuencia no hay

rectangulo que contenga a (4,0) donde fy a_y sean continuas. Como no se cumplen las
hipétesis del teorema 1.4.1, en conclusion se puede ver que el problema con valor inicial

no tiene una solucion unica.

1.5 Métodos de solucion para ED de primer orden

1.5.1 Ecuaciones de variables separables

Una clase sencilla de ecuaciones diferenciales de primer orden se puede resolver mediante

el método de variables separables, dichas ecuaciones tienen la forma

dy

%:f(l'ay)

la idea es que se pueda reescribir las variables y sus diferenciales de forma que queden

aisladas en lados opuestos de la ecuacién como por ejemplo

h(y)dy = g(x)dzx

y posteriormente se procede a integrar ambos miembros de la igualdad

/h(y)dy = /g(:r)dx (1.8)

20



1.5. Métodos de solucién para ED de primer orden

Observacion. El lado derecho dy/dx = f(z,y) debe tener la forma factorizada

ﬂLMZQ@%R%

por comodidad se escribe p(y) = 1/h(y)

formalme esta idea queda més clara con la siguiente definicién:

Definicion 1.5.1: Ecuacion separable

Si el lado derecho de la ecuacion

dy

%:f(xay)

se puede expresar como una funcién g(x) que sélo depende de x, por una funcién

p(y) que sélo depende de y, entonces la ecuacién diferencial es separable.

Dicho de otra forma, una ecuacién diferencial de primer orden es separable si se puede

escribir en la forma
dy B

dxfmwmw

Método para resolver ecuaciones separables

Dada la ED en la forma

)

recordando que p(y) = 1/h(y), con lo cual se obtiene

posteriormente se integra ambos lados de la ecuacién

[ by = [ gtz

y se obtiene la solucion general que tiene la forma

Observacion. Las dos constante de integracién se ponen en un sélo simbolo C', ademas la

solucién H(y) = G(z) + C esta en forma implicita.
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Ejemplo 1.5.1: Resolver la siguiente ecuacion diferencial

ye**dr = (4 + e**)dy

Solucion. Primero se separa las variables y luego se procede a integrar, con lo que se

obtiene

e 1
/4+e2zd:v = /;dy, y#0 (1.9)
Entonces se tiene:
Inly| = %111(4—}-621) +C (1.10)
y? = Cy(4+ ¢*), donde Cy = &* (1.11)

Se observa que la restriccion que se indica en (1.8), evidentemente excluye a la soluciéon
y = 0. Esta solucidn se encuebtra incluida en la familia de soluciones en el caso que se

permita Cy = 0, se puede decir que la solucién general de la ecuacién es

y* = Co(d+e*), G >0

Ejemplo 1.5.2: Resolver la siguiente ecuacion diferencial

1\ 2
ylnxdr = (%) dy

Solucion.

1\2
ylnxder = (%) dy

1 2
ylnxdr = (y+2 ) dy
x
1 2
?Inzde = v+ )dy
Y
1 2
/lenxdaz = /%dy
2oy +1
/y Ty dy /x2ln:vdx
Y
/y+2—|—y Ldy /x2lnxdx
1 1 1
§y2+2y—|—ln|y| §x3lnx—§x3—|—0
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Asi se tiene la solucién implicita

1 1 1
§y2+2y—0—ln\y| = §x3lnx— §x3+C

1.5.2 Ecuaciones transformables en variables separables

Cuando se tiene una ecuaciéon como 3y’ — e**¥ = —1 0 (4x + 5y + 8)dx + (x + 9y)dy = 0
separar las variables ya no resulta tan sencillo por lo que es ideal efectuar un cambio de

variable. Cuando se tiene una ecuacion diferencial de la forma

dy
i flax + by +c) (1.12)

sia =00 b= 0 se dice que la ecuacién es separable, en cambio si a, b, c son constantes
y b # 0, puede reducirse a una ecuacion de variables separables, para ello se efectuara el

cambio de variable

z=ar+by+c

del cambio de variable propuesto se obtiene

2= a+by
por tanto
, 2 —a
YT
asi sustituyendo en (1.12) se tiene
2 —a
L = fe)
2 = a+bf(2)

que es una ecuacion diferencial de variables separables y se escribird de la siguiente manera

dz

T

el siguiente paso serd integrar

x:/ﬂﬂwﬂaerZMaa
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por lo que las soluciones de la ecuacion diferencial de la forma (1.9) serdan
r = ¢(ax + by, C)

de ese modo se ha encontrado y como funcién de x expresada en forma implicita.

Ejemplo 1.5.3: Desarrollar la siguiente ecuacion diferencial

2z +y+6)dr+ 2z +y)dy =0

Solucion. Primero se coloca la ED en la forma (1.12)

(2x+y+6)dr+ 2z +y)dy = 0

d
(2x+y+6)+(2a:+y)£ =0
@ L (2x 4+ y + 6)
dr 2x +y
, (22 4+y+6)
vyo- 2z +y
Se realiza el respectivo cambio de variable
z=2r+vy

de donde se obtiene 2’ = 2 + ¢/, despejando y' se tiene ' = 2’ — 2 luego reemplazando el

cambio de variable en la ecuacion diferencial ' = —%
g9 _ _ z+6
B z
g o_ o9 * +6
B z
ahora procedemos a separar las variables
dz o _ % +6
dr z
dz  z—6
de z
dz
— = dv
zdz
= d
z—06 v
ahora se procede a integrar
zdz
= d
/ z—0 v
z+6lnjz—6] = xz+C
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volviendo a las variables iniciales se tiene

2e+y+6n2r+y—6] = z+C

r+y+6ln2r+y—6 =

asi la solucién de la ecuacucion diferencial es

r+y+6n2e+y—6/=C

1.5.3 Ecuaciones homogéneas

Definicion 1.5.2: Funciones homogéneas

Se dice que una funcién f(z,y) es homogénea de grado n, si para algin nimero

real n se tiene

[tz ty) =t"f(z,y)

Para evidenciar lo que enuncia la definicion 1.5.2 se tiene el siguiente ejemplo

Ejemplo 1.5.4: Funcion homogénea

Dada la ecuacion diferencial

f(x,y) =2 —3/xy + 5y

determine si es una funcién homogénea y que grado tiene la ED propuesta.

Solucion.

fley) = = —=3Vay+5y

f(te,ty) = tx — 3\/toty + 5ty
= tx — 3t\/ry + Sty
= t(x—3yxy+by)
= tf(z,y)

por lo que se puede concluir que f(z,y) es una funcién homogénea y es de grado n = 1.
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Definicion 1.5.3: Ecuacion homogénea

Si una ecuacién en su forma diferencial
M(z,y)dz + N(z,y)dy =0
tiene la propiedad
M(tx,ty) =t"M(x,y)y N(tz,ty) =t"N(z,y)

se dice que la ecuacién M (x,y)dz + N(z,y)dy = 0 es homogénea o que tiene

coeficientes homogéneos

Se puede llegar a ser separable las ecuaciones homogéneas mediantes sustituciones o

cambios de variable.

Definicion 1.5.4: Ecuacion homogénea

Si el lado derecho de la Ecuacion

dy

%Zf(ajay)

se puede expresar como una funcién que sélo depende del cociente y/x, entonces se

dice que la ecuacion es homogénea.

como por ejemplo

Ejemplo 1.5.5: Ecuacién homogénea

(x —y)dzr + xdy =0

La ecuacion del Ejemplo 1.5.5 se escribir de la forma

(x —y)de +xdy =

dy  y—uw
de T
dy Yy

-7 _ 7 1
dx T

de esa forma se puedo expresar (y — x)/x como funcién del cociente y/z entonces la

ecuacion del Ejemplo 1.5.5 es homogénea.
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Para resolver una ecuacién homogénea se aplican una de las siguientes sustituciones

y=uz, (dy=udzr+ zdu)
r=yu, (dr=udy+ ydu)

que permiten separar las variables en la ecuacion resultante.

Procedimiento para resolver una ecuacion diferencial homogénea:

a) Versi M(x,y)y N(x,y) son homogéneas y del mismo grado.
b) Buscar la sustitucién adecuada para llegar a poder separar las variables.
¢) Integrar cada término.

d) Volver a las variables iniciales.

Método de solucion

Una vez comprobado que M y N son funciones homogéneas del mismo grado, se utiliza

el cambio y = ux

M (z,ux)dr + N(z,ux)[zdu +udz] = 0
M (1,u)dx + xN(1,u)[zdu +udx] = 0
M(1,u)dx + N(1,u)[xdu 4+ udx] = 0

aplicamos la propiedad distributiva y agrupamos los términos

M(1,u)dx + xN(1,u)du + uN(1l,u)de = 0

[M(1,u) +uN(1,u)]dx 4+ xzN(1,u)du = 0
[M(1,u) + uN(1,u)] dx xN(1,u)du

ML)+ uN@L)] MLt uNL]
dx N(1,u)du _
o [M(1u)+uN(1,u)

luego se tiene una ecuacion de variables separables y se procede a integrar
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= / 1+uu7vu<1 a

Pare dejar claro este método se presenta el siguiente ejemplo:

Ejemplo 1.5.6: Ecuacion homogénea

Resolver la siguiente ecuacion diferencial homogénea

(:132 +y2) dx + (xQ — a:y) dy =0

Solucion. primero se va a verificar sin son ecuaciones homogéneas y del mismo grado

M(tx,ty) = 22 +t%y?

= £(2* +y%)

Ntz ty) = t*2° — taty
= t*2? —t*(ay)

= t*(a® —xy)

por lo que se comprueba que son ecuaciones homogéneas y de grado n = 2. Ahora
se va a buscar la sustituciéon adecuada para llegar a variables separables, sea y = uz 'y

dy = udx + xdu, realizando el respectivo cambio de variable se tiene

(2* + v*2?) do + (2 — 2°u) (udz + xdu)
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ahora se procede a sacar factor comun, simplificar expresiones y agrupar términos

22(1 + u?)dr + (1 — u)(udx + xdu) = 0
22 22
x2(1—|—u )dx—l—ﬁ(l—u)(udx—l—xdu) =0
(1+u?)dz + (1 — u)(udr + zdu) = 0
dz + v?dx + udr + vdu — v’dr — uzrdu = 0

dr +udx + xdu — uxdu = 0

(14 u) x(l w) B
(1+u) x(l—i—u)du =0
(1 u) B
x (1+u)du =0

integramos cada término

/dm /1—u _ 0

(1—u+1-1) B
ln\x|+/ 15 du = C

2—(u+1) B

2 (1+u) B
1n]x|+/(1+u>du—/(1+u)du = O

2

Injz|+2In|l+ul—u = C

se regresa a las variables iniciales mediante u = y/x y considerando C; = —In Cy
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1n|:1:|—|—21n‘1+g‘ - —InCh
v

In|z| + In

(2 ]rmes -

SHESS

eanM)@ _ e
(1‘29)2 _ elag,

finalmente se tiene la solucién

Cylx +y)? = ze¥/®

1.5.4 Ecuaciones exactas

Definicion 1.5.5: Ecuacion exacta

Una expresién diferencial M (x, y)dx + N (x,y)dy es una diferencial exacta en una
regién R del plano XY si ésta corresponde a la diferencial de alguna funcién f(z, y)

definida en R, tal que

2 (2,9) = Mz,)

of

y a—y(x,y) = N(z,y)

Es decir la diferencial total de f(x,y) satisface
df (z,y) = M(z,y)dz + N(z,y)dy
Si M(z,y)dz + N(z,y)dy es una forma diferencial exacta, entonces la ecuacion
M (z,y)dx + N(x,y)dy =0

se dice que es una ecuacion exacta.
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Observacion. En el tema de las aplicaciones de las ecuaciones diferenciales, no es tan

usual que se presente un ecuacion diferencial en su forma diferencial exacta.

Existe un criterio para una diferencial exacta, dicho criterio enuncia que dado M (z,y) y
N(x,y) sean continuas y que tienen primeras derivadas parciales continuas en un regién
rectangular R definida pora < x < by ¢ < y < d, entonces se dice que una condicién

necesaria y suficiente para que M (x, y)dx + N(x,y)dy sea una diferencial exacta es

OM _ ON

- 1.1
oy ox (1.13)

esto queda expresado de mejor manera con el siguiente teorema.

Teorema 1.5.1: Criterio de exactitud

Suponga que las primeras derivadas parciales de M (x,y) y N(x,y) son continuas

en un rectangulo R. Entonces
M (z,y)dx + N(z,y)dy = 0

es una ecuacion exacta en R si y sélo si la condicion de compatibilidad

oM ON
a_y(xay> = a—m(%y)

se cumple para toda (x,y) en R.

Es preciso entender este criterio enunciado en el teorema 1.5.1 propuesto ya que
servird para identificar si una ecuacion diferencial es exacta o no y de ello depende para
posteriormente aplicar el respectivo método de solucién, es conveniente mostrar este

criterio con un ejemplo antes de pasar a demostrar el teorema 1.5.1

Ejemplo 1.5.7: Aplicacion del criterio de exactitud para una ED

Dada la siguiente ecuacion diferencial determina si es exacta

2z —1)dr + 3y + T)dy =0
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Solucién. Primero se identificara la funcion M (z,y) y N(z,y)
N(z.y) = By+7)

entonces se tiene que

oM _ on
oy  Ox
0 =0

con eso se compruebe que en efecto la ecuacion diferencial (2o — 1)dz + (3y + 7)dy =0

es una ecuacion exacta.

Ahora en el siguiente ejemplo se verd una ecuaciéon que no cumple con dicho criterio.

Ejemplo 1.5.8: Aplicacion del criterio de exactitud para una ED

Dada la siguiente ecuacion diferencial determina si es exacta

(2x + y)dx — (x + 6y)dy =0

Solucién. Primero se identificard la funcion M (x,y) y N(x,y)

M(z,y) = (2z+y)

N(z,y) = (—z—06y)

entonces se tiene que

oM ON
IR Lo
oy T Ox
entonces
oM, ON
y ox

con eso se compruebe que en efecto la ecuacion diferencial (2x + y)dx — (z + 6y)dy =0

no es una ecuacion exacta.

Observacion. Por ejemplo las ecuaciones diferenciales

4ay® + 4 43y
———dr+dy=0 dr + ———d
43y Ty y x+4xy3+4y

no satisfacen las condiciones de compatibilidad.
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Demostracion del teorema 1.5.1. Para este teorema se considera dos aspectos importantes
los cuales son la compatibilidad y la exactitud, como se pudo evidenciar en los ejemplos
propuestos se buscaba que se cumpla OM /0y = ON/dx, que son las parciales mixtas
OM/0z0y , ON/Oydx de una funcién F(x,y), dicha igualdad queda garantizada por
el teorema del cdlculo que afirma que las segundas parciales mixtas son iguales si son
continuas ademds por hipétesis del teorema 1.5.1 también queda evidenciado que las

funciones M (z,y) y N(x,y) deben ser continuas, por lo cual esta parte queda sustentada.

Ahora se deducira una férmula para una funcién F'(x,y) que cumpla 0F/0x = My

0F /0y = N, se procede a integrar la primera ecuacién con respecto a x se tiene

F(x,y) Z/M(fv,y)dwrg(y) (1.14)

hay que tener en cuenta que en vez de utilizar C' para representar las constante de
integracion se escribi6 ¢(y). Este hecho se realiza debido a que y permanece constante al
integrar con respecto a x, por esto la constante podria depender de y. Para determinar g(y)
se deriva ambos lados de la ecuacién (1.14) con respecto a y, de esa forma se obtiene

OF

0

luego al despejar ¢'(y) en la ecuacién (1.15) se tiene

J(y) = g—z(w,y) - (%/M(w,y)dx

como 0F/0y(x,y) = N(x,y), asi la ecuacion nos queda

B
g'(y) = N(x,y) - a—y/M(a:,y)d:z: (1.16)

Observacion. Aunque el lado derecho de la ecuacion (1.16) indica un posible dependencia
de z, las apariciones de esta variable deben cancelarse, pues el lado izquierdo ¢'(y) solo

depende de y.

Nota. Notese que la expresion

NGy - 5 [ Moy

es independiente de x debido a

B B} ON 0 [0 ON OM
B — N _— — = — = — B — = —— — =
pe { (z,9) o / M (r,y)dl’} o oy ( " / M (m,y)dw> 5 gy 0
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Asi al integrar la ecuacion (1.16) con respecto de y se puede determinar g(y) salvo una

constante numérica, a partir de las funciones M (x,y) y N(z,y)

o) = [ Ny - | [8% / M(w,y)dx} dy

Para finalizar la demostracion es necesario probar la condicién (1.13) lo cual implica
que Mdz + Ndy = 0 es una ecuacién exacta, asi se debe mostar una funcién F'(z,y) que
satisface O0F /0x = M y OF /Oy = N, para probar esto nos debemos fijar en el andlisis
que se realiz6 en la ecuacion (1.14) que sugiera a esta ecuacion como una posible funcién
F(z,y), donde ¢'(y) estd dada por (1.16), con estas consideraciones se define F'(z,y)

cOomo
Fla.y) = / M(t,y)dt + g(y) (1.17)

se considera (g, yo) es un punto fijo en el rectdangulo Ry ¢g(y) queda determinada, salvo

una constante numérica, estd dada por la ecuacioén

a xT
g'(y) == N(z,y) — a_y/ M (t,y)dt (1.18)

A continuacién se mostrard de forma resumida el método para resolver ecuaciones

diferenciales exactas.

Método de solucion:

a) Sila ecuacién M (z,y)dx + N(x,y)dy = 0 es exacta, entonces F/0x = M, se

procede a integrar esta dltima ecuacién con respecto a x para obtener
Fla) = [ Ma.g)do + 9(0)

b) Para determinar g(y), se calcula la derivada parcial con respecto a y en ambos lados
de la ecuacién F(z,y) = [ M(z,y)dx + g(y) y se sustituye N por F/dy, de esa

manera se puede hallar ¢’'(y).

34



1.5. Métodos de solucién para ED de primer orden

c¢) Integrar ¢'(y) para obtener g(y) salvo una constante numérica, luego al sustituir g(y)

en la ecuacion F(z,y) = [ M(z,y)dz + g(y) se obtiene F'(x, y).

d) La solucion de M (z,y)dx + N(z,y)dy = 0 estd dada de manera implicita por
F(x,y)=C.
Nota. Se puede iniciar el procedimiento anterior bajo la suposicién

depués al integrar N con respecto a y , luego derivando el resultado que se obtiene, se

encontrard las ecuaciones que son andlogas a (1.14) y (1.16), asi

fa) = [ Ny +1) y 1@) = Mo - 5 [ NGy

Ejemplo 1.5.9: Soluciéon de ED exacta

Resolver

(57 + 4y)dx + (47 — 8y*)dy = 0

Solucién. Primero se identifica que M (x,y) = 5z + 4y y N(x,y) = 4z — 8y>, luego

oM 41— ON
oy Oz
como se cumple la condicidn, entonces existe una funcién f(x,y) tal que
of of 3
—=5r+4y ——=4r-8
o7 T + 4y ay x Y

Integrando la primera de estas ecuaciones respecto de z se tiene

fla,y) = 202 4yt 9(y)

2
luego se toma la derivada parcial con respecto a 'y
g—; =4z + ¢'(y)
ahora se iguala el resultado a N (z,y) = 4z — 8y°
dr+g'(y) = 4o -8y’
Jy) = -8
/ Jy) = / —8y’dy
gly) = —29*+C
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finalmente se tiene la solucién implicita es

5
53:2 +day — 2y = C

Ejemplo 1.5.10: Soluciéon de ED exacta

Resolver

(2y%z — 3)dz + (2yz® +4)dy =0

Solucién. Primero se identifica que M (z,y) = 2y*z — 3y N(x,y) = 2yz? + 4, luego

como se cumple la condicién, entonces existe una funcién f(x,y) tal que

of _
or

2y%r — 3 8—f = 2y2® + 4
dy

Integrando la primera de estas ecuaciones con respecto de x se tiene

flz,y) = 2*y* — 3z + g(y)

luego se toma la derivada parcial con respecto a 'y

af_ 2 /
a—y—2yx +9'(v)

ahora se iguala el resultado a N (z,y) = 2yz* + 4

ur +g'(y) = 2ya*+4
gy) = 4
/ gy = / 4dy
9(y) = +C

finalmente se tiene la solucién implicita es

22y -3 +4y=C
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1.5.5 Ecuaciones lineales

Definicion 1.5.6: Ecuacion lineal

Una ecuacion diferencial de primer orden de la forma

a1 (z)== + ao(z)y = g(z) (1.19)

se dice que es una ecuacion lineal en la variable dependiente .

Cuando la funcién g(x) = 0 en (1.19), entonces dicha ecuacién se la llama homogénea
y si g(z) # 0 entonces es una ecuacion no homogénea. Generalmente se usa la forma
estandar de una ecuacion lineal, para llegar a la forma estandar hay que dividir ambos lados
de la ecuacién (1.19) entre el coeficiente a; (), asi se obtiene una forma mads util, donde
se formard una funcién P(z) = ag(x)/ai(x) y una funcién f(x) = g(z)/a;1(z), la nueva
ecuacion sera de la forma:
dy

o P P@y = f(z) (1.20)

Para la ecuacidn (1.20) se busca una solucién en un intervalo 7, donde las funciones Py

f sean continuas.

La ecuacidn diferencial (1.20) tiene la propiedad de que su solucidn es la suma de las

dos soluciones y = y. + v, donde ¥, es una solucién de la ecuacion homogénea asociada

y

por otro lado y, es una solucién particular de la ecuacién no homogénea (1.20).

Para ver lo que esa propiedad dice se tiene que

d% [Ye + 4] + P(2) [ye + yp] = l% + P(x)yc} + {% + P(rc‘)yp} = f(z) (1.22)

La ecuacidn (1.21) es separable, por lo que se puede determinar ., se debe escribir la

ecuacion (1.21) de la siguiente forma

% + P(z)dz =0

luego se procede a integrar
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dy + P(x)dx
)
dy
Y

Ye

—P(x)dx

/ —P(x)dx

_ / P(a)dz + k

o~ | Pla)dotk
6—fP(x)dxek

Ce™ J P(z)dz

donde k es una constante y C' = ¢*

Asf se obtiene la expresion y. = Ce~J P(#)4 por comodidad se escribira y, = Cy, (x)
donde y; = e~/ P(®)d= g5i se tiene una expresion y. = C'y; (), luego se utiliza el hecho de
que

dy,

%—FP(:L')yl:O

con lo cual se determinard y,,.

Para definir una solucién particular de la ecuacién (1.20) se utilizard un procedimiento
que se denomina variacién de pardmetros cuya idea es encontrar una funcién u tal que
yp = u(2)y,(x) = u(x)e” S P@ que sea una solucién de la ecuacién (1.20). Dicho de
otra forma la suposicién para y, es la misma que y. = C'y; (x) pero C' se ha sustituido por

el pardmetro variable u, luego sustituyendo y, = uy; en la ecuacién (1.20) se tiene

dz
d
u% + P(z)uy; = f(x)
du dy,
it A o) =
N +de + P(x)uy f(z)
dy, du
[% +P<33)Z/1} Tty = f(z)
du
0] + 02 = o)
por tanto
o fa)
yld:z: BEA
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ahora separando las variables e integrando se obtiene

o f@)
du = yl(l‘)d
" f@) .

y1(x)

dado que y, () = e~/ @4 se puede ver que 1/y,(z) = e/ @) por lo tanto

Yp = UY1

_ ( (x) d:)s) o~/ P(x)dz

yi(z)
_ e—fP(x)da: / efP(m)da:f(x)dx

luego se tiene que

Yo +yp = Ce—fP(ac)dx + e—fP(:c)dx / ef P(I)dxf(l')dll' (1.23)

Si la ecuacién (1.20) tiene una solucién, debe ser de la forma de la ecuacion (1.23),
asi para resolver la ecuacién (1.20) de una forma mads sencilla es conveninte multiplicar

el P@)1dr nor 1a ecuacién (1.23)

efP(x)dmy =c+ /efP(w)dwf(J;)dx (1.24)

recordando que u(z) = [ fl ((Z)) dx es el factor integrante, luego se deriva la ecuacion (1.24)

Yy

d
dx [efp(x)dx?/] = el PO® f(z) (1.25)
asi se obtiene
d
el PN di - P(x)el @My — of P@)d ¢ () (1.26)

este tltimo resultado se divide para e/ P(*)4* y asf se obtiene la ecuacién (1.20).

Meétodo de solucion de una Ecuacion Diferencial Lineal de Primer Orden

1) Poner la ecuacién lineal en la forma estandar.

ii) Identificar P(x) de la forma estdndar y luego hallar el factor integrante u(z)
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iii) Multiplicar la forma estdndar de la ecuacién por el factor integrante. Recordar

que el lado izquierdo de la ecuacidn resultante es la derivada del factor integrante

y e = f(x)
d
- [efP(x)d:cy] _ ef P(x)dxf(x)

1v) Finalmente integrar ambos lados de esta tltima ecuacion y despejar la variable y.

Ejemplo 1.5.11: Solucién de una ED lineal homogénea

Resolver

Soluciéon. Se puede resolver por separacion de variables como se habia mencionado
anteriormente, pero para este ejercicio se desarrollara por el método de solucién de una
Ecuacién Diferencial Lineal de Primer Orden, se indentifica que la ecuacion diferencial
que se pide resolver ya estd en la forma estdndar y se puede ver que P(x) = 4 por tanto el

factor integrante es

ef4dx _ €4r

luego se multiplica el factor integrante por la ecuacion diferencial que se propone en el

ejercicio y nos queda

Resolver

Soluciéon. Como la ecuacién estd en la forma estandar se procede a buscar el factor

integrante, P(x) = 4 entonces

ef4da: — ol
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luego multiplicando el factor integrante a toda le ecuacion planteada en el ejemplo se tiene

que
d
€4x_y 4 464xy — 864:7:
dx
d
% [€4xy:| — 8641

luego integrando se tiene
e4a:y — 264:1: 4 C

la solucion explicita es y = 2 + Ce4,

Observacion. De los dos ejemplos que se plantearon se observa que el ejemplo (1.5.12) es
la suma de dos soluciones es decir y = y. + y,, donde y. = Ce~** que es la solucién de
la ecuacion homogénea del ejemplo (1.5.11) y y, = 2 que es la solucion particular de la

ecuacion no homogénea ¢y’ + 4y = 8.

Ejemplo 1.5.13: Solucién de una ED lineal

Resolver

Solucién. Dado que la ecuacion propuesta no estd en la forma estandar se procede a dividir

toda la ecuacion por x para llevarla a la forma estdndar, asi se tiene que

dy 'y _
— — = =uwsenz
dr =z
se identifica que P(x) = —1/xy f(x) = x senx, se procede a hallar el factor integrante
efP(a:)dz _ ef—%dz
= e Inx
= (L’_l

Ahora se multiplicard a la ecuacion propuesta en la forma estandar por el factor integrante

dy 'y
— -2 = zxsenzt
der =«
d
1% -1y = g lrsenx
dx T
d .
— |z = senzx
dx[ y
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luego se integra ambos miembros de la ecuacion

ly = /senxdx

'y = —cosx+C
finalmente la solucién en su forma explicita es

y=—xcosz + xC

Ejemplo 1.5.14: Solucién de una ED lineal

Resolver

d
&y +ycotx =2cosw
dx

Solucién. Se indentifica que la ecuacion propuesta es una ecuacion lineal de primer orden y
ademds ya estd en su forma estandar con lo que se procede a indentificar que P(z) = cot x

y f(z) = 2 cos x, de tal modo que el factor integrante es

ef P(z)dz __ ef cot zdz
eln | sen x|
= senx

ahora se multiplicard cada término de la ecuacidén propuesta por el factor integrante

dy
senz— +ysenxcotr = 2cosxsenz
dx
dy cosS T
senr—— + ysenx = 2cosxsenzt
dz sen x
dy
senxd——i—ycosx = 2cosxsenz
x

como el miembro de la izquierda de la ecuacidn anterior es el desarrollo de la derivada del

producto y sen x, se tiene que

d
— [ysenz] = 2coszsenzx
T
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luego integrando ambos miembros de la ecuacién

ysenr = /2COS£L‘S€H$

ysenz = sen’z+C

finalmente la solucién en su forma explicita es

Yy = senzx -+
sen x

y = senxz+ Ccscx

Observacion. Como P(z) = cotz tal que su dominio es domP = R — {k7}, donde
ke Zy f(x) = 2cosx cuyo dominio es domf = R, los coeficientes son continuos en
todo x € R excepto en los que x = k7 con k € Z y asi se concluye que la solucién general

y un intervalo de solucién es

y=senz + Ccscz, z€ (0,m)
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ECUACIONES DIFERENCIALES DE
SEGUNDO ORDEN

2.1 Definiciones

En esta seccion dejamos atrés las ecuaciones diferenciales de primer orden donde se trabajé
con ecuaciones donde solo se tenian derivadas de primer orden, pero que sucede en el
caso que se encuentre una derivada de segundo orden, para este caso se presentard las

definiciones y la forma en como resolver las ecuaciones diferenciales de segundo orden.

Una ecuacioén diferencial ordinaria de segundo orden es una ecuacion que liga la variable
independiente x , una funcion incégnita y = y(z) y su segunda derivada y” y presentan la

siguiente forma

F(z,y,y") =0 (forma implicita)

o se puede despejar la derivada de mayor orden

y" = f(z,y) (forma explicita)

Observacion. A la funcién y = y(x) se le conoce como funcién incégnita.

Definicion 2.1.1:

Se dice que una ecuacién diferencial de segundo orden es lineal si tiene la siguiente

forma
az(x)y" + ay(z)y’ + ao(x)y = g(x) (2.1)

donde las funciones ag(z), a1 (), as(z) y g(x) dependen solamente de la variable .




Capitulo 2. ECUACIONES DIFERENCIALES DE SEGUNDO ORDEN

Este tipo de ecuaciones cumplen con la propiedad de poder ser consideradas como

operadores lineales, de aqui surge el concepto para poder encontrar sus soluciones.

Para la solucién de una ecuacion diferencial de segundo orden se considera una ecuacion
F(z,y,y") = 0y se llama solucién de dicha ecuacién a toda funcién ¢(z) tal que
F(z,¢(x), ¢ (x),¢"(x)) = 0, en otras palabras, una solucién de una ecuacién diferencial
de segundo orden es toda funcién que sustituida junto con sus derivadas en la ecuacion

conduce a una identidad.
2.1.1 Tipos de Soluciones
Las soluciones de una ecuacion diferencial de segundo pueden ser de tres tipos:

Solucion general: se llama asi a una expresién de la forma ¢ (x, y, C;, Cy) = 0, donde C}

y (5 son constantes arbitrarias.

Ejemplo 2.1.1: Solucién general

Dada la ecuacion y” + 2y’ — 3y = 0 donde la solucién general para esta ecuacion es

y = Cre73% 4 Cye®

Solucion Particular: son las soluciones que se obtienen fijando el valor de las constantes

arbitrarias C'; y C5 de la solucién general.

Ejemplo 2.1.2: Solucién Particular

Dada la ecuacién 2%y” — zy’ +vy = 0 donde la solucién particular para esta ecuacién

esy=3x—4xlnzx

Solucion Singular: Son aquellas soluciones que no estdn incluidas en la solucién
general, es decir, que no se pueden obtener a partir de la solucién general asignando un

valor conveniente a las constantes.

Ejemplo 2.1.3: Solucion Singular

Dada la ecuacién y = x3’ — (3')? donde la solucién general para esta ecuacion es

y = Cx — C? y donde la solucién singular es y = z%/4
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2.1. Definiciones

2.1.2 Problemas de Cauchy o de valores iniciales

Toma el nombre de problema de Cauchy de segundo orden o problemas de valores iniciales
al conjunto formado por una ecuacién diferencial ordinaria de segundo orden en forma

explicita y dos condiciones iniciales, esto es, un problema de la forma

as(z)— + ay(x)== + ap(x)y = g¢g(x) (Ecuacién diferencial)

y(xo) = yo,y(x1) = w1 (Condiciones iniciales)

se puede revisar el ejemplo de la seccion 1.4.2 donde se detalla el proceso.

La existencia y unicidad es muy importante, cabe recalcar lo que se vid en la seccion
1.4.1 y la seccién 1.4.2 donde se explica lo referente a las condiciones con las cuales se
garantiza la existencia y unicidad de una solucién de un problema con valores iniciales
de primer y segundo orden, ahora se enunciard el siguiente teorema donde se resume la

existencia de una solucidn tnica para el problema de Cauchy de segundo orden.

Teorema 2.1.1: Existencia de una solucion anica

Sean as(z), a1(z), ap(z) y g(z) continuas en un intervalo I, y sea ay(x) # 0 para
toda x en este intervalo. Si z = z( en cualquier punto en este intervalo, entonces
una solucién y(x) del problema con valores iniciales de segundo orden existe en el

intervalo y es unica.

47



Capitulo 2. ECUACIONES DIFERENCIALES DE SEGUNDO ORDEN

2.1.3 Conceptos basicos

Definicion 2.1.2: Dependencia Lineal

Un conjunto {f, fa, ..., fn} de funciones definidas en un intervalo I, si existen

constantes C', Cs, . . ., C},, no todas iguales a cero, tales que
Cih+Cfo+ - +Cofn=0

es decir,

Cifi(z) + Cofa(z) + -+ + Crfu(x) =0

para todo x en el intervalo /. Por otro lado si todas las constantes son iguales a cero,

se dice que f1, fo, ..., f, es un conjunto linealmente independiente.

Es necesario tomar en consideracion la deficion del Wronskiano

Definicion 2.1.3: Wronskiano

Dadas las funciones fi, ..., f, se define su wronskiano como el determinante
fi(z) fo() fa(2)
fi(z) f3(x) fu(2)
W[fhufn](x): ' 2,

Proposicién. Si un conjunto de funciones {fi, ..., f,} continuas con derivadas de orden
n continuas es linealmente dependiente en un intervalo (a, b), entonces el wronskiano es

igual a cero en (a, b).

La proposicién anterior da condiciones necesarias para la dependencia lineal de un
conjunto de funciones, pero la condicién propuesta no es suficiente. Si el wronskiano de un
conjunto de funciones es cero en (a, b) no se puede concluir que el conjunto es linealmente

dependiente, de la proposicion 2.1 lo que si es cierto es la negacion, es decir,

Corolario 2.1. Sea {f1,..., f.} es un conjunto de funciones continuas con derivadas

de orden n en un intervalo (a,b). Si el wronskiano W (fi,..., f,) es diferente de cero
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por lo menos en un punto xy € (a,b), entonces el conjunto { fi,..., f,} es linealmente

independiente.

Ejemplo 2.1.4: Dependencia lineal

Mostrar que las funciones fi(x) = €%, fo(x) = e7%, f3(x) = 2¢* — e~ * son:
a.- Linealmente dependientes.

a.- Mostrar que W (f;(x), fo(x), f3()) = 0.

Se puede observar que es evidente la dependencia lineal ya que f3(x) se la puede obtener
como una combinacién lineal de f(z) y fa(x) con lo cual se tiene una expresién de la

siguiente forma:

f3(x) = 2f1(x) — falx) = 2f1(2) — fo(x) — f3(x) =0

Para el segundo literal se debe resolver el Wronskiano.
e’ e’ 2ef—e"
W(f1($),f2($),f3($)> = | —eF 2+ e7F

= % —2"+2"+e " +2" —e "

(& (&

- [e‘f‘ —2e" + 2" — 7" + 2" + e_m]

=0

Se concluye que las funciones fi(z), f2(x) y f3(x) son linealmente dependientes.

Ejemplo 2.1.5: Independencia lineal

Demuestre que las funciones f(x) = e y g(z) = e ® son linealmente

independientes en R.
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Capitulo 2. ECUACIONES DIFERENCIALES DE SEGUNDO ORDEN

Debido a que el Wronskiano es

w (ex, e_x) =

— 240

para todo = que pertenece a R y por el Corolario 2.1, se concluye que las funciones f y g

son linealmente independientes en R.

2.2 Ecuaciones reducibles a primer orden

Si una ecuacion diferencial de segundo orden no contiene a x o0 no contiene a y, ésta puede
reducirse a una ecuacion diferencial de primer orden por medio de un adecuado cambio de

variable, se puede usar los siguientes cambios de variable:

d*y dy ) . dy
p i f <a:, %) , Cambio de variable z = e
d2y dy . . / d2y
pr i f <y, @) , Cambio de variable z' = pre]

Ejemplo 2.2.1: Resolver la ecuacion diferencial

Dada la ecuacion
l‘y” + y/ — 1

para x > 0.

Solucién. Al realizar la sustitucién z = dy/dx la ecuacién toma la forma

2 +z=1
o equivalentemente se tiene
dz
r—=1-=z
dz

Si z = 1, entonces y = = + C, que evidentemente es solucion de la ecuacién para toda

C eR.
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2.2. Ecuaciones reducibles a primer orden

Si z # 1, usando el método de variables separables se tiene que

dz  dx
11—z oz
/ dz dx
1—z T
—lnl—-2 = Inz+C4
e In|1—2z| elnx+C1
eln|lfz\’1 _ 6ln:): +€1C

(1-2)" = z2+C

1
= C
11— r+Cq
despejando z se tiene que
r — Cl
z =
x
donde se sabe que
dy x—C
—_—= 7 =
dx x
y
Cl == :]:6_0

luego reemplazando el cambio de variable y usando el método de separacion de variables

se tiene que

@ B LL'—Cl
de T
- C
dy = a Ldx
T

/dy = /$;01dx

finalmente la solucién en su forma explicita es

y=x—Cilnx+ Cy
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Capitulo 2. ECUACIONES DIFERENCIALES DE SEGUNDO ORDEN

Admitiendo que C'; puede tomar cualquier valor real, ésta es la solucién general de la

ecuacion en el intervalo (0, co).

Ejemplo 2.2.2: Resolver la ecuacion diferencial

Dada la ecuacion
4y//\/§ — 1

si la derivada es con respecto a «

. J

Solucién. Notar que las funciones constantes y = C' no son soluciones de la ecuacién
diferencial, suponer entonces que y no es una constante. Se usard el cambio de variable
2 = dy/dz por lo que 2z’ = d?y/dx?, ademas la ecuacion diferencial para este ejercicio

solo contiene a la variable y, la ecuacién que se propone en el ejemplo toma la forma

4y//\/§ —
d*y
427 —
de\/g
42y =
dz
ydy

ddz [y =
4dz =

QL — — — —
Sl& s

ahora se procede a usar el método de separacion de variables

dy
4/dz: —
VY

4% = 2/5+C
222 = 2,/y+C
2 = Jy+C

es decir que

dy
%—:I:\/\/@—i-cl
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2.3. Ecuaciones homogéneas

entonces

/si%ﬁf:i/“

para resolver la integral del lado izquierdo se hace una sustitucion

w=1/y+Ci

con lo que 4w(w? — Cy)dw = dy de donde resulta que

¢/77%ﬁf::4/@ﬁ_qu

y asi se obtiene que

+C e
4 M—Cl \/§+C’1 —|—02::l:$

njw

2.3 Ecuaciones homogéneas

Cuando se tiene una ecuacion diferencial lineal de n-ésimo orden de la forma

mn

d"y "ty dy
an(x)% + an_l(x)m + ...+ al(x)% + ao(x)y =0 (22)

se dice que es una ecuacién homogénea, por otro lado una ecuacién de la forma

dny dn—l

an(x)% + a1 ()

Yy
dxn—l

d
+...+ al(x)d—i + ap(x)y = g(z) (2.3)

donde g(z) # 0, se dice que que es no homogénea.

Por ejemplo, 43" + ¢y — 10y = 0 es una ecuacién diferencial lineal homogénea de
segundo orden, mientras que 2x3y"” + 6y’ + 6y = €® es una ecuacién diferencial lineal de
tercer orden no homogénea. El término homogénea en este contexto no hace referencia a

los coeficientes que son funciones homogeneas.

Observacion. Para las funciones coeficientes, es decir, a;(z) coni = 0,1,...,ny g(z)

deben ser continuas, ademds a,,(z) # 0 para toda = en un intervalo.
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Capitulo 2. ECUACIONES DIFERENCIALES DE SEGUNDO ORDEN

Cuando se trabaja con ecuaciones diferenciales homogerieas de segundo orden tienen la
forma

as(z)— + obl(x)—a7 +ap(z)y =0 2.4
y cuando no sea una ecuacion homogénea de segundo orden tendra la forma

d? d
ax(@) 5 + (@) 7+ ao(w)y = g(a) 2.5)

Observacion. Para resolver una ecuacién lineal no homogénea, primero es necesario

resolver la ecuacion homogénea asociada

Operadores diferenciales:

El simbolo D toma el nombre operador diferencial ya que convierte una funcion derivable
en otra funcién. Por ejemplo, D(cos 7x?) = —14z sen(7z?) y D(4x*—122%) = 162> —24x.
Las derivadas de orden superior se expresan en términos de D de la siguiente manera:

d (dy y 2 d™y
e S - 7 5 — D D = D - J n
dz (dm) dz? (Dy) (y) 'y, en general e D"y

donde y representa una funcién suficientemente derivable [Zill.2013]. Para expresiones
polinomiales en las que estdn inmersas D como por ejemplo D + 12, 2D* + 5D — 8y
2423 D3 + 172*D? + 8x D + 13, son también operadores diferenciales. En un sentido mds

general, se define un operador diferencial de n-ésimo orden u operador polinomial como
L= a,(2)D" + ap_1(z2)D" '+ - + a1 (2)D + ap(x) (2.6)
y un operador diferencial de segundo orden se define como

L = ay(x)D? 4 ay(x) D + ag(z) 2.7

Como una consecuencia de dos propiedades basicas de la derivada, D(C'f(x)) =
CDf(z), C es una constante y D{f(x)+g(z)} = Df(z) + Dg(x), el operador
diferencial L tiene una propiedad de linealidad, en otras palabras, L operando sobre
una combonacioén lineal de dos funciones derivables es lo mismo que la combinacién lineal

de L operando en cada una de las funciones, esto se expresa como

L{af(x) + Bg(x)} = aL(f(x)) + BL(g(x)) (2.8)
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donde « y S son constantes. Como resultado de (2.8) se dice que el operador diferencial de

n-ésimo orden es un operador lineal [Zill.2013].
Ecuaciones Diferenciales

Para cualquier ecuacion diferencial lineal se puede expresar en términos de la notacién
D. Por ejemplo dada la ecuacion diferencial 2y” + 8y’ + 20y = 10z — 6 se puede escribir
como 2D?y + 8Dy + 20y = 10z — 6 que es una forma compacta de escribir la ecuacién
diferencial, otra forma de escribirla es tomando como factor comin la variable y, por lo

que se tiene (2D? + 8D + 20) y = 10z — 6.

Usando la ecuacion (2.6), se puede escribir de una forma mas compacta las ecuaciones

(2.2) y (2.3) con lo cual se tendrd una expresion como la siguiente

Lly)=0y L(y) =g(x) (2.9)

respectivamente.
Principio de superposicion

Para el siguiente teorema se observard que la suma o la llamada superposiciéon de dos o

mas soluciones de una ecuacion diferencial lineal homogénea es también una solucién.

Teorema 2.3.1: Principio de superposicion de ecuaciones homogéneas

Sean v, . . ., yx soluciones de la ecuacion diferencial homogénea de n-ésimo orden

en un intervalo /. Entonces la combinacion lineal
y = Cry1(x) + Coya(x) + - - - + Cryr ()

donde las C; con7 = 1,2, ..., k son constantes arbitrarias, también es una solucién

del intervalo.

Demostracion. Se demuestra el caso k = 2. Sea L el operador diferencial que se defini6

en la ecuacion (2.6) y sean y; () y y2(x) soluciones de la ecuacion diferencial homogénea

L(y) = 0.
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Si se define y = Cyy;(x) + Caya(x), entonces por la linealidad de L se tiene que

L(y) = L{Cw(z)+ Coya(z)}
= C1L(y1) + C2L(y2)

= C1-0+C5-0
=0
|
A partir de este teorema se tiene dos corolarios que enuncian los siguiente
A) Un midltiplo constante y = Cy;(z) de una solucién y;(z) de una ecuacién

diferencial lineal homogénea es también una solucién.

B) Una ecuacion diferencial lineal homogénea tiene siempre la solucion trivial y = 0.

Ejemplo 2.3.1: Superposicion de una ED homogénea

Las funciones 3; = e~3% y 5 = €%* son soluciones de la ecuacién lineal homogénea

y" — 1y — 12y = 0 en el intervalo (—oo, 00).

Por el principio de superposicion se tiene que la combinacion lineal

y = Cre " + Cye™”

es también una solucidn de la ecuacion en el intervalo.

Ejemplo 2.3.2: Superposicion de una ED homogénea

Las funciones y; = 2 y 3, = z* son soluciones de la ecuacién lineal homogénea

22y" — 62y’ + 12y = 0 en el intervalo (0, c0).

Por el principio de superposicion se tiene que la combinacidn lineal

y = Ciz® + Cou’

es también una solucion de la ecuacion en el intervalo.
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2.3. Ecuaciones homogéneas

Ejemplo 2.3.3: Superposicion de una ED homogénea

Las funcién y = €™ es una solucién de la ecuacién lineal homogénea

y' — 9y + 14y = 0.

Dado que la ecuacién diferencial es lineal y homogénea, se considera al multiplo
constante y = C'e™ como una solucién, para algunos valores de C' se observa que y =
27e™, 1a solucién trivial y = 0, y = —+/82¢7®, en otras soluciones de la forma y = Ce’,

son todas soluciones de la ecuacion diferencial propuesta para este ejemplo.

Dependencia lineal e Independencia lineal

Definicion 2.3.1: Dependencia e Independencia lineal

Se dice que un conjunto de funciones fi(x), fo(z),..., fu(z) es linealmente
dependienteen un intervalo [ si existen constantes C1, Cy, ..., (), no todas nulas,

tales que

para todo x en el intervalo. Si el conjunto de funciones no es linealmente dependiente

en el intervalo, se dice que es linealmente independiente.

Dicho de otra forma un conjunto de funciones es linealmente independiente en un
intervalo [ si para todas las constantes (', . . ., C,, son cero, es decir, si para toda x en el

intervaloson C; = Cy = ... =C,, = 0.

Esta definiciéon aplicada a un conjunto de dos funciones fi(x)
y  fo(x) consiste en demostar que existen dos constantes C; 'y
(5, ambas distintas de cero, si para toda x en el intervalo

Cif1(z) + Cafa(x) = 0y se supone que C; # 0 se puede inferir que

entonces se entiende que si un conjunto de dos funciones es linealmente dependiente una
funcién es un maltiplo constante de la otra y por el contrario es linealmente independiente

cuando ninguna funcién es multiplo constante de la otra [Zill.2013].
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Ejemplo 2.3.4: Soluciones linealmente independientes

Sean dos soluciones de una ecuacion diferencial 3, = 22 y y, = 5z + 222 probar

que son soluciones linealmente independientes

Para probar este ejercicio lo que se debe hacer es multiplicar por una constante C'; a y; y

Cs5 a 1o, luego se igualan las expresiones con lo cual se tiene

Ciyn = Coys
Cix? = O, (5x—|—2x2)

Cl,TQ = 5CQI'+2CQ$2

se llega a una igualdad de polinomios, cuando se tiene una igualdad de polinomios significa

que los coeficiente de la x del mismo grado deben ser iguales, por lo tanto

C; = 20,
0 = 5C%

se llega a obtener un sistema de dos ecuaciones con dos incognitas, al resolver el sistema

se tiene C; = 0y Cy = 0, por lo tanto las dos funciones son linealmente independientes.

Ejemplo 2.3.5: Soluciones linealmente dependientes

Determine si el conjunto de funciones es linealmente independiente, fi(x) = cos 2z

fa(x) =1, f3(x) = cos® .

El conjunto de funciones fi(z) = cos2z, fo(z) = 1, f3(x) = cos®x es linealmente

dependiente ya que f;(x) se puedo obtener como una combinacion lineal de fo(x) y f3(z)

filz) = (=1)fa(x) + 2f3(x)
filz) = (=1)(1)+2cos’*z

fi(z) = 2cos’z—1
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2.3. Ecuaciones homogéneas

aqui se usa la identidad trigonométrica cos 2z = 2 cos?z — 1.

Soluciones de Ecuaciones Diferenciales Principalmente se busca funciones linealmente
independientes, es decir, se busca soluciones linealmente independientes de una ecuacién
diferencial lineal, resulta que si el conjunto de n soluciones y1, ¥s, ..., ¥, de una ecuacion
diferencial lineal homogénea de n-ésimo orden es linealmente independiente se puede

establecer de una forma un poco mecanica usando un determinante [Zill.2013].

Definicion 2.3.2: wronskiano

Suponga que cada una de las funciones f;(z), fao(z), ..., fn(z) tienen al menos n — 1

derivadas. El determinante

W(f1, fay s fn) =

donde las primas denitan derivadas, se llama el Wronkskiano de las funciones.

Teorema 2.3.2: Criterio para soluciones linealmente independientes

Sean vy, Yo, ..., yn 1 soluciones de la ecuacion diferncial lineal homogénea de
n-ésimo orden en el intervalo /. El conjunto de soluciones es linealmente

independiente en [ siy s6lo si W (y1, ya, ..., yn) 7 0 para todo x en el intervalo.

Cuando hay soluciones de una ecuacién diferencial en un determinado intervalo el

wronskiano es igual a cero o nunca es cero en el intervalo.

Definicion 2.3.3: Conjunto fundamental de soluciones

Cualquier conjunto vy, ..., ¥y, de n soluciones linealmente independientes de la
ecuacion diferencial homogénea de n-ésimo orden (2.2) en un intervalo / es un

conjunto fundamental de soluciones en el intervalo.

Esta definicién hace notar una cuestion bdsica sobre la existencia de un cojunto

fundamental de soluciones para una ecuacion lineal, lo cual se enuncia el siguiente teorema.
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Teorema 2.3.3: Existencia de un conjunto fundamental

Existe un conjunto fundamental de soluciones para la ecuacién diferencial lineal

homogénea de n-ésimo orden en un intervalo /

Cualquier solucién de una ecuacién diferencial lineal homogénea de n-ésimo orden
en un intervalo / se expresa como una combinacién lineal de n soluciones linealmente
independientes en I, es decir, n soluciones linealmente independientes ¥4, o, . . . , ¥, son

los bloques basicos para la solucién general de la ecuacion [Zill.2013].

Teorema 2.3.4: Solucion general; ecuaciones homogéneas

Sea y1, 4o, ..., Y, un conjunto fundamental de soluciones de la ecuacién diferncial
lineal homogénea de n-ésimo orden en el intervalo /. Entonces la solucion general

de la ecuacion en el intervalo es
y = Ciy1(z) + Coya(x) + ... + Cryn(2)

donde C; con i = 1, ..., n son constantes arbitrarias.

El teorema 2.3.3 enuncia que si Y'(z) es alguna solucién de la ecuacién 2.2 en un

intervalo I, entonces se puede econtrar constantes C', Cs, . .., C,, tales que

Se procedera a demostrar el caso cuando n = 2

Demostracion. Sea Y una solucién y y1, y2 soluciones linealmente independites de asy” +
a1y’ + apy = 0 en un intervalo I. Se supone que x = t es un punto en [ para el cual
W (y1(t), y2(t) # 0), se supondré también que Y (t) = k1 y Y'(t) = ko . Si se examinan

las ecuaciones se tendria una expresion como la siguiente

Ciyi(t) + Coya(t) = ka
Cryi(t) + Coyo(t) = ko

De esa forma se puede determinar tanto C'; como C, de manera tnica, para ello la condicién
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2.3. Ecuaciones homogéneas

de que el determinante de los coeficientes debe satisfacer

yi(t) walt)
yi(t) ws(t)

Este determinante no es mas que el Wronskiano evaluado en x = ¢ y por suposicién

£0

W # 0. Si se define G(z) = Ciy1(x) + Caya(x), se puede ver que G(x) satisface la
ecuacion diferencial debido a que es una superposicion de dos soluciones conocidas, asi

G(z) satisface las condiciones iniciales

y Y (z) satisface la misma ecuacién lineal y las mismas condiciones iniciales debido a que
la solucién de este problema con valores iniciales lineal es tnica esto se puede afirmar
debido al teorema 2.1.1, luego se tiene Y (x) = G(x) o expresado de una forma mas clara

seria Y (z) = Cyyi(x) + Coya (). |

Ejemplo 2.3.6: Solucion general de una ED homogénea

Las funciones y; = e 3% y y» = ¢%* son soluciones de la ecuacion lineal homogénea

y" —y' — 12y = 0 en el intervalo (—o0, c0)

Solucién. Por inspeccion las soluciones son linealmente independientes en el eje z, este

hecho se corrobora al observar que el Wronskiano es

e—3m 841

_36—3m 4e4$

— 6—31 . 4e4x _ (_36—3z . 64z)

%% (6—333764:3) _

= 4e* + 3€°
= Te" #£0

para toda z. Se concluye que ¥; y y» forman un conjunto fundamental de soluciones y por

tanto y = Cre3% + Che™® es la solucién general de la ecuacion en el intervalo.

Ejemplo 2.3.7: Solucién general de una ED homogénea

Las funciones y; = e* cos 2z y y, = €” sen 2z son soluciones de la ecuacion lineal

homogénea y” — 2y’ + 5y = 0 en el intervalo (—o0, 00)
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Solucién. Por inspeccion las soluciones son linealmente independientes en el eje x, este

hecho se corrobora al observar que el Wronskiano es

. . e® cos 2x e¥sen2x
W (e® cos 2z, e”sen2x) =
e* cos2x — 2e*sen2x  e¥sen 2x + 2¢e* cos 2x

= (€% cos2x) - (e” sen 2x + 2€” cos 2x)
— (€® cos 2z — 2e” sen 2x) - (e” sen 2x)

= ¢"cos2r - e’ sen2x + e* cos 2z - 2e” cos2x — €” cos 2x - e” sen 2x
+e% sen 2x - 2¢” sen 2x

= 4e"cos2x - 2e” cos 2z + ¥ sen 2x - 2" sen 2z # 0

para toda x. Se concluye que ¥; y y» forman un conjunto fundamental de soluciones y por

tanto y = Ce” cos 2x + Che” sen 2z es la solucion general de la ecuacidn en el intervalo.

2.4 Ecuaciones no homogéneas

Para cualquier funcion y, o también llamada funcion particular, libre de pardmetros
arbitrarios que satisfaga a la ecuacion (2.3) se dice que es una solucion particular de

la ecuacion.

En un sentido general si y1, s, ...,y son soluciones de (2.2) en un determinado
intervalo / y ¥, es cualquier solucion particular de (2.3) en I, se tiene que la combinacion

lineal

y = Cry(z) + Coya() + - - + Cryw(x) + p

es también una solucién de la ecuacién homogénea (2.3), en especifico para ecuaciones

diferenciales de segundo orden se tendria una solucién como la siguiente

y = Ciy1(x) + Coya(x) + yp
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Teorema 2.4.1: Solucion general de ecuaciones no homogéneas

Sea y, cualquier solucién particular de la ecuacién diferencial lineal no homogénea
de n-ésimo orden en un intervalo / y sea ¥y, s, ..., ¥, 1 un conjunto fundamental
de soluciones de la ecuacion diferencial homogénea asociada en /. Entonces la

solucién general de la ecuacion en el intervalo es
y = Ciyi(z) + Coga(z) + ... + Cuyn(T) + 4y (2.10)

donde C; con i = 1, ..., n son constantes arbitrarias.

Demostracion. Sea L el operador diferencial como se defini6 en la ecuacion (2.6) y sean
Y (z) y y,(x) soluciones particulares de la ecuacion no homogégea L(y) = g(z). Si se

define u(z) = Y (x) — y,(x), entonces por la linealidad de L se tiene que

L(u) = L{Y(x) = yp(2)}
= L(Y(2)) = L(yp())
= g(z) —g(x)

esto demuestra que u(z) es una solucién de la ecuacién homogénea L(y) = 0. Asi por el

teorema 2.3.4, se tiene que

u(z) = Ciun(r) + Coya(x) + -+ + Cryn(z)
Y(r) —yp(x) = Ciya(w) + Coya(z) + -+ - + Cryn(2)

Y(z) = Ciy(r) + Coya(x) + -+ + Crpyn() + yp()

Funcién Complementaria

Como se ve en el teorema (2.4.1) que la solucion general de una ecuacién lineal no

homogénea esta compuesta por la suma de dos funciones

y = Ciyi(z) + Coya () + .. + Coyn () + yp(2) = ye() + yp(2)
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La combinacion lineal y.(z) = Cyyi(x) + Coya(x) + ... + Cryn(z) que es la solucion
general de (2.2), se llama funcién complementaria para la ecuacién (2.3), es decir, para
resolver una ecuacion diferencial lineal no homogénea, primero se resuelve la ecuacion
homogénea asociada y luego se encuentra una solucién particular de la ecuacién no

homogénea. La solucion general de la ecuacién no homogénea es entonces

y= funcién complementaria + cualquier solucién particular

en simbolos seria

Y="Yc+ Yp

Ejemplo 2.4.1: Solucion general de una ED no homogénea

Por sustitucion se verifica que la funcién y, = 1/2z? 4+ 3/2z + 7/4 es una solucién

particular de la ecuacion no homogénea

y”—3y’+2y:x2

, . .. . . . / "
Se procedera a verificar la solucion particular, primero es importante obtener y,, y v,

5 3 7
Yp = 51‘ +§x+zl
, 3
Y = 517‘1'5
y = 1

ahora se procede a sustituir y,,, yz'o y y;’ en la ecuacion diferencial

y' =3y +2y = =z

3 1 3 7
1-3 )42 P4+ = 2?
(x+2)+ (21' +2x—|—4> z

9 7
1—3£—§+I2+31’+§ = ZB2

9’)2:1’2
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Para escribir la solucién general, también se debe poder resolver la ecuacion homogénea

asociada

y/// _ 6y/l + 11yl _ 6y — 0

cuya solucién en el intervalo(—o0, 00) es y. = C1e?® + Cye?, por tanto la solucién general

em dicho intervalo es

y = yc+yp
1, 3 7
= G+ Che” + ou’ + ot 7

Ejemplo 2.4.2: Solucion general de una ED no homogénea

Compruebe que dada la familia de soluciones de dos pardmetros se trata de la
solucidn general de la ecuacion diferencial no homogénea en el intervalo indicado,
da la ecuacion diferencial y” — 7y’ + 10y = 24e® cuya solucién general es y =

C1e* + CyeP® + 6e”, definido en el intervalo (—oo, 00)

, . .. . . . / "
Se procedera a verificar la solucion particular, primero es importante obtener y,, y v,

Yy, = 6e”
y, = 6e”
y, = 6e"

ahora se procede a sustituir ¥, ¥, y ¥, en la ecuacién diferencial

y' =Ty +10y = 24€”

6e” — 7(6e”) +10(6e”) = 24e°
6e” —42e” 4+ 60e” = 24e”

6e” + 18e* = 24e"

24e* = 24¢€*
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Para escribir la solucién general, también se debe poder resolver la ecuacion homogénea
asociada

y" =Ty + 10y = 24e* =0
cuya solucion en el intervalo(—oo, 00) es y. = C1e** + Cye5®, por tanto la solucién general

em dicho intervalo es

Yy = Yo+ Yp
= (1% + 0y + 66"

Teorema 2.4.2: Principio de superposicion de ecuaciones no homogéneas

Sean Y1, Yp2, - - - , Ypr cOn k soluciones particulares de la ecuacion diferencial lineal
no homogénea de n-ésimo orden en un intervalo I que corresponde, a su vez, a k
funciones diferentes g1, g2, . . . , gi. Es decir, se supone que y,,; denota una solucion

particular de la ecuacion diferencial correspondiente

an(2)y" + an1(2)y" 7+ A ar(2)y + ao(2)y = gi(), (2.11)
donde ¢ = 1,..., k. Entonces
Yp = Y1(%) + yp2(x) + - + Ypr() (2.12)

es una solucion particular de

an(2)Y" + a1 (@)y" "+ 4 ar1(2)y + ao(2)y = g1 () + ga(x) + -+ - + gi()
(2.13)

Demostracion. Se demostrard para el caso k = 2. Sea L el operador diferencial definido
en la ecuacién (2.6) y sean vy, () y yp2(x) soluciones particulares de las ecuaciones no
homogéneas L(y) = g1(z) y L(y) = ¢2(x), respectivamente. Si se define vy, = y,1(x) +
Yp2(x), se quiere demostrar que y,, es una solucién particular de L(y) = g1(x) + g2(z), se

deduce el resultado por la linealidad del operador L:
L(yy) = {yp(2) + ypa(2)}

= Ly (@) + L{yn(2))

= gi1(7) + g2(7)
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Ejemplo 2.4.3: Superposicion de ED no homogénea

Comprobar que

Yp1 = Dz esuna solucién particular de y” + 2y’ = 10
Yp2 = —a°+x esunasolucién particular de y” + 2y = —4x
Yps = 227+ g es una solucién particular de " + 2y =8z + 5

Por el teorema 2.4.2, en especifico usando la ecuacién (2.12), la superposicion de yy,;,

Yp2 Y Yps NOS da una nueva solucion

Yy = yp1+yp2+yp3
y = 5x—x2+x+2x2+g
13

— g2
y—x+2

es una solucion de

y'+2y = 10—4x+8xr+5

v'+2y = 4dr+15

Se procederd a verificar la solucién particular, primero es importante obtener y,, y v,

= 22+ Ex
Yp = 9
13
/o
)

ahora se procede a sustituir y,,, ?/1/7 y yg en la ecuacidn diferencial
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y'+2y = 4x+15
13
242 (Qx + ?) = 24x + 154¢€”
244x+13 = 4dxr+15

4y +15 = 4x+ 15

2.5 Ecuaciones lineales homogéneas con coeficientes

constantes

El método para resolver ecuaciones lineales homogéneas con coeficientes constantes es un

método que utiliza s6lo dlgebra.

Observaciéon. Al despejar i’ de la ecuacion ay’ + by = 0 se tiene que ¢y’ = —b/ay donde

k = —b/a, resaltando que k es una constante, de esa forma se tiene una expresién y' = ky.

Esta observacion revela la naturaleza de la solucion que se busca, es decir, obtener y.
Existe una tnica funcién elemental no trivial cuya derivada es constante multiple de si
misma, se esta hablando de la funcién exponencial e™*, se procede a sustituir y = ™" y

y' = me™® en la ecuacidn diferencial ay’ + by = 0 con lo que se obtiene

ame™ +be™ = 0

e™(am+b) = 0

Se sabe que €™ no toma el valor de cero para valores reales de x, dicho esto la ecuacién
e™(am + b) = 0 solo se satisface cuando m es una solucién o raiz de la ecuacién
polinomial de primer grado am + b = (. Para mostar este hecho se considera la ecuacién

diferencial 8y’ + 24y = 0.

Observacion. No es necesario realizar la derivacion y la sustitucién de y = ¢™* en la

ecuacion diferencial.

Se pone la ecuacién diferencial propuesta en una forma auxiliar 8m + 24 = 0, se despeja
m y obtiene m = —3 por tanto la solucién de la ecuacion diferencial es y = Cje 3 en el

intervalo (—o0, 00).
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Para resolver ecuaciones diferenciales de segundo orden con coeficinetes constantes se

sigue el proceso que se detalla a continuacion.

Dada la ecuacién diferencial homogénea
ay” +by+cy=0 (2.14)

donde a, b, ¢ son constantes, se trata de buscar una solucién de la forma y = €”* luego
se procede a buscar su primera y segunda derivada, es decir, ¥’ = me™® y m2e™?, estas

expresiones se reemplazan en la ecuacion diferencial (2.14) y se tiene

a (m?e™) +b(me™) +ce™ = 0

e (am2 +bm + c) =0

debido a que ¢™* # () para toda x, por tanto la tinica forma y = e satisfaga a la ecuacion

diferencial (2.14) es tomando m como una raiz de la ecuacién cuadratica

am?> +bm+c=0 (2.15)

Esta ultima ecuacion toma el nombre de ecuacidn auxiliar de la ecuacion diferencial
(2.14), se sabe que al ser la expresion (2.15) una ecuacién cuadrética, por tanto tiene dos

soluciones o raices las cuales por la férmula general se tiene que

—b+Vb? — 4dac

m; =
2a
—b—Vb? — 4dac
mo =
2a

Observacion. Existen tres formas posibles de la solucion general que enmarcan tres

posibles casos

* m; y my son raices reales y distintas cuando el discriminante es b*> — 4ac > 0.
* m; y my son raices reales e iguales cuando el discriminante es b*> — 4ac = 0.

* m; y my son ndmeros conjugados complejos cuando el discriminante es b* —4ac < 0.
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Caso 1: Raices reales y distintas.

Bajo el supuesto que m; y ms son reales y distintas se plantean dos soluciones y; =
Cre™* y yo = Che™?*, ademads estas funciones y; y ¥, son linealmente independientes en
el intervalo (—o0, 00), por lo tanto, forman un conjunto fundamental. La solucién general

tiene la forma:

y = Ce™?* + Coe™** (2.16)

Ejemplo 2.5.1: ED lineales homogéneas con coeficientes constantes de segundo

orden

Obtenga la solucion general de la ED planteada

y' =3y +2y=0

Solucién. La ecuacién auxiliar es m? — 3m + 2 = 0, se analiza que el discriminante es

b —dac = (—3)% —4(1%2)
= 9-8

=1
entonces se tienen dos raices reales y distintas, factorizando se tiene que

(m—2)(m—1) = 0

de donde

por lo que la solucién general es

y = C1e* + Cye”
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Ejemplo 2.5.2: ED lineales homogéneas con coeficientes constantes de segundo

orden

Obtenga la solucion general de la ED planteada

y" + 5y + 6y =0

Solucién. La ecuacién auxiliar es m? + 5m + 6 = 0, se analiza que el discriminante es

b> —4ac = (5)* —4(1%6)
= 2524

=1
entonces se tienen dos raices reales y distintas, factorizando se tiene que

(m+3)(m+2) = 0

de donde

por lo que la solucién general es

y = Cre™ + Che ™

Caso 2: Raices reales e iguales.

Debido a que m; = my se tiene una sola solucién y; = emyx. Analizando un poco
mds a profundidad la férmula cuadrética se halla que m; = —b/2a ya que b* — 4ac = 0,

entonces se plantea una segunda solucién
e2m2x
o mix
Yo = € / T dx

Yo = emlx/da:

mix

Y2 = xe
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Observacion. Se usé el hecho de que —b/a = 2m;.

La solucién general tiene la forma

y = C1e™* + Cowe™” (2.17)

Ejemplo 2.5.3: ED lineales homogéneas con coeficientes constantes de segundo

orden

Obtenga la solucién general de la ED planteada

y' 4+ 8y +16y =0

Solucién. La ecuacién auxiliar es m? + 8m + 16 = 0, se analiza que el discriminante es

b —dac = 8 —4(1x16)
= 64— 64

= 0

entonces se tienen dos raices reales e iguales, aplicando la férmula general para ecuaciones

cuadrdticas se tiene que

por lo que la solucién general es

y = Cre™™ + Cyze™

Ejemplo 2.5.4: ED lineales homogéneas con coeficientes constantes de segundo

orden

Obtenga la solucion general de la ED planteada

y' =4y +4y =0
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Solucién. La ecuacién auxiliar es m? — 4m + 4 = 0, se analiza que el discriminante es

b —dac = (—4)? —4(1x%4)
= 16— 16

= 0

entonces se tiene dos raices reales e iguales, aplicando la férmula general para ecuaciones

cuadraticas se tiene que

m1:m2:2

por lo que la solucién general es

Yy = 016296 + CQZ’€2$

Caso 3: Raices complejas conjugadas.

Dado que m; y my son raices complejas se escribe m; = o + 18y me = a — i3, donde
a'y 3 son mayores que cero y ademds son reales, recordar que i2 = —1, luego se tiene que

la solucién se expresa como:
y = Cle(aJriB)m + C2e(afiﬁ)x

Observacion. En la practica es preferible trabajar con funciones reales en lugar de

exponenciales complejas, preferentemente se usa la formula de Euler:
o

= cosf +isenf

donde 6 es cualquier nimero real.

De la férmula de Euler se deduce que

Pt = cosfr+isenfx y

e P = cosf — +isen Bz
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donde se usaron cos(—fx) = cos Sz y sen(—fz) = —sen Jz. Tome en cuenta que
si primero se suma y luego se restan las dos ecuaciones ¢”’* = cos 3z + isen Bz y

e~ = cos 8 — +isen Bz, se obtiene, respectivamente,

P 4 7T — 9 cos B y P — 7% — 9 gen fr

Puesto que y = Crel @7  Chel@=8)% es una solucién de (2.14) para alguna eleccién
de las constantes C'; y Cs, las elecciones C; = Cy = 1y () = Cy = —1 dan, a su vez, dos

soluciones:

Y = e(oz—l—i/j')x + e(a—iﬂ)x Y yp = €(a+i,8)w _ e(a—iﬁ)x
Pero

n = ev (eiﬁz + e_w"”) = 2e*" cos fx

Yo = e (ewm — e_w’”) = 2ie** sen fx
Por tanto, del corolario A) del teorema del teorema 2.3.1 sobre el princicio de superposicion
de ecuaciones homogéneas, los dos ultimos resultados muestran que e®* cos fz y

€** sen Sz son soluciones reales de (2.14). Ademads, estas soluciones forman un conjunto

fundamental en (—o0, 00), de esa manera, la solucion general es

y = C1e*" cos fr + Cee® sen fr = e (C cos fx + Cysen fx) (2.18)

Ejemplo 2.5.5: ED lineales homogéneas con coeficientes constantes de segundo

orden

Obtenga la solucion general de la ED planteada

y' =4y +5y =0

Solucién. La ecuacién auxiliar es m? — 4m + 5 = 0, se analiza que el discriminante es

b —dac = (—4)* —4(1%5)
= 16 —-20

= -4
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entonces se tiene dos raices que son nimeros conjugados complejos, aplicando la férmula

general para ecuaciones cuadréticas se tiene que

meo = 2—1

donde o« = 2y 8 = 1por lo que la solucién general es

y = e** (C) cosz + Cysen )

Ejemplo 2.5.6: ED lineales homogéneas con coeficientes constantes de segundo

orden

Obtenga la solucion general de la ED planteada

2" +2y' +y=0

Solucién. La ecuacion auxiliar es 2m? + 2m + 1 = 0, se analiza que el discriminante es

b* —dac = (2)? —4(2%1)
= 4-38

= —4

entonces se tiene dos raices que son nimeros conjugados complejos, aplicando la férmula

general para ecuaciones cuadriticas se tiene que

-1+
m =
! 2
—1—3
moy = 5

donde o« = —1/2y 8 = 1/2 por lo que la solucién general es

2

1 1
y = e3® (Cl cos §$ + Cy sen —x)
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2.6 Coeficientes indeterminados

En la seccon anterior se vio como resolver una ecuacion diferencial homogénea mediante
coeficientes constantes lo que sirve para dar una solucién complementaria y. que es es
la solucién de la ecuacién homogénea asociada, ahora cuando se tiene una ecuacion

diferencial lineal no homogénea con coeficientes constantes
any™ + ap 1y -+ ary + agy = f(@)
en su forma general y para ED de segundo orden se tiene
azy” + a1y’ + aoy = f(x)

para resolverla es preciso conocer una solucién particular llamada y,, la cual junto con la

solucién complementaria dara la solucion general
Yy = Yet U
en un sentido general una solucion para la ecuacion diferencial no homogenea seria
y=Cuy + Coyo + -+ Cpin + 4 (2.19)
y para el caso de una ED no homogénea de segundo orden la solucién seria

y = Ciy1 + Coya +

En esta seccidn se presentard dos métodos para hallar la solucidn particular lo cuales

son el método de superposicion y método del anulador.

Método de superposicion

Este método enuncia que la idea fundamental es una conjetura acerca de la forma de y,
. El método general se limita a ED lineales como (2.11), es decir, este método solo se
puede aplicar a una clase bastante restringida de funciones F'(z) y tiene la ventaja de ser
un método sencillo de aplicar, es importante conocer la siguiente definicion antes de hablar

sobre el método de resolucion [Cerda Romero & Morocho Yaucan.2018].
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Definicién 2.6.1: Funcién de tipo C'/

Se llama funcidn de tipo C'I a las funciones que tienen la siguiente forma:
1. 2™ paratodon > 0
2. Sea e** donde « es una constante diferente de cero.
3. sen(ax + () donde o'y 3 son constantes y donde o # 0.
4. cos(ax + () donde av y (3 son constantes y donde o # 0.

5. Cualquier funcién que se pueda conseguir como una suma finita de productos

finitos de funciones de las clases anteriores.

Nota. Se dice que g(z) = K donde la K es una constante, donde g(x) = K es una funcién

polinomial.

las siguientes funciones son algunos ejemplos de los tipos de entradas g(x) que cumple

con la definicién 2.6.1:
g(x) =69, g(x)=22%— 102, g(x) =24z —15+e*, g(z) =sen3z — 5z cosdr

El método de coeficientes indeterminados no es aplicable a ecuaciones de la forma (2.11)
cuando

1
g(x) =Inz, g(x)=—, g(r)=tanz, g(r)= sen !z
x

entre otras funciones que son del mismo tipo como las que se mostraron anteriormente

[Zi11.2013].

Observacion. Si bien una funcién de tipo C'I pertenece a una clase restringida de funciones,
esta cubre una gama bastante amplia de funciones que tienen la ventaja de aparecer en
muchas aplicaciones fisicas, ademds el método de coeficientes indeterminados es aplicable

Unicamente a funciones del tipo C'I.

Ahora se procederd a dar un definicién sobre lo que es un conjunto asociado a una

funcién de tipo C'1
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Definicién 2.6.2: Conjunto asociado a una funcién de tipo C'/

Sea f una funcién de tipo C'I. Se llama cojunto C'] asociado a la funcién f al
conjunto C'I; formado por la funcién f y todas las funciones de tipo C'I que se

consiguen de f por la derivacion.

Por ejemplo se considera a la funcién f definida como f(z) = z*, se sabe que f es
un funcién de tipo C1, luego es 16gico hallar el conjunto C'I asociado a z*. Al derivar

3

se consiguen las funciones de tipo C'I siguientes: %, x®, 2%, x, 1. Por tanto, el conjunto

Clx?) es

Cla') = {a*,2° 2% 2,1}

En el siguiente ejemplo se  procederd a ir detallando el
método que permite hallar la  solucion 'y, 'y luego  determinar

la  solucibn general de la ecuacion diferencial de segundo orden

as(x)y" + ay(z)y' + ag(z)y = g(x).

Ejemplo 2.6.1: Solucion general usando coeficientes indeterminados

Resolver la siguiente ecuacion diferencial

' +2 —y=2>—3x+6

Solucion. Paso 1.- Consiste en resolver la ecuacion homogénea asociada es decir la
ecuacion y” + 2y’ — y = 0, usando la ecuacién auxliar m? + 2m — 1 = 0 se debe hallar las
raices, para lo cual se usa la férmula general para resolver ecuaciones de segundo grado, asi
dichas raices son m; = —1+ V2 ymo =—1— V2, con lo cual la funcién complementaria

€S

Yo = Cle<_1+ 2)w X 026—(1+ﬁ)x

Paso 2.- Debido a que la funcién g(z) es un polinomio cuadrético, se supondra que una

solucién particular es también de la forma de un polinimio cuadrético;

y, = Az’ + Bz + C
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Se requiere determinar coeficientes A, By (' para los cuales y, es una solucion para la

ecuacién diferencial propuesta. Ahora sustituyendo y,, y las derivadas
y,=2Acr+B 'y y; =2A
en la ecuacion (2.12), se tiene que completando la sustitucién propuesta se obtiene

2A+2(2Ax+ B) — (A’ + Bt +C) = 2* —32+6

2A+4Ax +2B—Az> —Br—C = 2>—3x+6

Ahora procedemos a armar el sistema, se supone que la dltima ecuacién es una identidad,
los coeficientes de los exponentes semenjantes a  deben ser iguales, reordenando la

expresion, entonces se tiene
(—A)2* + (4A—B)r +(2A+2B-C) =2 - 31 +6
con lo cual se establece el siguiente sistema

A =1
4A-B = -3

2A+2B-C = 6

resolviendo el sistema de ecuaciones se obtiene

A= -1
= -7
C = -2

cin lo cual la solucién particular
R
Yp = —ax° — Tx — 22
Paso 3.- La solucion general de la ecuacion dada es

Yy = Y+ Yp
y = CrelHV2)r oy e (0V2)r _ 02 7y 99
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Observacion. Es importante considerar el conjunto asociado a una funcién de tipo C'/
ya que dependiendo de ese conjunto C']; se llegard a suponer la forma que debe tener la
solucion particular para posteriormente hallar los coeficientes para los cuales y, es una

solucién para la ecuacién diferencial az(z)y” + a1 (x)y + ao(z)y = g(z).

Ejemplo 2.6.2: Solucion general usando coeficientes indeterminados

Resolver la siguiente ecuacion diferencial

y' —y +y=2sen3x (2.20)

Solucion. Paso 1.- Consiste en resolver la ecuacion homogénea asociada es decir la
ecuacién y”’ — v’ + vy = 0, usando la ecuacién auxliar m? — m + 1 = 0 se debe hallar las

raices, usando el criterio del discriminante se tiene

b —dac = (=12 —4(1*1)
= 1-4

= -3

por lo que se tiene dos raices complejas conjugadas, para lo cual se usa la férmula general

para resolver ecuaciones de segundo grado, asi dichas raices son

1+/3i

my = 2
1—+/3i
my = —

donde o = 1/2'y 8 = v/3/2, con lo cual la funcién complementaria es
1 3 3
Yo = e2” <01 cos %x + Cy sen \/7_1;)

Paso 2.- Una suposicién adecuada para hallar la solucién particular v, seria Asen 3z,
pero debido a que las derivadas sucesivas de sen 3x dan sen 3z y cos 3z, llevaria a suponer

una solucién particular de la forma
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yp = Acos3x + Bsen3x

se debe hallar y, y y,,, entonces:

y, = —3Asen3z + 3B cos3z

y, = —9Acos3z — 9B sen3x

ahora se procede a sustituir los resultados en la ecuacion diferencial propuesta:

v'—y +y = —9Acos3z —9Bsen 3z + 3Asen3x — 3B cos 3z + Acos3x + Bsen3x
= cos3z(—9A —-3B+ A) +sen3z (—9B + 3A + B)

= (-84 —3B)cos3z + (—3A —8B)sen3x

entonces

' —y' +y=(—8A—3B)cos3z + (—3A — 8B) sen 3z = 2sen 3z

ahora se procede a armar el sistema, pero antes tiene que quedar claro que

v'—y +y=(—84—3B)cos3z + (—3A — 8B)sen 3z = 0 cos 322 sen 3z

ahora procedemos a armar el sistema:

—8A—-3B = 0
3A—8B = 2

resolviendo el sistema de dos incognitas y dos ecuaciones se tiene que
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por lo cual la solucién particular seria

6 16
Yp = %COS&L’ — 7—3$en3:1:

Paso 3.- Como paso final es escribir la solucién general de la ecuacién diferencial propuesta

para este ejercicio

Yy = yc“‘yp

3 3 6 16
y = 3 (C’l CoS gx + Cysen %x) + 7 cos 3xr — 7 sen 3x

Observacion. La forma que se supone para dar una expresion para la solucién particular
Y, €s una intuicion educada, es decir, no es una intuicion a ciegas. Esta intuicion educada
debe considerar no solo los tipos de funciones que componen a g(z) sino también las

funciones que conforman la funcién complementaria y,

Método del anulador

Se sabe que una ecuacién diferencial

asD*y + a1 D + agy = g(7) (2.21)
donde
d*y dy
D%y = —Z Dy = -2
y dz? y 2y dzx

es una notacién mds simplificada usando los operadores diferenciales, ademds la ecuacién
(2.21) puede ser escrita como L(y) = g(x), donde L denota al operador diferencial de
segundo orden

asD? + a1 D + aq

Observacion. La notacién de operador es una abreviatura conveniente, los operadores
diferenciales permiten en cierta forma justificar las reglas para hallar la forma de la solucién
particular y,, con lo que para esta seccion no existe reglas especiales para hallar la forma
de y,, la forma de y, se deduce al instante una vez que se halla un operador diferencial

adecuado que anula a g(x) en (2.21).
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Antes de presentar el método de solucién es importante tener claro dos conceptos, los

cuales se presentaran a continuacion.

Factorizacion de operadores
Se tiene los coeficientes coeficientes as,a; y ap son constantes reales, un operador

diferencial lineal (2.21) puede ser factorizado como el polinomio caracteristico

asm?* + aim + ag (2.22)

siempre y cuando sea factorizable. Si r; es una raiz de la ecuaciin auxiliar
2 _
aom”+aym—+ayg =0

entonces L(D —ry)P(D), donde P(D) es una expresién polinomial el cual es un operador

diferencial lineal de orden n — 1.

Para que se pueda comprender, es preciso dar un ejemplo, considerar el operador
D? + 9D + 20 el cual se factorizar como (D + 5) (D + 4) y al ser la multiplicacién una
operacién con la propiedad de ser conmutativa, también se puede expresar la factorizacion
que se obtuvo como (D +4) (D + 5). Por lo que si una funcién y = f(x) tiene una

segunda derivada entonces

(D*+9D+20)y=(D+5)(D+4)y=(D+4)(D+5)y

Observacion. Los factores de un operador diferencial con coeficientes constantes

conmutan.

Considerar la ecuacion diferencial y” + 10y’ + 25 = 0 la misma que puede ser escrita

como:

(D*+10D+25)y = 0 o puede ser escrita como
(D+5)(D+5) = 0 opuede ser escrita como

(D+5)> = 0
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Operador Anulador

Definicion 2.6.3: Operador Anulador

Si L es un operador diferencial lineal con coeficientes constantes y f es una funcién

suficientemente derivable tal que

L(f(x)) =0

entonces se dice que L es un operador anulador de la funcién.

\. J

Observacion. El operador D anula una funcién constante y = K debido a que DK = 0.
El operador diferencial D? anula la funcién y = x ya que la primera y segunda derivada
de z son 1y 0 respectivamente. De forma similar con el operador D3z% = 0 y asi en forma

general con D"z 1.

Definicion 2.6.4: Operador Diferencial

El operador diferencial D™ anula cada una de las funciones

y si se tiene D? anula a las funciones

l.z

Observacion. Por la definicion anterior, en consecuencia y debido a que la derivacién se

puede hacer término a término, un polinomio de la forma:
Co+ C1 X + Cox® + -+ Cpqz™ !

se anula al encontrarse un operador que suprima la potencia més alta de x.

Definicion 2.6.5: Funciones que se anulan por un Operador Diferencial

Las funciones que se anulan por un operador diferencial lineal de segundo orden
L, son aquellas funciones que se consiguen a partir de la solucién general de la

ecuacion diferencial homogénea L(y) = 0.

Esta definicién es validamente aplicable para funciones que se anulen por un operador

diferencial de n—ésimo orden.

84



2.6. Coeficientes indeterminados

Definicion 2.6.6: Anuladores

El operador diferencial (D — «)" anula cada una de las funciones

En general sucede que la ecuacién auxiliar de la ecuacin diferencial homogénea
(D—a)"y = 0es (m — «)” = 0, dado que « es una raiz que tiene multiplicidad n,

la solucién general es

y = C1e® + Come™ + Cax?e®™ + -+ + Cpz™ e

. 2 sz 1: ., .
y si (D — a)”y = 0, la ecuacién auxiliar serfa (m — «)? = 0, entonces se entiende que «

tiene multipicidad n = 2, la solucién general tendria la forma

y = Cre™ + Cywe™”

Ejemplo 2.6.3: Operadores Anuladores

Hallar un operador diferencial que anule a la funcién dada

72 + 1022 — 14

Solucién. Un operador para la expresién dada seria D*2® = 0 de modo que

D* (72 + 102* — 14) =0

Sean o'y [, donde 8 > 0 son ndmeros reales, la férmula cuadritica revele que
[m? — 2am + (a® + B?)]" = 0 tiene raices complejas o + i3 y o — i3, ambas raices
de multiplicidad n y por el estudio de las raices complejas congujadas en el método de

coeficientes indeterminados por el método de superposicion se tiene la siguiente definicion.
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Definicion 2.6.7: Anuladores

El operador diferencial [D? — 2a.D + (a? + 3%)]" anula cada una de las funciones

n—leaa:

e®® cos fr , e cosfx, x2e™ cos Bz, ..., n cos fx,

e*®sen fr , xe™®senfx,r’e™senfz,...,n" e sen fx

Si el operador diferencial es [D? — 2D + (o2 + (2)]%, anula a las funciones

e*cosfr , xecosfr,

e*“senfr , re*“senfx

Ejemplo 2.6.4: Operadores Anuladores

Hallar un operador diferencial que anule a la funcién dada

e~ cos 5 — 124 sen b

Solucién. De acuerdo a la inspeccion de las funciones e~

cos 5 'y e 4 sen bz, se puede
ver que « = —4 y 8 = 5. De acuerdo a lo enunciado en la definicién 2.6.7, se tiene el

operador anulador

D?* —2aD + (o® + 7
D* = 2(-4)D + ((—4)* + (5)%)
D?* +8D + 41

el cual anulard a cualquier funcién que sea combinacién lineas de la funcién propuesta

de~* cos bx — 12e % sen Hz.

Observacion. En el caso que a = 0y n = 1, el cual es un caso especial de la definicién

2.6.7 es decir
cosfxr =0
(D*+67)
sen fxr =0
lo que conlleva, por ejemplo D? + 36 anularé a cualquier combinacion lineal de sen 6x y

cos 6x.
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Proposicion. Sea L, y L, operadores diferenciales lineales con coeficientes constantes
tales que L; anula a y;(x) y L anula a yo(z), pero L1(y2) # 0y La(y1) # 0. Entonces el

producto de los operadores diferenciales L Ly anula a la suma Cy; () + Coys(z).

Demostracion. Al ser L un operador diferencial lineal tal que L(y;) = 0y L(y2) = 0,
entonces se supone que L anulard a la combinacién lineal Cyy; (x) + Caysa (), se procederd
a usar la linealidad y el hecho de que L Ly = L. L, es decir, que los operadores conmutan

por tanto

LiLy(yy +12) = LiLa(y1) + L1La(y2)
= Lo[Li(y1)] + L1 [La(yo)]
== L2 . O + Ll : 0

= 0

Asi queda demostrado que el producto de los operadores diferenciales L Lo anula a la

suma C1y; (x) + Caya(z). |

Observacion. El operador diferencial que anula una funcién no es tinico. Es importante
buscar un operador diferencial para una funcién y = f(x) tal que, dicho operador sea del

minimo orden posible que anule a f(x).

Si se tiene L(y) = g(x) una ecuacién diferencial lineal con coeficientes constantes y en
la que g() consiste en sumas y productos finitos de funciones, en otras palabras, g(z) es

una combinacidn lineal de funciones como:
K, x™ zme™ xme* sen fxr y x™e* cos fx

donde m es un entero no negativo y a5 € R, entonces g(z) puede ser anulada por un
operador diferencial L; de menor orden, que es producto de los operadores D", (D — «)"

y (D% = 2aD + o?B2)" [Zill.2013].

Observacion. Si se multiplica L, ala expresion L(y) = g(x) se tiene L1 L(y) = Lig(z) =
0, con lo cual se llega a tener una solucién particular ¥, para la ecuacién original no
homogénea L(y) = g(x), luego se procede a sustituir esta expresion supuesta en L(y) =

g(x) para hallar una solucién particular explicita.
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Recordar que la solucién general de una ecuacion diferencial no homogénea L(y) =
g(x), es decir, y = y. + y,, donde y, es la solucion general de la ecuacién homogénea

asociada L(y) = 0.

Observacion. La solucion general de cada ecuacion L(y) = g(z) se define en el intervalo

(—00, 00).

Ahora se mostrara el método de solucion mediante el siguiente ejemplo:

Ejemplo 2.6.5: Solucion general usando coeficientes indeterminados

Resolver

2y// + y/ _ 3y — 4372

Solucién. Paso 1.- Primero se resuelve la ecuacién homogénea asociada 2y + 3’ — 3y = 0,
para lo cual usamos la ecuacién auxiliar 2m? 4+ m — 3, haciendo usa de la férmula general
para resolver ecuaciones de segundo grado se obtiene las raices m; = 1y mg = —3/2 por

consiguiente la funcién complementaria es

Yo = Cre™" + Coe >

Paso 2.- En este paso se busca el operador anulador, en este caso el operador anulador
para 4z serd el operador diferencial D3, se ve que D? (2D* + D — 3)y = 4D32?, es lo
mismo que

D?(2D*+ D —3)y=0 (2.23)
para lo cual se requiere de la ecuacién auxiliar de quinto orden en (2.23)
m?® (2m® +m —3) =0

sencillamente se obtienen las raices m; = mg = m3 = 0,my = 1y ms = —3/2, por lo

tanto la solucién general es
y = Oy + Coz + Csa® + Cye™® + Cse /% (2.24)

debemos entender que los términos Cye™® + Cse /2% en la ecuacion (2.24) es la funcién

complementaria para la la ecuacion propuesta en el ejemplo 2.6.5, dicho esto se argumenta
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que una solucion particular y, también debe satisfacer la ecuacion (2.23), esto nos indica

que los términos restantes de la ecuacion (2.24) deben tener la forma bésica de y,:
yp = A+ Bx + Ca” (2.25)

de manera conveniente se ha remplazado C'y, Cy y Cs por A, B y C respectivamente. Para
que la ecuacion (2.25) sea una solucién particular de 2y” + 3/ — 3y = 422, es necesario
encontrar coeficientes A, B'y C. Se procede a encontrar la primera y segunda derivada de

la ecuacién (2.25)

y,=B+2Cx, y y, =2C
esta estas expresiones se sustituyen en la ecuacion 2y” + 3y’ — 3y = 422 y se obtiene

2y +y, — 3y, = 4a’
2C + B+2Cx —3A+3Bx+3C2* = 42°

Ahora procedemos a armar el sistema de ecuaciones, se supone que la tltima ecuacién
es una identidad, los coeficientes de los exponentes semenjantes a = deben ser iguales,

reordenando la expresion, entonces se tiene
(3C) 2>+ (2C +3B)x + (=3A+ B +2C) = 42° + 02 4+ 0
con lo cual se establece el siguiente sistema de ecuaciones

3C = 4
2C+3B = 0

—3A+B+2C = 0

resolviendo el sistema de ecuaciones se tiene

16
T
4
¢ =3
por lo tanto, la solucién particular es
16 8 4,

yp:2—7—§x+§x
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Paso 3.- La solucién general de la ecuacién 2y” + v — 3y = 422 es

Yy = yc+yp

16 8 4
y = yo=0Ce" + C26_3/2x + ﬁ — 51’ + 5332

En resumen el método del anulador parate de la ecuacion diferencial L(y) = g(x) que

tiene coeficientes constantes y la funcién g(z) consiste en sumas y productos finitos de

constantes, polinomios, funciones exponenciales e, cosenos y senos para lo cual sigue

un procedimiento detallado como lo se explican en los siguientes pasos:

1.-

2.7

Encontrar la funcién complementaria y. para la ecuacion homogénea asociada

L(y) = 0.

Operar ambos lados de la ecuacién no homogénea L(y) = g(x) con un operador

diferencial L; que anula a la funcién g(z).

Determinar la solucidn general de la ecuacion diferencial homogénea de orden dos

Eliminar de la solucién del paso 3 los términos que se duplican en la solucion
complementaria y. encontrada en el paso 1, luego se procede a formar una
combinacion lineal y, de los términos restantes, asi se tiene la forma de una solucion

particular de L(y) = g(x).

Sustituir la solucién particular encontrada y, en el paso 4 en L(y) = g(x), se iguala
los coeficientes de las distintas funciones en cada lado de la igualdad y se resuelve el

sistema resultante de ecuaciones para determinar los coeficientes desconocidos de

Yp-

Con la solucion particular encontrada en el paso 9, se procede a formar la solucion

general y = y. + y, de la ecuacion diferencial dada.

Variacion de parametros

Se ha dado un método para resolver coeficientes indeterminados, un método en el cual se

busca una solucién particular cuando la ecuacion tiene coeficientes constantes y el término
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no homogéneo es decir la funcién g(x) es de un tipo C'I como ya se explic6 anteriormente,
mientras que el método de variacién de pardmetro sirve para cualquier funcién g(x) como

por ejemplo:

d?y B
ery = tanx
d2
d—z—i—Qy = 2In3x
T

entre muchas otras funciones.

El método de variacion de pardmetro busca hallar una solucién particular de una
manera mds general de n—ésimo orden o en este caso interesa que sea segundo orden,
ademads este método puede aplicarse a ecuaciones lineales con coeficientes variables
[Cerda Romero & Morocho Yaucdn.2018], es decir, se presentard un método para resolver
ecuaciones diferenciales de segundo orden el cual serd de caracter mds general para hallar
soluciones particulares, para empezar considere la siguiente ecuacion lineal no homogénea

de segundo orden

ay” + by’ + cy = g(t) (2.26)

y considere {y;(t), y2(t)} dos soluciones linealmente idependientes para la ecuacién no

homogénea correspondiente

ay’ +by +cy=0

con lo cual se sabe que para construir una solucién general de dicha ecuacién homogénea

se tiene

yn(t) = Cryr (t) + Coya(t) (2.27)

donde C'; y (5 son constantes, como se requiere hallar una solucién particular de la
ecuacion no homogénea, entra en juego la estrategia de la variaciéon de parametros que
consiste en reemplazar las constantes de la ecuacién (2.27) por funciones de ¢, en otras

palabras, se requiere hallar una solucion de las forma
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Yp(t) = vi(t)ya(t) + va(t)ya(t) (2.28)

Al momento de introducir dos funciones incognitas v (¢) y vo(t) , el razomiento lleva a
esperar que se pueda imponer dos ecuaciones sobre estas funciones, como es de esperar
una de estas ecuaciones proviene de la ecuacion (2.26), lo que se procede es a sustituir
y,(t) de la ecuacién (2.28) en la ecuacién (2.26), pero para poder realizar esto es necesario

calcular la primera y segunda derivada de y,(t)

yp(t) = vi(®)yi(t) +or(D)yr(t) + va()ya(t) + va(t)ys(t)

yp(t) = (Wi()y1(t) +v5(8)ya(t) + (1 ()i () + v2()ya(t))
se ha agrupado los términos de una forma conveniente para luego proceder a simplificar los
célculos y evitar las segundas derivada de segundo orden para las incognitas v, y v cuando

se calcule la segunda derivada de y,(t), para lo cual es necesario imponer la siguiente

condicion

(01 ()1 (t) + v5(t)y2(t)) = 0 (2.29)

con lo cual la expresion y,(t) toma la forma

Yp(t) = (v1 D)y (t) + va(t)y5(t)) (2.30)
ahora se calcula y; (1)
Yp () = Vi (0w (£) + v (£ (1) + v5(0)ys(t) + va ()5 (1) (2.31)

por consiguiente al sustituir y,(t), y,,(t) y ¥, (t) en la ecuacién (2.26) se tiene

9 = ay, +by, +cyp

g = a(vyy + vyl +v5ys + vayy) + b (n1y) + vays)) + ¢ (viyr + vaye)
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agrupando los términos de una forma conveniente se tiene

g = avyy +avyy + avyys + avayy + buryy + buayh + cviys + cvays
g = a(Viyy +vays) +aviyy + avayy + buiyy + buays + cvryr + cvays
g = aViyy 4+ vhys) + v (ay + 17 + byi + cyr) + avayly + buayh + cvays

g = a(Vy; +vyys) + v1 (ay + 1" 4+ byy + cyr) + va (ayy + bys + cy)

como se considero la ecuacién homogénea de segundo orden ay” + by’ + cy = 0, entonces

9 = a(y +vyys) +v1(0) 4 v2(0)

g = a(vyy; + voys)

ya que y; y Y2 son soluciones de la ecuacion g = ay;,’ + byz’) + cy, se tiene que

V1Y) + VyYy = % (2.32)

con lo cual si se puede hallar v; y vy que satisfaga las ecuaciones (2.29) y la ecuacion

(2.32), es decir,

(01 (D (1) + v(t)2(t)) = 0, (2.33)

O () +a()ys(t) = == (2.34)

entonces la solucion particular y,, serd una solucion particular de (2.26). Ahora para obtener
v1 'y v, se debe resolver el sistema lineal propuesto en (2.33) y (2.34) en términos de v y

v4, usando la regla de Cramer se tiene

/ . _g<t)y2(t) o _
wW) = R0 - nowo) * Y

gty (t) (2.35)
— Y

ay1(t)ys(t) — yi()ya2(t)]
donde la expresion en corchete en el denominador es el llamado Wronskiano que nunca se

anula de acuerdo con el lema . Luego al integrar estas ecuaciones se obtiene finalmente
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by —g(t)ya(t) o () — g(t)y ()
”l(”‘/ T O — 0w 2(”‘/ T~ O

En resumen el método de variacién de parametro enuncia segtin [Nagle et al.2000]
enuncia que:
Método de Variacion de Parametros
Para determinar una solucién particular de ay” + by’ + cy = g es necesario entender los

siguientes pasos:

a) Se hallan dos soluciones linealmente independientes {y;(t), y2(¢)} de la ecuacién

homogénea correspondiente y se considera
yp(t) = v1(t)y1(t) + v2(t)y2(t).

b) Se determinan vy () y vo(t) resolviendo el sistema que contempla a las ecuaciones

(2.33) y (2.34) en términos de v} (t) y v)(t) y se integra.

c) Se sustituye v;(t) y v(t) en la expresion para y,(¢) y asi obtener una solucion

particular.

Observacion. En el paso b) pueden ser usadas las ecuaciones propuestas en (2.36), pero
considere su uso dependiendo con la funcién que esté trabajanddo ya que v (t) y vo(t) son

faciles de derivar, por tanto no es aconsejable memorizar la ecuacién (2.36).

Ejemplo 2.7.1: Variacion de parametros

Determinar la solucién general de

Y |~ tant
— = tan
a2 Y

Solucion. Se puede observar que dos soluciones independiente de la ecuacion homogénea

2y" +y = 0son cosy y sent, con lo cual se plantea la solucién particular

yp = C1(t) cost + C5(t) sent
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la cual se obtiene por el método de coeficientes constantes, ahora se construye una solucién

particular y, a partir de y., donde las constantes son funciones v; y v2 que se quiere hallar:
Yy, = v1(t) cost + vy(t) sent

se procede solamente a calcular la primera derivada

y, = vy (t) cost —vi(t)sent + v5(t) sent + vy(t) cost

aplicando el porceso visto en el desarrollo del método y para facilitar las simplificaciones

se asume que v} (t) cost + v4(t) sent = 0, por lo tanto

y, = —vi(t)sent + vy(t) cost

de esa manera aplicando el sistema que se propuso en (2.33) y (2.34) se tiene

(cost) vi(t) + (sent)vy(t) = 0

(—sent)vi(t) + (cost)vy(t) = tant

se debe hallar v} y v}, para ello se usard la regla de Cramer, primero se determinard el

determinante de la matriz A

sent cost
cost —sent
en donde

det A= —sen’t —cos’t = —1

como el determinante de la matriz A es distinto de cero entonces la solucién queda

determinada por

det Al

=t =12
v det A !

continuando con el proceso, la matriz A; es la matriz que se obtiene de la matriz A

reemplazando cada columna de la matriz A por un vector columna correspondiente a las
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constantes del sistema propuesto

0 sent
vy = det = —senttant
tant cost
cost 0
vy = det =costtant = sent
—sent tant
Asi se llega a obtener
vi(t) = —senttant
vh(t) = sent

Al integrar se obtiene

sen t tan tdt

-/
ult) = / Sf:stt
e

1 — cos? t
Cost

_ cos?t
a cost cost

= —/(sect—cost)dt

= —/sectdt+/costdt

= —lIn|sect + tant| + sent

/ ve(t) = / sen tdt
v(t) = / sen tdt

= —cost

dado que se necesita una solucién particular, por ese motivo se iguala las constantes para
hacer mds sencillos los calculos, al sustituir vy (£) y v2(t) en y, = v1(t) cost + va(t) sent

se tiene
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Yp(t) = (sent —In|sect + tant|) cost + (—cost)sent

simplificando la expresién
Yp(t) = —(cost)In|sect + tant|
lo que lleva a decir que la solucién general es

y(t) = Cycost + Cysent — (cost) In(sect + tant)

En el siguiente ejemplo se puede ver una forma un tanto mds detallada para resolver una

ecuacion diferencial por el método de variacion de pardmetros.

Ejemplo 2.7.2: Variacion de parametro

Determinar la solucién general de

Y +y=sec’z

Solucion. Primero se procede a resolver la ecuacion diferencial homogénea asociada
i
y +y=0

mediante el discriminante b> — 4ac y planteando la ecuacién auxiliar m? + 1 = 0, se sabe

que

b —dac = 0—4(1-1)

= —4
por tanto, se tendrd dos raices complejas conjugadas, aplicando la férmula general para

resolver ecuaciones cuadréticas se tiene que m; = ¢y mg = —1, la solucidn tiene la forma

y = C1e* cos fr + Cee™ sen B

donde o = 0y 8 = 1, entonces
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y=Cicosx+ Cysenx

Para resolver la ecuacién diferencial no homogénea es necesario encontrar una solucién
particular y, de y” + y = sec® x, se considera la solucién y,. en la que se cambian las

constantes C y Cs por vy y vy respectivamente

Yp = V1 SEN T + Uy COS T

ahora se aplicaran las ecuaciones vistas en (2.36) para hallar v; y vs.

2

Se considera y; = senx, yo = cosz 'y g(x) = sec” x, ahora se calculard el Wronskiano

senx COS

W(senz,cosx) = =-1
cosT —senx
Luego se debe resolver
x
v = — yQIgjé )dx
x
vy = _y11g/‘(/ )dx

desarrollo: primero hallamos v,

cos xsec?
v, = — —1d$

v = /Coszlcsec2 xdx

v = / COS X sec x sec xdx

usando la identidad trigonométrica cos x sec x = 1, se tiene

v = / sec xdx

v = |secx + tanzx|
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Observacion. No hace falta sumar una constante de integracién ya que Gnicamente se

busca una funcion.

Usando la identidad trigonométrica sec x = 1/cosx para vy, te obtiene

sen r sec?
Vg = —  dx

-1
Vg = — / sen  sec? xdx
Vg = — / sen x sec r sec xdx
v9 = — [ senx sec xdx
cosx

sen x
Vg = — secxdx

cos T
Vg = — / tan x sec xdx
Vg = —secx

se ha hallado v; y vy, a partir de esto se puede hallar la solucién particular y,

Yp = UISENT + Uz COST
Y, = |secx 4+ tanx|senx — secxcosw
Yy, = senzx|secx +tanx| — 1

finalmente se obtiene la solucién general

Yy = yc+yp

y = Cicosz+ Cysenz +senz|secx + tanz| — 1

2.8 Ecuaciones de Cauchy-Euler

En los métodos expuestos anteriormente se pudo encontrar soluciones explicitas de
ecuaciones lineales de segundo orden en las cuales los coeficientes eran constantes pero con

este método las cosas cambian se busca la solucion a una ecuacion lineal con coeficientes
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variables donde la solucién general se expresa en términos de potencias de x, senos,
cosenos y funciones logaritmicas. Cabe recalcar que el método que se va a presentar es
similar al de ecuaciones con coeficientes constantes en los cuales se debe resolver una

ecuacion auxiliar [Zill.2013].

Una ecuacion diferencial de la forma

2

aga:Q% + G,Q.Q?;l—i + apy = g(x) (2.37)
donde los coeficientes ay, a; y ag son constantes, se le atribuye el nombre de ecuacién de
Cuachy-Euler, esta ecuacion se caracteriza por tener grado k£ = 0, 1, 2 de los coeficientes
monomiales z* los cuales coinciden con el orden & de la derivacion d*y/dx*, por ejemplo

para las ecuaciones de segundo orden x? y d?y/dz* donde el k = 2 coincide.

Observacion. El andlisis para la solucion general de la eciacion diferencial homogénea
parte de la ecuacion
2
2 d7y dy

—2 fde—= =0
ax dx2+ xdx—i—cy

Luego se procede a resolver la ecuacion diferencial no homogénea a*y” + by’ +cy = g(z)

mediante el método de variacién de pardmetros.

Nota. El coeficiente az? de " es cero en x = 0, es necesario garantizar que los resultados
del teorema 2.1.1 sobre la existencia de una solucidn tnica puedan aplicarse a la ecuacion

de Cauchy-Euler, ademds hay que hallar las soluciones definidas en el intervalo (0, o)

Observacion. Las soluciones en el intervalo (—oo, 0) se consiguen al sustituir £ = —x en

la ecuacion diferencial.

Método de solucion: Segiin [Zill.2013] se probara una solucién de la forma y = 2™,
donde m es un valor que se debe determinar. Andlogo a lo que sucede cuando se sustituye
€™ en una ecuacion lineal con coeficientes constantes, al sustituir ™ en cada término de
una ecuacion de Cauchy-Euler se convierte en un polinomio en m veces ™ de esa manera

se tiene

d? d
ar?SY ey cy = am(m—1)z™ + bmz™ + cx™

dx? dx
= (am(m —1)+bm+c)z™
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con lo cual y = 2™ es una solucién de la ecuacion diferencial siempre que m sea una

solucion de la ecuacion auxiliar
am(m—1)+bm+c=0 o am’*+ (b—a)m+c=0 (2.38)

Observacion. Se debe considerar tres casos distintos que dependen si las raices de esta
ecuacion cuadrética son reales y distintas, reales e iguales o complejas, en el tltimo caso

las raices aparecen como un par conjugado [Zill.2013].

Caso I: Raices reales y distintas Sea m; y ms las raices reales de (2.38), donde se
cumpla que m; # ms. Entonces y; = 2™ y y, = 2™ forman un conjunto fundamental

de soluciones [Zill.2013]. Por lo tanto, la solucién general es

y = Cix™ + Cha™? (2.39)

Ejemplo 2.8.1: Raices distintas

Resolver
d?y dy
22°—2 4+ 4x—~ — 4y =0
v dx? + xd:v 4

Solucién. Memorizar la ecuacién (2.38) no es la mejor opcidn para abordar el problema,
sino mas bien suponer que y = ™ como la solucion para entender el origen y la diferencia
entre esta nueva forma de ecuacion auxiliar y la forma que se obtubo cuando se abordo
las ecuaciones lineales homogéneas con coeficientes constantes, cuya solucién general es

y = Cre™® + Che™2*,
Se deriva dos veces la expresion y = x™

@ _ m—1 d2y

o = mat T, o = m(m — 1)z™ 2

luego se sustituye las expresiones obtenidas en la ecuacién diferencial

d d
2x2£ + 4xd—z —d4y = 22%-m(m — )™ + 4z - ma™ ! — 4™

= 2™ (2m(m —1)+4m —4)

= 2" (2m* +2m —4) =0
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se obtienen las raices m; = 1y mo = —2, con lo cual la solucién esta determinada por

Yy = C’lx + CQ.T_2

Ejemplo 2.8.2: Raices distintas

Resolver

22y" + 8zy + 6y =0

Solucién. Se supone que y = =™ y luego se halla y' y 3" para reemplazar en la ecuacién

diferencial propuesta

@ _ m—1 d2y

- J - m—2
o =ma T, o m(m — 1)z

luego se sustituye las expresiones obtenidas en la ecuacion diferencial

d d
Y gty 6y = x> -m(m— 12" +8x - ma"™ " +62™
dx dx
= 2™ (m(m—1)+8m +6)

= 2" (m*+Tm+6) =0

se obtienen las raices m; = —1y my = —6, con lo cual la solucidn esta determinada por

y = Crz~ "+ Cyz ™"

Caso II: Raices reales repetidas Si las raices de (2.38) son repetidas, se tiene m; =
ms, entonces se consigue una solucion particular y = z™!. Si las raices de la ecuacion
cuadrdtica am?® + (b — a)m + ¢ = 0 son iguales, el discriminante de los coeficientes es

cero, es decir, b*> — 4ac = 0. De la férmula cuadratica se infiere que las raices deben ser

m - —(b—a) £ Vb — dac (2.40)
2a
my = M (2.41)
2a

(2.42)
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Se procede a construir una segunda solucién y,, con la ecuacién

e, 243
y2—y1($)/w$ (2.43)

Observacion. La ecuacion (2.43) es la solucién general de una ecuacién diferencial

homogénea de segundo orden
az(@)y" + ar(@)y’ + ao(x)y =0
dicha solucién (2.43) se obtiene a partir de la ecuacién
y"+ Py +Qz)y =0 (2.44)

donde P(z) y Q(x), donde P(x) = ay(z)/az(x) y Q(z) = ao(x)/as(x) y ademas son

continuas en un intervalo /.

La ecuacion (2.43) se deduce de la siguiente manera, se supone que y; (x) es una solucién
conocida de la ecuaccién (2.44) en I y yx) # 0, para toda = en el intervalo . Se define

y = u(z)yi(x), se halla la primera y segunda derivada de y

Yy = uy+yiu
y' o=y i + g
v o= w20 4y

luego se reemplaza 3’ y y” en (2.44), entonces se tiene

ugy + 2y + i’ + Pr)(wy) + yiu) + Q(@)yu = 0

u(P(x)y, + Q(x)yr + ) + yiu” + (2y; + P(z)y1) v’ = 0

por lo que se tendria

yu” + (205 + P(@)y)u' =0
Por conveniencia se considerard w = u' y w’ = u”, cono lo que
yiw' + (2y) + P(z)y) w =0

la dltima ecuacion que se obtubo el lineal y separable, por tanto, al seperar las variables y

posteriormente integrar se tiene que
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yiw' + 2y + P(x)y))w = 0

d /
—w+2y1d 4 P(x)de = 0

/_Jrzyldx = /—P(m)dx

In |wy;| = —/P(x)dx

ln|wy | _ e—fP(x)dm + O,
wy% effP(x)dm
despejado w se tiene
e—fP(a:)dx
w =
yi

se usa el hecho w = o/, luego se integra nuevamente, entonces

Y3

— [ P(z)d=
/u' = /e—Qd:c
Y1

e /P
u = /—dm—I—C’g
?/1

Ahora tomando C} = 1y Cy = 0, se halla de la ecuacién y = u(x)y; () una segundo

solucidn de la ecuacién (2.44), la cual es

e—fP(x)da:
Y2 = yl(fﬂ)/—gdﬂf
Y1

Observacion. La funcion y»(x) de la ecuacién que se obtuvo anteriormente satisface a
(2.44), ademds y; y y> son linealmente independientes en algtin intervalo en el que y; ()

no €s cero.

Continuando con el desarrollo del método de las ecuaciones de Cauchy-Euler y a partir

de la ecuacion (2.44)segun [Zill.2013] lo primero que se requiere es escribir la ecuacion
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en su forma estandar
>y bdy ¢

- = 2.45
dx?  axdx a:UQy ( )

luego haciendo las idetificaciones respectivas. P(z) = b/ax'y

) =2

usando la ecuacién (2.44) y donde y;(x) = ™

Y1
—(b/a)Inz
= :Uml/e 5 dx
e
—(b/a)Inz
= x 1/6 5 dx
e
elnm_(b/a)
= xml/ o dx
—(b/a)
= ™ ¢ dx
l'le
= :L'ml/a:(b/“) STy
debido a que se consider6 m; = —(b — a)/2a, se puede hallar —2m;:
b—a
m; = —
! 2a
h—
—om, = -2 <— a)
2a
h—
—2m1 = a
a

ahora
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Yo = :Uml/a?_(b/“)-x(b_“)/"‘dx

= xml/x_ld:ﬂ

= ™z

asf la solucién general es

y=Cix™ + Cox™ Inx (2.46)

Ejemplo 2.8.3: Raices repetidas

Resolver
d?y dy
402°—=2 + 162—=+9y =0
T I + xdaz + Yy

Solucién. Se deriva dos veces la expresion y = ™

@ _ m—1 d2y

- J - m—2
o =ma T, o m(m — 1)x

luego se sustituye las expresiones obtenidas en la ecuacién diferencial

4z*m(m — 1)z™ 2 + 16zma™ 1 + 92 = 0
2™ (dm(m—1)+16m+9) = 0
o™ (4m® —4m +16m +9) = 0

" (4m2 +12m + 9) =0

de donde 4m? + 12m + 9 se obtiene la raiz m; = —%, la solucién general es

y=Cha™? + Cor™??Inz

Ejemplo 2.8.4: Raices repetidas

Resolver

4x2y// + Y= 0
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Solucién. Se deriva dos veces la expresion y = ™

d d?
d_i = ma™ 1, d_:icg; = m(m — 1)a™?

luego se sustituye las expresiones obtenidas en la ecuacion diferencial

4°m(m — D™ 2 +2™ = 0
2" (Am(m—-1)+1) = 0

xm(4m2—4m+1) =0

de donde 4m? — 4m + 1 se obtiene la raiz m; = %, la solucién general es

y = Cha'? + Coz?Inx

y = Oiwr+Cyrlne

Caso III: Raices complejas y conjugadas En el caso que la ecuacion (2.38) el
discriminante sea menor que cero se tendrd raices conjugadas y complejas, es decir,

my = a+18yme =a—1if,donde oy § > 0 son reales, entonces una solucién seria:
y = Cyz°T%# 4 Coao™ (2.47)

Observacion. Como en el caso de las ecuaciones diferenciales con coeficientes constantes,

es mejor trabajar con una solucion en términos de funciones reales.

Para ello se utilizard la siguiente identidad:

I,’Lﬂ — (elnx)iﬁ — eiﬂlnm (248)

Usando la formula de Euler, se puede reescribir la expresion (2.48) como

2" = cos (B1Inx) +isen (B1Inx)

de igual forma para la expresion

27 = cos (BInz) —isen (BInx)
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Ahora se procede a sumar y restar las dos dltimas expresiones:

2P 4+ 27 = cos(flnz) +isen(flnz) + cos(flnz) —isen (Blnz)

= 2cos(flnx)

—27% = cos(BInz)+isen(BInw) — cos(BInz) +isen (BInzx)

= 2isen(flnx)

A partir del hecho de la ecuacién (2.47), la cual es una solucién para cualquier tipo

de constantes, hay que considerar cuando C} = Cy, = 1y (] = 1, Cy, = —1 se tiene las
soluciones

o= ¢ (xiﬁ + x_w)

Yo = x° (szziﬁ :L'”ﬁ)

las cuales se pueden reescribir como

y1 = 2x%cos(flnx)

Yo = 2iz%sen(flnz)

debido a que el Wronskiano W (2 cos (fInz),x*sen (S 1Inz)) es
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x®*cos (f1nx) z*sen (B lnx)

az®teos (Blnz) —2%sen (Blnx) 2 az®'sen(Blnx) + 2 cos (Blnz) &

= x%cos(fInx) (041;0‘_1 sen (flnx) + 2% cos (f1nx) g)

—x%sen (fInx) <aa:°‘_1 cos (Blnx) — z%sen (fInx) g)

= z%cos(BInz) - ax®* tsen (BInx) + 2*cos (Blnzx) - 2* cos (BInx) §
—z%sen (BInx) - ar® 'cos (Blnz) + 2%sen (BInx) - % sen (B1ln ) g

B

= x2%cos(fInzx) - x%cos (fInx) § + z%sen (BInx) - x%sen (fInz) .
= B2°*7" (cos® (BInz) + sen’ (BInz))

= 6:1:20‘_1 >0
esto ocurre en el intervalo (0.00), por tanto las soluciones

y1 = x%cos(flnzx)

yo = x%sen(flnx)

forman un conjunto fundamental de soluciones reales de la ecuacién diferencial, la solucién

general es

y = a2°Cicos(flnz)+ z*Cysen (flnx)

= z%[Cycos(Blnz) + Cysen (flnx)]

Ejemplo 2.8.5: Raices congujadas complejas

Resolver

oy +xy+4y=0

Solucién. Se deriva dos veces la expresion y = 2™

d d?
d—z = ma™ !, d—m‘z =m(m —1)a™?
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luego se sustituye las expresiones obtenidas en la ecuacion diferencial

2*m(m — 1)2™ 2 + x(zm™ ) +42™ = 0
™ (m(m—1)+m+4) = 0
2" (m*—m+m+4) = 0

xm(m2+4) =0

de donde m? + 4 se obtiene las raices congujadas complejas m; = 2i y my = —2i, donde

a =0y B =2, asi la solucién general es

y = 2°Cicos(flnz)+ 2*Cysen (Blnx)

= (jcos(2lnzx) + Cysen(21nx)

Ahora se procederd a mostar la forma resolver un ejercicio en el cual se tenga una
ecuacion no homogénea, lo primero que se debe hacer es resolver la ecuacién diferencial
homogénea asociada para posteriormente hallar una solucion particular mediante el método

de variacién de parametros.

Ejemplo 2.8.6: Raices congujadas complejas

Resolver

22y +ry—y=Inz

Solucion. Se supone que y = =™ y luego se halla y' y 3y para reemplazar en la ecuacién

diferencial propuesta

d d?
d—z = ma™, d_:Lz =m(m —1)z™?

luego se sustituye las expresiones obtenidas en la ecuacion diferencial
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2y +ay—y = 0

2?(m(m — D)a™ 2 + ama™ ' — 2™ = 0
2" (m(m—-1)+m—-1) = 0
xm(m2—|—m—m—1) = 0

xm(mQ—l) =0

se obtienen las raices m; = 1y my = —1, con lo cual la solucién homogénea asociada
esta determinada por

Ye = Cll’ + CQLL’il

Ahora hay que buscar la solucién particular de la ecuacién diferencial 2%y” + zy — y =
In z, a partir de la solucién y,. se va a plantear la solucién y,, dado que cuando se vio el
método de variacion de pardmetros la ecuacién debe tener la forma y” + P(x)y'+ Q(z)y =

f(z) se procede a divir 2 para toda la ecuacién diferencial propuesta en este ejercicio

2?2y +ry—y = lnz

2y wy oy Inz

2 2 z? 2

se trabajard con
_ -1
Yp = UIT + U2X

donde f(z) =lnzz2yy =, yo =2

se busca primero el wronskiano

w(z,z7t) =
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Capitulo 2. ECUACIONES DIFERENCIALES DE SEGUNDO ORDEN

Se busca las funciones u; y us, para lo cual se usa una la siguiente expresion

w

—11 -2
_ / gz Ilnz™
— o1
1 —3]
_ _/x nxdx
2 x—1

1
= —/$_2lnxdx
2

usando integracion partes se tiene que

w = _/yzf(x)dx

ahora se busca u, con la siguiente expresion

Uy = /%@)dx

Inx-x 2
:/xnxaj Jr
—9op-1
In -
:/xnxdx
—2x
B 1/xlnx
B 2 T

integrando por partes se tiene

1
Uy = —— {xlnx—/x-—dm}
2 T

= ——zl
2:(: nr+x
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2.8. Ecuaciones de Cauchy-Euler

ahora se tiene la solucion particular

Yp = ulx—l—uQa:_l
= — |z naede )z — | =2lnz+ 2 ) x
2 2
1 1
| —i—l
= —lnzx+ =
2

finalmente la solucién general es

Yy = yc+yp
y = Cix+Cor ' —Inz+ =
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APLICACION AL PROBLEMA DE
VIBRACIONES MECANICAS

3.1 Definiciones

Una vibracién mecanica puede describirse como el movimiento de un cuerpo sélido
alrededor de una posicién de equilibrio, sin que se produzca desplazamiento neto del
mismo. Si el objeto que vibra entra en contacto con alguna parte del cuerpo humano, le
transmite la energia generada por la vibracion. Esta energia es absorbida por el cuerpo y
puede producir en €l diversos efectos (no necesariamente perjudiciales) que dependen de

las caracteristicas de la vibracion.

Definicion 3.1.1: Vibracion

Cualquier movimiento que se repite después de un intervalo de tiempo se llama

vibracion u oscilacion.

Por ejemplo el movimiento de un péndulo o de una cuerda pulsada, més a profundiad
la vibracion es el estudios de los movimientos oscilatorios de los cuerpos y las fuerzas

asociadas a los mismos.

Un sistema vibratorio posee un medio para almacenar energia potencial, por ejemplo los
resortes, ademds posee un medio para conservar la energia cinética como por son la masa
o la inercia, por ultimo posee un medio por el cual la energia se va perdiendo respecto al

tiempo que es llamado amortiguador.

Observacion. Cuando se habla de una vibracion en especifico de un sistema vibratorio se

tiene una transformacion de energia, es decir, de energia potencial a cinética y viceversa.

La vibracién tiene varias maneras de clasificarla, las pertinentes de comprender para esta
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guia de estudios son:

Definicion 3.1.2: Vibracion libre

Se llama Vibracién libre al sistema que vibra por si mismo después de una

perturbacion inicial, ademds ninguna fuerza externa actud sobre el sistema.

Un ejemplo de vibracion libre es el movimiento de un péndulo.

Definicion 3.1.3: Vibracion forzada

Se llama Vibracion forzada al sistema que esta afectado por una fuerza externa,

dicha fuerza generalmente es repetitiva.

Un ejemplo de este tipo de vibracion es la oscilacion de maquinas como motores.

Definicion 3.1.4: Vibracion no amortiguada

Se llama Vibracién no amortiguada al sistema que no pierde la energia por fricciéon

u otra resistencia durante la oscilacion.

Definicion 3.1.5: Vibracion amortiguada

Se llama Vibracion amortiguada al sistema que pierde la energia por friccion u otra

resistencia durante la oscilacion.

Cuando se habla de vibracion lineal y no lineal hace referencia a los componentes para
que dicho sistema se comporte linealmente, los componentes son el resorte, la masa y el
amortiguador, dependen del comportamiento de los componentes de la oscilacién para

determinar si es lineal o no lineal.

3.2 Vibraciones Mecanicas

Se busca determinar la posiciéon de un cuerpo sujeto al extremo de un resorte
cuando este deja su posiciéon de equilibrio como efecto de aplicarle una fuerza al
sistema resorte-masa. Se trabajard bajo la hipdtesis sobre el posible movimiento
del cuerpo para que las ecuaciones sean mds sencillas de construir y trabajar

[Cerda Romero & Morocho Yaucan.2018].
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3.2. Vibraciones Mecanicas

Considere un resorte de longitud L que se ecuentra suspendido verticalmente desde el
techo, luego se colocard un cuerpo de masa m sujeto a un extremo del resorte y se dejara
que alcance su nueva posicion de equilibrio, finalmente calcula la posicién de equilibrio al
sistema resorte-masa estirandolo o comprimiéndolo una longitud z, en los Graficos 3.1,

3.2y 3.3 se puede apreciar mejor la idea.

Gréfico 3.1: Resorte suspendido desde un techo, longitud natural L

Fuente: (Cerda Romero & Morocho Yaucan,2018)

Grifico 3.2: Masa en equilibrio, longitud del resorte L + [
Fuente: (Cerda Romero & Morocho Yaucan, 2018)

Griéfico 3.3: Masa a una distancia x por debajo de la posicion de equilibrio; longitud del
resorte L + [+ x
Fuente: (Cerda Romero & Morocho Yaucan, 2018)

Observacion. El modelo matematico que se va a constuir para determinar la posicion

de un cuerpo de masa m que considera que el movimiento de este ocurre solamente en
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una dimension, es decir, en vertical. Con la hipétesis planteada se procederd a construir el

modelo matemadtico, es importante considerar que la direccidn positiva es hacia abajo.

Para construir el modelo matemadtico se utilizard la segunda ley de Newton la cual
enuncia: ”La sumatoria de todas las fuerzas que actdan sobre un cuerpo es igual a la masa

del cuerpo por la aceleracion del mismo”.

Las fuerzas que actian sobre el cuerpo determinando en cada caso su valor,
seglin [Cerda Romero & Morocho Yaucdn.2018], el proceso para determinar el modelo

matematico es el siguiente:

a) Fi,lafuerza de la gravedad. Si g es la aceleracion de la gravedad (ya que esta actua

en la direccion positiva, hacia abajo), entonces £} = mg.

b) F; la fuerza de resistencia del resorte, de acuerdo a la ley de Hooke, la fuerza
que actua sobre un cuerpo es directamente proporcional a la elongacion, es decir,
la compresion del resorte. Como esta fuerza siempre se opone al movimiento del
cuerpo se tiene que F, = —k(x + 1), donde k es la constante de proporcionalidad o
también llamada como constante del resorte, generalmente expresada en Newtons

sobre metros (N/m).

Nota. Si z = 0 el cuerpo se encuentra en posicion de equilibrio, entonces la fuerza

F; debe ser igual a la fuerza de la gravedad y su direccién es hacia arriba, luego

F, = —k(z+1)

F, = —k(0+1)

F, = -kl
—-mg = —kl

mg = ki

reemplazando este valor en la expresion para F5 se tiene
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3.2. Vibraciones Mecanicas

Fy, = —kx—kl

F, = —kxr—mg

c) Fj, lafuerza de resistencia al medio. No se conoce con exactitud cudl es la magnitud
de esta fuerza, pero, para velocidades pequefias, esta fuerza es proporcional a la
velocidad, es decir, Fy = —f,% 7r» donde f3, es una constante de amortiguamiento

positiva, es decir, 5, > 0.

d) Fj, cualquier fuerza externa que actia sobre el cuerpo. Como no se conoce con
exactitud cual es la naturaleza de esta fuerza externa, se procederd a denotarla con

F(t).

A partir de la segunda ley de Newton se tiene

Z F dt2

reemplazando los valores de cada una de las fuerzas descritas anteriormente, se tiene

d*x 1
maE = 2B

=1
Az

mW = F1+F2+F3+F4

= mg— k‘x—mg ﬂa +F()

= —kx— a— + F(t
B+ F (1)
de esa forma la ecuacidn diferencial que describe la posicidon de un cuerpo de masa m en

cualquier instante ¢ es descrita por
d2
e

Si se impone las condiciones z(tg) = xo y 2’ (tl) = 1z se obtiene el siguiente problema de

+6a +kx—F() 3.1)

condiciones iniciales dependiendo de ¢y y ;:

mLe + 5,2 + kx = F(t)
z'(t) =
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Observacion. Cuando F(t) = 0 se dice que el cuerpo tiene un movimiento libre, caso
contrario, se dice que el movimiento es forzado. Ademds, cuando la constante 5, = 0 se
dice que el movimiento es no amortiguado y cuando (3, # 0 se dice que el movimiento es

amortiguado.

Se pueden tener combinaciones de los tipos de movimientos, por ejemplo se puede
hablar de un movimiento libre amortiguado, libre no amortiguado o de un movimiento

forzado, en cada caso la ecuacién (3.1) toma una forma especifica.

3.3 Sistema resorte-masa: Movimiento libre no

amortiguado

Es un tipo de movimiento en el que no existen fuerzas de retardo que actuen sobre el
sistema y donde la masa se mueve libre de otras fuerzas externas, es decir, F'(t) = 0,
ademads 3, = 0, partiendo de la ecuacién (3.1) y aplicando las consideraciones planteadas

se tiene

d*x dx

— + Bo—+kx = F(t
m +8 7 + kx (t)
d*x
m—a +kxr = 0
se divide la ecuacion para m

d*r  k
— + —x=0 33
dt? * m” 3-3)

esta ultima ecuacién describe el movimiento armoénico simple o tambien llamado

movimiento libre no amortiguado, w que es la frecuencia angular se define como

|k
w = —
m

k
w = =
m

reemplazando w? en la ecuacién (3.3) se tiene

d*x
pro w?r =0 (3.4)
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3.3. Sistema resorte-masa: Movimiento libre no amortiguado

Ahora para resolver la ecuacion (3.4) se usa el método de coefiientes constantes, primero

se procede a hallar la ecuacién auxiliar

m?+w? =0

w? es una constante, por tanto analizando el discriminante

W —dac = 0—4-1-w?

= 4.1 -w?

luego —4 - 1 - w? < 0, se tiene el caso de raices complejas conjugadas, donde m; = iw 'y

mg = —iw, por tanto la solucién estd dada por

xz(t) = € (Cycos Pt + Cysen ft)

entendiendoque a =0y f =w

x(t) = Cy coswt + Cysen wt (3.5)

Ejemplo 3.3.1: Movimiento libre no amortiguado

Una masa que pesa 2 libras estira un resorte 6 pulgadas. En ¢ = 0 la masa se libera
de un punto situado a 8 pulgadas por debajo de la posicion de equilibrio con una

velocidad ascendente de 4/3 ft/s. determinar la ecuacion de movimiento libre.

Solucion. Debido a que se estd usando el sistema de unidades para ingenieria, las
mediciones dadas en términos de pulgadas (in) se deben convertir a pies ft, L = 6 in

se sabe que 1ft=12 in, por tanto realizando la respeciva transformacién L = 1/2 ft

Ademads se debe convertir las unidades de peso dadas en libras en unidades de masa, se
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sabe que
Fy = W pesoo fuerza de gravedad (masa*aceleracion)
Fi = mg
Fy
m = —
Y
21b
m = —F
32t
m = 6 slug

Con base a la ley de Hooke: La fuerza de recuperacion es proporcional al del resorte por la
cantidad de elongacion

Fy=—kL

Ademas,

Fy=—-F

La fuerza de resistencia del resorte es opuesta al peso o fuerza de gravedad

—K(xz+L) = —mg
1 1 fit
~K(=ft)] = ——slg-32~=
(2f> 168 7 ¢

b

O ft

APz
Pr K _ 0
dt?2  m
donde
K
w = —
m
w = 8s!
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3.3. Sistema resorte-masa: Movimiento libre no amortiguado

luego

se plantea la ecuacién auxiliar
m?+w? =0
cuyas raices son m; = wiy my = —wt se obtiene la ecuacion

x(t) = e (C} coswt + Cy sen wt)

por lo tanto

B
16 di? .

1 d?z

—fT 4 =0

16de2 "

dx

se sabe que en t = 0, x = 2/3 ft, la masa se libera de un punto situado a 8 pulgadas
por debajo de la posicién de equilibrio, ademas z(0) = 2/3 fty vg = —4/3 ft/s, en

consecuencia z’(0) = —4/3, finalmente la ecuacién de movimiento libre es

z(t) = C cos 8t + Cy sen 8t

Aplicando las condiciones iniciales propuestas z(0) = 2/3 y 2/(0) = —4/3 se tiene que:

z(t) = Cjcos8t+ Cysen8t

z(0) = Cjcos8(0)+ Cysen8(0)

2
Cl — g
luego
2'(t) = —8C;sen8t + 8Cy cos8t
2'(0) = —8Cysen8(0) + 8C, cos8(0)
4
—- = &C
3 2
1
CQ - —6
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La ecuacidén de movimiento es

2 1
x(t) = 3 o8 8t — g sen 8t

se puede ver en la grafica que describe un movimiento armoénico simple

VA AN LA
YAVI\VAVAVAVAY

Grafico 3.4: Grafica de la ecuacion de movimiento

Realizado por: Gomez, Dorian,2023.

3.4 Sistema resorte-masa: Movimiento libre amortiguado

Es un tipo de movimiento en donde se debera considerar el efecto de la resistencia del
medio sobre la masa, a partir de la ecuacion (3.1) y consideran que F'(t) =0y (3, # 0, se

tiene la siguiente deduccién

d2 d
d2 d:v

dividiento para m la ecuacién y considerando w? = k/m, ademas por comodidad al

factorizar cuando se halle la ecuacién auxiliar se tendra 2\ = /3,/m, por tanto
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3.4. Sistema resorte-masa: Movimiento libre amortiguado

dx  B,dr k s — 0
a2 mdt m
d*x dx

iR ) i 2, —
o )\dt + wx 0

Donde se usara el método de coeficientes constantes para resolver la ecuacion diferencial,

primero se halla la ecuacién auxiliar

m? + 2 m + w?

donde a = 1, b = 2\ y ¢ = w?, aplicando la férmula general para resolver ecuaciones

de segundo grado

—b+Vb? — 4dac

2a
220241 w?
mo= 2.1
+/1(\2 — w2
o= ) (A2 — w?)
2
+ 22 2 42
o= ) (A2 — w?)
2
m = —AE(\2—w?)

se tiene las raices

my=—-A+vVA2—-w?) y ma=-X—/(A\2—w?)

Estudiando el discriminante (A\* — w?) se tendrédn tres casos posibles, también se

considerara el factor de amortiguamiento e~

Observacion. Los desplazamientos de la masa tienden a volverse despreciables conforme

el tiempo ¢ aumenta.
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Caso I: )2 — w? > 0, se tiene raices reales y distintas, se habla de un movimiento

sobreamortiguado ya que /3, es mayor en comparacion con la constante & del resorte.

Este caso se soluciona con la ecuacion

z(t) = Cre™' + Che™*

l’(t) — Cl€_>\+\/mt+02€_>\_\/mt

finalmente la solucion es

w(t) = e M (ClevW—wQ)t+CQe—vW—w2>t) (3.6)

Ejemplo 3.4.1: Movimiento sobreamortiguado

Una masa de 1 kg se fija a un resorte cuya constante es de 16 N/m y luego el
sistema completo se sumerge en un liquido que imparte una fuerza amortiguadora
igual a 10 veces la velocidad instantdnea. Determine las ecuaciones de movimiento

si:

a) al inicio la masa se libera desde un punto situado a 1 m abajo de la posicién

de equilibrio y luego

b) la masa se libera inicialmente desde un punto a 1 metro abajo de la posicién

de equilibrio con una velocidad ascendente de 12 m/s

Solucion. Se procede a determinar la ecuaciéon de movimiento

d*x dx
mW + ﬁa% +kxr = 0

se reemplazan los datos que se enuncian en el ejercico

d*x dz
— 4+ 10— + 162 = 0
az g T
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3.4. Sistema resorte-masa: Movimiento libre amortiguado

se plantea la ecuacion auxiliar

m2+10m+16 = 0

analizando el discriminante

¥ —dac = 10°—4-1-16
= 36

por tanto se tienen dos raices reales y distintas, se tiene m; = —2 'y mo = —8, ademds se

habla de un movimiendo sobreamortiguado por lo que la solucién es

z(t) = Cre ' + Coe™

Ahora se va a resolver el literal a), se analizan las condiciones iniciales x(0) = 1 ya que
la masa se libera desde un punto situado a 1 metro por debajo de la posicién de equilibrio
y al no tener velocinad en ese momento la masa entonces la otra condicion inicial es

2'(0) = 0, aplicando las condiciones iniciales se tiene

ZC(t) = Clei2t+02€78t

1 = C,+0Cy
y
'(t) = —2C1e % —8Che ™™
0 = —-2C; —80C,
se tiene el sistema
Ci+0Cy =1

—201—802 == 0
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donde C} = 4/3y Cy = —1/3, por tanto la ecuacion que describe el movimiento es

-2

Grafico 3.5: Grafica de la ecuacion de movimeinto

Realizado por: Gomez, Dorian,2023.

Se aprecia que rapidamente el objeto (masa) va perdiendo posicion hasta llegar a quedarse

sin movimiento.

Para desarrollar el literal b) se toma las nuevas consideraciones que estdn sujetas a las

condiciones iniciales 2(0) = 1 ya que la masa se libera inicialmente desde un punto a 1

metro abajo de la posicion de equilibro y ademds se le da una velocidad ascendente de

12 m/s con lo cual la otra condicién inicial es 2(0) = —12 y se considera -12 debido al

sentido en el que ocurre el movimiento.

Partiendo de la solucion
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3.4. Sistema resorte-masa: Movimiento libre amortiguado

se aplican las condiciones iniciales propuestas

l‘(t) = 016_2t+026_8t

1 = Ci+0y
y
7'(t) = —2Ce % —8Cye™™
—-12 = -2C7 —8C),
se tiene el sistema
Ci+Cy =1
207 —-8C, = —12
donde C; = —2/3y Cy = 5/3, por tanto la ecuacion que describe el movimiento es
2 b}
o= _fe2 2 s
x(t) 3¢ + 3¢

Caso II: \? — w? = 0,se tiene dos raices reales e iguales, este tipo de movimiento se
describe como criticamente amortiguado, ya que si se reduce la fuerza de amortiguamiento

el resultado seria un movimiento oscilatorio.

La solucién para este caso es dado por

x(t) = Cre™! + Cyte™!

z(t) = C’le_’\+\/mt—l—02te_’\+\/mt

z(t) = Cre ™ + Cote™

finalmente

z(t) = e M(O)+ Cyt)
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Ejemplo 3.4.2: Movimiento criticamente amortiguado

Una masa que pesa 4 [b se una a un resorte cuya constante es 2 [b/pie. El medio
ofrece una fuerza de amortiguamiento que es numéricamente igual a la velocidad
instantdnea. La masa se libera desde un punto situado 1 f¢ arriba de la posiciéon
de equilibrio con una velocidad descendente de 8 ft/s. Determine el tiempo en el
que la masa pasa por la posicion de equilibrio. Encuentre el tiempo en el que la

masa alcanza su desplazamiento extremo desde la posicion de equilibrio. ;Cudl es

la posicién de la masa en este instante?

Solucion. Para este ejercicio se usard el sistema inglés, partiendo de la ecuacion

d*x dx
mm —+ ,Baa + kl‘ = 0

se reemplazardn los datos que se indican en el ejercicio, donde

w o= m-g
w
m = —
g
41b
m =
32 pies/s?
! [
m = =slu
3 9

la constante del resorte k = 2 [b/ ft y la constante de amortiguamiento es 3, = 1, luego

1d*x  dx

0y 49y =

sae T T =0
multiplicando la ecuacién por 8

d*r  _dz

— +8—+16x = 0

a S T

ahora se procede a plantear la ecuacién auxiliar
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3.4. Sistema resorte-masa: Movimiento libre amortiguado

m2+8m+16 = 0

analizando el discriminante

W —dac = 8 —4-1-16

= 64—-064

por tanto se tiene dos raices reales e iguales, que son m; = mo = —4, de esta forma se

puede afirmar que el sistema es criticamente amortiguado, la solucién serd

z(t) = Cre™" +tCoe™"

x(t) = Cre ™ +tChe™

con las condiciones iniciales propuestas en este ejercicio se hallard las constantes C y

Cy.

Ya que la masa se libera desde un punto situado 1 pie arriba de la posicién de equilibrio la
condicion inicial serd (0) = —1 y como la velocidad es descendente de 8pies/s, entonces
2/ (t) = 8, partiendo de la solucion z(t) = Cre™* + tCye™*, se aplican las condiciones

iniciales propuestas.

.CIZ'(t) = Clei4t+t02€74t

-1 =
y
$/<t> = —4016_4t + 026_4t - 4t026_4t
8 = —401 —+ CQ
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se tiene

Cl - —1
—4C,+Cy = 8
por tato C; = —1y Cy = 4, luego
z(t) = —e M dte
graficamente se puede ver que
1
R S

Grafico 3.6: Grafica de la ecuacion de movimeinto

Realizado por: Gémez, Dorian,2023.

Observacion. Se puede observar que el movimiento criticamente amortiguado alcanza una
oscilacién y en la vuelta va tendiendo a cero, diferente a lo que ocurre con el movimiento

sobreamortiguado.

El ejercicio pide determinar el tiempo en el que la masa pasa por el punto de equilibrio,

es decir, cuando x = 0, por tanto
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3.4. Sistema resorte-masa: Movimiento libre amortiguado

w(t) = —e M dte
0 = —e M 4dte™
et = dte
1 = 4¢
y 1
= =5
4

la masa por la posicién de equilibrio en t = 1/4 s.

Lo siguiente es hallar el tiempo en el que la masa alacanza su desplazamiento extremo

desde la posicion de equilibrio, para ello se usard

'(t) = de ' +de M — 16te™H

y se buscard el tiempo para el cual /() = 0

de ™ 4 4e ™ —16te™ = 0

eM4+4-16t) = 0

8§—-16t = 0
t—l

luego se halla la posicién de la masa en ese instante t = 1/2 s

z(t) = —e 4 dte™™
1 —41/2 L )9
z _ 4= /
x <2> e + 26
= —e 242772
= e %ft
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Caso III: \2 — w? < 0, se tienes dos raices complejas conjugadas, se habla de un
movimiento subamortiguado ya que (3, es menor que la constante &, por tanto se tienen las

raices

mlz—)\—i- va—)\?@' y mlz—)\—vw2—)\2i

donde o« = —\y 8 = vw? — A2, la solucioén para este caso estd dada por

z(t) = e (C)cosBt+ Cysen fBt)

reemplazando los valores se tiene

x(t) = e ™M (CH cos Vw? — N2t + Cysen vVw? — >\2t> (3.7

Observacion. El movimiento que describe la ecuacion (3.7) es de caracter oscilatorio, pero

debido a que e~ las amplitudes de vibracién tienden a cero cuando ¢ tiende al infinito.

Ejemplo 3.4.3: Movimiento subamortiguado

Una fuerza de 2 [b alarga 1 ft un resorte. Una masa que pesa 3.2 [b se une al resorte y
luego se sumerge el sistema en un medio que ofrece una fuerza de amortiguamiento

igual a 0.4 veces la velocidad instantdnea.

a) Encuentre la ecuacion de movimiento si inicialmente se libera la masa desde

el reposo en un punto situado a 1 ft por encima de la posicién de equilibrio.
b) Exprese la ecuacion de movimiento en la forma dada en el ejemplo 3.4.1.

c) Encuentre la primera vez en que la masa pasa a través de la posicién de

equilibrio en direccién hacia arriba.

Solucion. Partiendo de la ecuacion
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3.4. Sistema resorte-masa: Movimiento libre amortiguado

se reemplazardn los datos que se indican en el ejercicio, donde

w o= m-gqg
w
m = —
9
3.210b
m —=
32 ft/s?
1,
m = 15 shug

la constante del resorte k = 2 [b/ ft y la constante de amortiguamiento es /3, = 2/5, luego

1 Pz 2dx

Ldw a0
wae Tra T

luego se procede a plantear la ecuacion auxiliar

analizando el discriminante

2
P _dac = (2) —4. 1.9
5 10
4

25

como el discriminante es menor a cero se tiene dos raices complejas conjugadas que son
my; = —2 4 41y mo = —2 — 41, con este hecho se corrobora que se trabajard con un

sistema subamortiguado, la solucion serd

z(t) = e (C)cos Bt + Cysen fBt)
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Capitulo 3. APLICACION AL PROBLEMA DE VIBRACIONES MECANICAS

donde a = —2y 5 = 4, entonces

x(t) = e *(Cicos4dt + Cysen4t)

Para terminar de resolver el literal a), se busca las condiciones iniciales, como se libera
la masa desde el reposo en un punto situado a 1pze por encima de la posicion de equilibrio,

entonces z(0) = —1y 2/(0) = 0 porque parte del reposo.

Se aplican las condiciones iniciales

x(t) = e *(Cicosdt + Cysen4t)

-1 = O
y
2'(t) = —2e 2 (C)cosdt + Cysendt) + e 2 (—4C] sen 4t + 4C, cos 4t)
0 = —2C1 +40C,
0 = —2(=1)+4C,
1
02 — —5

por tanto la ecuacidn diferencial es

1
w(t) = e (— cos 4t — 5 sen 4t) (3.8)

graficamente la ecuacion se ve en el Gréfico 3.7.

Para rersolver el literal b), se usara una forma alternativa de

z(t) = e (C)cos Bt + Cysen fBt)
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3.4. Sistema resorte-masa: Movimiento libre amortiguado

N

Grafico 3.7: Grafica de la ecuacion de movimeinto

Realizado por: Gémez, Dorian,2023.

la cual pide escribir la ecuacion en la forma

z(t) = e*Asen(Bt+ ¢)

para esto

Asen(ft+¢) = Asenft-cosd+ Acosftsen ¢

= Acos¢-sen St + Asen ¢ cos ft

luego se entiende que

Asengp = (4
i
sen¢ = 7

137



Capitulo 3. APLICACION AL PROBLEMA DE VIBRACIONES MECANICAS

Acosgp = (4
&
cos¢p = 1

con lo que se forma un tridngulo cuya hipotenusa es A = \/C? + C3, asi tan ¢ = C/Cy

luego se evalua

—1
tanqﬁ = —3
T2
= 2
¢ = arctan?2
= 1,1071

este dngulo estd ubicado en el tercer cuadrante por lo que se le sumard 180° = 7, por tanto

¢ = 7+ 1.1071

4,25 rad

por tanto la expresion se puede reescribir de la siguiente manera

z(t) = e%gsen(élt—i—él,%md) (3.9)

Por dltimo se resuelve el literal c¢), que pide hallar la primera vez que la masa pasa

a través, de la posicién de equilibrio en direccion hacia arriba. La expresion z(t) en su
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3.5. Sistema resorte-masa: Movimiento forzado

forma alternativa es muy util ya que z(¢) = 0 y sent = 0 con lo que se anula la expresion,
entonces el argumento del seno tiene que ser un multiplo de 27 para que el seno sea cero,

entonces

4t +4.25 = 27, 4, 6m, . ..

como pide la primera vez

At +4,25 = 2r

t = 1.29s

Observacion. Como es un sistema subamortiguado se presentan algunas oscilaciones

antes que se detenga.

3.5 Sistema resorte-masa: Movimiento forzado

Se considerard una fuerza externa, la llamaremos f(¢), debido a que la ecuacién (3.1)
considera una funcién F'(t), debido a que F(t) = f(t)/m, f(t) actda sobre una masa
vibrante en un resorte, por dar unos ejemplos de movimientos forzados se considera, el
péndulo giratorio de Pohl, el movimiento vertical oscilatorio del apoyo, es decir, f(t)
representa una fuerza motriz que ocasiona un movimiento vertical oscilatorio del soporte

del resorte.

La ecuacion (3.1) se divide para m, con lo que se tiene

&z fude |k f(t)

a2 mdt " m

t
m
donde se considera 2\ = f3,/m por comodidad y w? = k/m, por tanto
d*x dx

Tz T2+ Wwir o= F(t) (3.10)
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Capitulo 3. APLICACION AL PROBLEMA DE VIBRACIONES MECANICAS

Observacion. Para resolver la ecuacién (3.10), se procede a hallar la solucién homogénea
asociada y posteriormente se busca una solucién particular, para esto se usa los métodos de
coeficientes constantes y coeficientes indeterminados que se mostraron en las secciones

2.5y 2.6 respectivamente.

Ejemplo 3.5.1: Movimiento forzado amortiguado

Una masa que pesa 16 [b alarga 8/3 ft un resorte. La masa se libera inicialmente
desde el reposo desde un punto de 2 pies abajo de la posicion de equilibrio y el
movimiento posterior ocurre en un medio que ofrece una fuerza de amortiguamiento

igual a 1/2 de la velocidad instantdnea. Encuentre la ecuacién de movimiento si se

aplica a la masa una fuerza externa igual a f(¢) = 10 cos 3t.

Solucion. Analizando los datos

w = mg
w
m = —
g
~1610b
32 ft/s?
= 5 slug
luego se halla la constante &
Eo— 16 b
8/3 ft
= 61lb/ft

y la constante de amortiguamiento ya se enuncia claramente en el ejercicio la cual es

B, = 1/2, por tanto se puede plantaer la ecuacion diferencial

Az dx

L T T

iz T Pagy TR =1
1d?x 1ldx
§W+§E+6x = 10cos 3t
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3.5. Sistema resorte-masa: Movimiento forzado

que esta sujeta a las codiciones iniciales z(0) = 2 ya que la masa se libera inicialmente
desde el reposo desde un punto de 2 ft abajo de la posicidn de equilibrio y como parte del
reposo entonces z’(0) = 0. Se procede a hallar la solucién que esta dada por z(t) = z.+x,,

primero se halla la solucion de la ecuacion asociada

1d2x+1dx+6 0
—_—— —_—— :)j =
2 dt? 2 dt

se plantea la ecuacion auxiliar

S S S 0
—m —=m =
2 2

analizando el discriminante

1\? 1
bV —dac = (=) —4---6

2 2

1

4

= —12
AT
4
por lo que se tienen dos raices complejas conjugadas que son m; = —1/2 + /47/2i

y mi = —1/2 —+/47/2i, donde &« = —1/2y f = +/47/2, por lo que la solucién

complementaria sera

z(t) = e (CycosBt+ Cysen St)

4 4
= /% (C'1 CoS gt + Cy sen gt)

ahora se procede a hallar la solucién particular, para esto se usard el método de

superposicion, se plantea la solucién y, como

Yy, = Acos3t+ Bsen3t (3.11)
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Capitulo 3. APLICACION AL PROBLEMA DE VIBRACIONES MECANICAS

la cual se introduce en la ecuacién diferencial

1d?z 1ldx
§ﬁ+§$+6x = 10cos 3t (3.12)
luego se halla 3/ y y”
y = —3Asen3t+ 3B cos3t
y' = —9Acos3t —9Bsen3t

se introducen estos valores en la ecuacién (3.12)

1
(—9Acos3t — 9B sen 3t) + 3 (—3Asen3t+ 3B cos3t) + 6 (Acos3t + Bsen3t) = 10cos3t

N | —

Se procede a establecer el sistema

9 3
—2A+SB+64 = 10
gl
9 _ 3
—2B-SA+6B = 0
p” AT

realizando las operaciones

3.3
SA+2B = 10
SR
3.3
—2A+2B = 0
2473

resolviendo el sistema se tiene A = 10/3 y B = 10/3, por tanto la solucién particualar es

10 10
x(t), = 3 cos 3t + 3 sen 3t

luego la solucion general es

VAT VAT 10 10
x(t) = e /2 <01 cos Tt + Cy sen Tt> + 3 cos 3t + 3 sen 3t
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3.5. Sistema resorte-masa: Movimiento forzado

Hay que hallar las constantes C; y C5 en base a las condiciones iniciales z(0) = 2y

2'(0) = 0

V47 47 10 10
x(t) = e 1/2 Chcos —t + Cysen ——t | + — cos 3t + — sen 3t
2 2 3 3
47 47 10 10
2 = /20 Cicos— -0+ Cysen—0 | + —cosO+ —sen3-0
2 2 3 3
10
2= Gty
10
Cl — —3 + 2
4
Cl = —g

y luego se evalua la segunda condicion inicial

4 4
d(t) =-1 e/ <01 cos gt + Cy sen gt)

VAT V4 V4 V4
e /2 7 sen —7t —7C2 s—7t — 10sen 3t + 10 cos 3t
2 2 2 2
1 V4 V4
0 = — e /%0 C’lcos—7-0+Cgsen—7-O
2 2 2
V4 V4 V4 V4
e /20 (— 2701 senT7 7702 00377 O> —10sen3-0+10cos3 -0
1 VAT
1 /-4 V47
= )+ e+
0 2 ( 3 ) et 10
2 VA7
0 = g + 10 + TCQ
2
R BV
3 2
—32
_ 3
o= UE
2
—64
C = —
? 3V47

por tanto, la solucion de la ecuacién diferencial es
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Capitulo 3. APLICACION AL PROBLEMA DE VIBRACIONES MECANICAS

10
5 5 +3msen 5 —Cos3t—|—§sen3t

o(t) = eV (—i‘ Vi, o mt>+130

A continuacién se presenta la grifica que describe el movimiento

[ / N

5 S T R R

I 1T V7 V 1 ]

Grafico 3.8: Grafica de la ecuacion de movimeinto

Realizado por: Gomez, Dorian,2023.
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