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RESUMEN

El objetivo de esta investigacion fue estudiar y describir, desde el punto de vista matemaético, la
fundamentacion tedrica que interviene en la reduccion de dimensionalidad de datos, mediante
la técnica de Andlisis de Componentes Principales o PCA (por sus siglas en inglés), para lo
cual se revisé detalladamente la bibliogafia especializada del tépico con el fin de entender los
elementos de la matemdtica que intervienen en la deduccién de esta técnica. La derivacion y
descripcion matemadtica del Anélisis de Componentes Principales se llevé a cabo mediante la
descripcion en forma detallada del tépico de proyecciones ortogonales de vectores en subespacios
de menor dimensién, para obtener una representacién o aproximacion de los datos que resulte
mas manejable y sencilla de analizar computacionalmente. El objetivo se logré mediante la
indagacion exhaustiva y sistemdtica de la bibliografia existente sobre la técnica de PCA para
la obtencién del subespacio principal. En esta investigacion, el subespacio principal buscado se
obtiene minimizando el error cuadratico de reconstruccién promedio, en la norma euclidea, el cual
nos conduce al célculo de los principales autovalores y autovectores de la matriz de covarianzas,
los cuales representardn las coordenadas y los vectores 6ptimos del subespacio de proyeccion. Se
concluye que los elementos de la matemadtica, en este caso del Algebra Lineal, como los espacios
vectoriales, productos internos, ortogonalidad, proyecciones, autovalores y autovectores, son base
fundamental en la descripcion del PCA. Adicionalmente, la comprensién de estos conceptos nos
permitié elaborar un algoritmo bdsico para la reduccion de dimensionalidad de datos. En el futuro
podria realizarse esta derivacion desde otra perspectiva, o mediante el uso de una norma distinta a

la norma euclidea.

Palabras clave: <MATEMATICA>, <ESPACIOS VECTORIALES>, <PRODUCTOS
INTERNOS>, <PROYECCIONES ORTOGONALES>, <AUTOVALORES>,
<AUTOVECTORES>, <ANALISIS DE COMPONENTES PRINCIPALES>, <REDUCCION
DE DIMENSIONALIDAD>.
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ABSTRACT

The aim of this research was to study and describe from a mathematical point of view, the
theoretical basis involved in the reduction of data dimensionality, by means of the Principal
Component Analysis or PCA technique; for which the specialized bibliography of the topic was
reviewed in detail; in order to understand the elements of mathematics involved in the deduction
of this technique. The derivation and mathematical description of the Principal Component
Analysis was carried out by means of a detailed description of the topic of orthogonal projections
of vectors in subspaces of smaller dimension, to obtain a presentation or approximation of the data
that is more manageable and computationally simple to analyze. The aim was achieved by means
of the exhaustive and systemic investigation of the existing bibliography on the technique of PCA
the obtaining of the principal space. In this research, the principal subspace sought is obtained
by minimizing the mean square error of reconstruction, in the Euclidean norm, which leads to
the calculation of the principal eigenvalues and eigenvectors of the covariance matrix, which
will represent the chordal and optimal vectors of the projection subspace. It is concluded that
the elements of mathematics, in this case Linear Algebra, such as vector spaces, inner products,
orthogonality, projections, eigenvalues, eigenvectors, are fundamental basis in the description
of the PCA. Additionally, the understanding of these notions allowed us to elaborate a basic
algorithm for data dimensionality reduction. In the future, this derivation could be performed

from another perspective, or by using a norm other than the Euclidean norm.

Keywords: <MATHEMATICS>, <VECTOR SPACES>, <INTERNAL PRODUCTS>,
<ORTHOGONAL PROJECTIONS>, <AUTOVALUES>, <AUTOVECTORS>, <PRINCIPAL
COMPONENT ANALYSIS>, <DIMENSIONALITY REDUCTION>.

Dra. Nanci M. Inca Ch. Mgs.
0602926719

X1



INTRODUCCION

En los ultimos afios hemos visto un crecimiento extraordinario en tecnologia; y la analitica de
datos ha surgido como especialidad de punta para este avance. El procesamiento y control de datos
con grandes dimensiones es un reto en la actualidad, y los algoritmos que se emplean deben ser
adaptados para hacer eficiente este proceso con las herramientas tecnolégicas actuales. El objetivo
es extraer informacion importante de un conjunto de datos que poseen muchas caracteristicas,
ya sean tablas con muchas columnas y/o filas, o imagenes con millones de pixeles, por lo que
resulta conveniente disminuir la dimensionalidad de los mismos, que no es mds que la reduccién
del ndmero de variables explicativas. Esto se logra, proyectando la data en un espacio de menor
dimension, y lo ideal es conseguir una proyecciéon que resguarde la informacién importante de los
datos como un todo. En ese sentido, las proyecciones ortogonales han sido de mucha ayuda en
problemas como la regresién lineal, o en el procesamiento de imdgenes, que pueden modelarse
como problemas de minimos cuadrados, y resolverse eficientemente aprovechando las bondades

de la tecnologia actual.

La reducciéon de dimensionalidad se requiere en diferentes aplicaciones, tales como, el
reconocimiento de voz, visualizacion de datos, reduccién de ruido o el procesamiento de sefiales.
También se aplica en la prediccién del cambio climético, en donde se cuenta con un conjunto de
datos; producto de la informacion recopilada de diferentes fuentes como: los datos de temperatura,
humedad, la velocidad del viento y cantidad de lluvia en distintas épocas del afio, en un mismo

lugar.

Entonces, en este trabajo de investigacién se propone realizar un estudio descriptivo sobre las
proyecciones ortogonales, su base matemadtica, y la derivacién de la técnica de Anélisis de

Componentes Principales o PCA (por sus siglas en inglés), para la reduccién de dimensionalidad.



CAPITULO I
1. PROBLEMA DE INVESTIGACION

A continuacién se describe el planteamiento del problema de esta investigacion, ya que es un punto

de partida que da un enfoque a este trabajo.
1.1. Planteamiento del problema

Se propone el andlisis, descripciéon y deduccién matemdtica de la técnica de Andlisis de
Componentes Principales o PCA (por sus siglas en inglés) usada ampliamente para la reduccién

de dimensionalidad datos en muchas aplicaciones.
1.2. Objetivos

A continuacion se describen los objetivos tanto generales como especificos que se plantean en esta

investigacion para un buen cumplimiento de la misma.
1.2.1. Objetivo general

Estudiar y describir, desde el punto de vista matematico, las proyecciones ortogonales, y su uso en
la reduccién de dimensionalidad, segin la técnica de Andlisis de Componentes Principales (PCA
por sus siglas en inglés). Esto se hard a través de la lectura y comprension de la bibliografia basica
y especializada del t6pico, y la descripcion detallada de esta poderosa herramienta matematica, a

fin de que pueda ser entendida por aquellos que se inicien en este tépico del Algebra Lineal.
1.2.2. Objetivos especificos

1. Seleccionar y organizar la bibliografia especializada del tépico.

2. Entender los fundamentos tedricos, y elementos de la matemdtica que intervienen en la

deduccién de la técnica andlisis de componentes principales.

3. Investigar los conceptos de Ortogonalidad, Proyecciones Ortogonales, Matriz de covarianza,

Autovalores y Autovectores, y la Proyeccion en espacios de menor dimension.

4. Derivar y describir matemdaticamente la técnica de PCA en la reduccién de dimensionalidad.



1.3. Justificacion

Se plantea la necesidad de realizar una investigacién que genere un documento referencial en el
estudio y la descripcion del Andlisis de Componentes Principales, técnica utilizada ampliamente
en la actualidad, para la reduccién de dimensionalidad de datos. Algunos conceptos matemaéticos,
son componentes basicos e importantes en la solucién de problemas reales, pero muchas veces
pasan desapercibidos, porque no se describe su uso en las distintas aplicaciones, por lo que se
describe la técnica de Anélisis de Componentes Principales usada ampliamente para el manejo
y comprensién de grandes volimenes de datos. Este topico es tratado en forma muy general en
la bibliografia, y entendemos que a estudiantes de matemadtica, y a todo aquel que sienta interés
por entender esta técnica, desde sus bases, les serd de mucha ayuda contar con un documento

referencial sobre este tépico.

Este documento servird de guia a estudiantes de matematica, y a cualquiera que se inicie en este
tépico, y le ayudard a consolidar algunos conceptos importantes del Algebra Lineal, enfatizando
su utilidad en aplicaciones reales. También les servird de motivacién hacia otros trabajos similares

en los cuales se desentrafie el contenido matematico detras de otras técnicas reconocidas.



CAPITULO 11

2. MARCO TEORICO

En este capitulo se presentardn los conceptos en los cuales se soporta la investigacion; asi
como también las herramientas matemadticas que permitirdn deducir la técnica de andlisis de

componentes principales.

2.1. Antecedentes de la investigacion

El Anilisis de Componentes Principales, conocido ampliamente como PCA, es una técnica o
método que se utiliza para la extraccién, reduccion o simplificacién de un conjunto de datos, y
es ampliamente utilizada en la actualidad en distintas aplicaciones. Fue desarrollada por Pearson
(1901) y publicada inicialmente en Philosophical Magazine, la cual tuvo como objetivo minimizar
la pérdida de informacién al momento de reducir los datos. En un inicio estaba formulada en un
entorno de andlisis de regresion lineal, cuyo objetivo fue encontrar la linea o recta que mejor se
ajuste a los datos en el plano de mejor representacion, dichos ajustes son proyecciones ortogonales

que se obtiene mediante la solucion del problema de los minimos cuadrados.

Posteriormente, fueron estudiados por Hotelling (1933), el cual fue publicado en la revista
Journal of Educational Psychology. Hotelling fue el primero en formular la técnica del anélisis
de componentes, comenzé con el estudio y la interpretacion de las relaciones que existian entre
los valores propios o conocido como autovalores de la matriz de covarianza y las cargas de los
componentes principales que se obtuvieron gracias a los multiplicadores de Lagrange. Ademas,
mostro las relaciones que se dan entre p variables correlacionadas, es decir, variables que tienen
informacién en comun, transformando el conjunto de datos originales en otro conjunto de nuevas
variables que no estdn correlacionadas entre si, es decir, no hay duplicidad ni redundancia en la
informacién que presenta los datos, este nuevo conjunto de datos que tiene nuevas variables se
denomina conjunto de componentes principales. Ademds Hotelling se centrd principalmente en
el andlisis de componentes que reducen la variabilidad de un sistema de puntos tanto como sea

posible (Gonzdles, N. & Taborda, A., 2015).

Algunos autores como Bro y Smilde (2014) mencionaron la diferencia conceptual del método
de Pearson y Hotelling. En el método de Hotelling, las componentes principales estdn definidas

por nuevos ejes. A medida que van en cierta direccion, la cantidad de varianza explicada por



los componentes estd en orden descendente; esto significa que el primer componente es el
responsable de explicar la mayor parte de la variabilidad, es decir, abarca la mayor parte de los
datos, el segundo componente es mds variable después del primero, y asi sucesivamente (esto se
denomina propiedad del eje principal) (Gonziles, N. & Taborda, A., 2015). Por otro lado, el método de
Pearson define un subespacio proyectado que es mds importante que los propios ejes, ya que los

ejes solo se especifican como base del subespacio (Restrepo, et al., 2012).

Sin embargo, fue solo con la llegada de las computadoras que esta idea del anélisis de componentes
principales comenzé a popularizarse. Asi, el uso de esta técnica estd relacionado con la evolucién
de las computadoras, Jolliffe (2002) sefial6 que dado que el algoritmo de solucién de andlisis
de componentes principales requiere mucho poder de cémputo cuando la matriz de datos es
grande, principalmente con una gran cantidad de variables, su uso se dio con el aumento de las
computadoras, que difundieron esta técnica de reduccién de dimensionalidad.

Las primeras aplicaciones desarrolladas mediante la técnica de PCA fueron expuestas, en la
década de 1930, en revistas de psicologia, tratando de reivindicar la misma importancia de la
medida cuantitativa de la inteligencia y personalidad humana, como del interés contemporaneo por
los genes, el procesamiento de sefiales, el andlisis de grandes datos meteoroldgicos, financieros o

generados por Internet a gran escala (Trendafilov, 2014).

El Andlisis de Componentes Principales es una de las técnicas mds conocidas y efectivas para
reducir la dimensién de una matriz de datos de alta dimensién la cual es utilizada extensamente
en el procesamiento de datos (Jolliffe, 2002). Es una técnica que proyecta observaciones desde
un espacio n-dimensional con n variables sobre un espacio g-dimensional donde g < n para
abarcar la mayor cantidad de informacién posible. Segin Ligdi Gonzélez (2020), el Anélisis de
Componentes Principales es un procedimiento estadistico que transforma ortogonalmente las
n dimensiones originales de un conjunto X de datos en un nuevo conjunto de g dimensiones
mds pequefias llamadas componentes principales. Esta técnica es ampliamente utilizado en

bioestadistica, marketing, sociologia, informatica y muchos otros campos.

2.2. Estado del arte

Durante muchos afios se han venido trabajando y mejorando la técnica de Andlisis de
Componentes Principales para la reducciéon de dimensionalidad de datos. En 1901, Pearson

publicé un articulo sobre el ajuste de sistemas de puntos a lineas planas en mdltiples espacios



(Pla, 1986) y Hotelling adopté el método de Pearson en 1933 y fue el primero en formular el
Andlisis de Componentes Principales (Del Angel, 2004). La investigacién de Pearson se centr6 en
componentes o combinaciones lineales de las variables originales que generan un plano para el
cual el sistema de puntos ajustados debe tener una suma minima de distancias desde cada punto
hasta el plano ajustado (Restrepo, et al., 2012). El objetivo del Anélisis de Componentes Principales
es reducir grandes cantidades de datos mediante unos cuantos pardmetros (Dallas, 2000).

Otro de los aportes mediante el uso de esta técnica de Andlisis de Componentes Principales
realizada por Pearson se basé en el método de andlisis factorial de componentes principales y
esto se realiz6 mediante el andlisis de las correlaciones entre variables e identificando estructuras
de datos bésicas, este método puede extraer factores abstractos que revelan la mayor parte de la
informacion de los datos originales (Ochoa, et al., 2017) y (Solano, et al., 2009), pero en ese entonces no
fueron tan reconocidos hasta la aparicién de los ordenadores donde estos resultados fueron muy
utiles para la reduccién de dimensionalidad de datos altamente correlacionados. Segin (Almenara,
et al., 1998) el Andlisis de Componentes Principales es una técnica utilizada para la reduccién
de dimensionalidad, la cual transforma un conjunto de variables correlacionadas que expresa el
conjunto original de variables, en un nuevo conjunto de variables no correlacionadas, este nuevo
conjunto no presenta redundancia en la informacién.

La propiedad no correlacionada de los componentes se destaca por el hecho de que son
ortogonales, es decir, en dngulo recto entre si, lo que significa que los indices miden diferentes

dimensiones en los datos (Fujita, M. & Krugman, P., 2004).

Una de las aplicaciones del Andlisis de Componentes Principales en el proceso de purificacién
de un biofdrmaco realizada por (Goz4, et al., 2020) el cual se basé en el estudio a datos registrados
durante dos (2) afos en la fase de purificaciéon de una planta de produccion de eritropoyetina
recombinante humana basada en multiples pasos cromatograficos similares al proceso de

purificacién para uso profilactico o terapéutico de proteinas recombinantes para vacunas.

Otra de las aplicaciones muy recientes en las Ciencias Técnicas Agropecuarias desarrolladas por
(Lucfa, et al., 2022) fue acerca de la aplicacion de la técnicas multivariadas, con respecto a las bases
metodoldgicas y énfasis en la interpretacion de los resultados, ademds eleva la calidad de las
investigaciones cientificas en procesos agrarios y afines. En este estudio se desarrollé un ejemplo
relacionado con estudios de poscosecha de pifias (variedad Cayena Lisa) donde se incluyeron en
el estudio las variables de pérdida de peso en gramos (PP), dureza, indice de color (IC), contenido

de sdlidos solubles (SSC) y PH, obteniendo como resultado una correlacién positiva entre PP, SSC



y PH, mientras que una correlacién negativa entre dureza y estas variables fueron las que indican
que las mayores PP y PH que se lograron a partir del sexto dia y la mayor dureza se logré en los
primeros dos dias, siguientes.

El Andlisis de Componentes Principales se utiliza para identificar patrones de comportamiento
en ecosistemas de gran importancia en la agricultura, para explicar deficiencias y alimentacién
en relacién con la morfologia animal, factores de produccién animal, anélisis de pastos y varias
aplicaciones como factores ambientales, rebafios, evaluacion de la calidad del agua en acuicultura,
etc. (Restrepo, et al., 2012). Esta técnica del PCA se viene usando desde hace muchos afios; sin
embargo, en la actualidad hemos estado frecuentemente en el estudio de la misma, descubriendo y
tratando aplicaciones con esta técnica del Andlisis de Componentes Principales para la reduccién

de dimensionalidad de datos.
2.3. Fundamentacion tedrica

Dentro del Andlisis de Componentes Principales (PCA), el Algebra Lineal es de mucha
importancia, ya que manejan muchos conceptos importantes como: espacios vectoriales, bases,
transformaciones lineales, autovalores y autovectores, ortogonalidad, proyecciones, matriz de
covarianza, entre otros, las cuales son fundamentales para resolver problemas de distinta indole,
desde problemas bdsicos que surgen en la vida real hasta problemas complejos que promueven
el avance de la matemética, y de otras ciencias. Tal es el caso del concepto de proyecciones
ortogonales, cuyo aporte a la solucién de varios problemas tedricos y aplicados es bien reconocido.
A continuacién revisaremos algunos de estos conceptos o elementos de la matemdtica que

soportan la teoria detrés de la técnica de Anélisis de Componentes Principales.

Recordemos que un espacio vectorial es una estructura matemética que consta de un conjunto no
vacio V de elementos u objetos llamados vectores, en el que estdn definidas dos operaciones: la
suma de vectores y la multiplicacién por un escalar, las cuales estdn sujetas a los axiomas que se

dan a continuacién:

Suma de vectores

1. Paratodo u,v € V : u+v €V (Cerradura bajo la suma).

2. Paratodo u,v € V : u+v = v+ u (Conmutatividad).

3. Paratodo u,v,w € V : u+ (v+w) = (u+v) +w (Asociatividad).

4. Existe el vector e en V tal que para todo u € V : u+e = e+ u = u (Existencia de elemento



neutro).
5. Paratodo u € V existe ' € V tal que u+u' = u' + u = e (Existencia de elemento inverso).
Multiplicaciéon de un vector por un escalar

1. SiuecVy aecK (campo de escalares): orv € V (Cerradura bajo la multiplicacién por un

escalar).
2. Paratodo u,v € Vy @ € K un escalar: a(u+v) = aqu+ av.
3. Paratodo u € V y para todo par de escalares a 'y B en K : (a+ B)u = au-+ Bu.
4. Paratodo u € V y para todo par de escalares oy B en K : a(Bu) = (af)u.
5. Paracadau €V se tiene que 1-u = u (1 es el elemento neutro en K).

Con frecuencia, estamos interesados en un conjunto particular S de elementos pertenecientes a un
espacio vectorial V, y si este subconjunto S, con las operaciones de suma y multiplicacién por
un escalar, satisface los diez (10) axiomas correspondientes, entonces seria también un espacio
vectorial. En este caso, decimos que la estructura (S,+,-, &) mantiene la estructura del espacio
vectorial, (V,+, -, ) por lo que S es un subespacio vectorial de V.
Ahora, consideremos un conjunto de vectores B = {vi,v2,...,v,} cualesquiera de un espacio
vectorial V, estos elementos pueden sumarse entre vectores y multiplicarlos por escalares, de esto
viene la idea de una combinacién lineal. Se dice que el vector x es combinacién lineal de los
vectores vi,Vy,...,V, siy solo si existen escalares o, 0, . . ., &, tal que:

g

X=) 04y = 0qvi+0vy+ -+ Oy, 2.1

i=1
La idea es ver como es cada vector con respecto a los demads, si son proporcionales o presentan
distintas direcciones, ya que esto permitird mds adelante verificar variables o datos que comparten
informacién similar, por lo tanto, es importante verificar la dependencia e independencia lineal de
estos vectores.
Entonces, decimos que los vectores del conjunto B son linealmente dependientes si existe una
combinacion lineal de estos vectores que es igual al vector nulo, con escalares ap, 0, ..., 0, no

todos iguales a cero, la cual estd denotada como:
q
0= Z OV = 04V + 0va + -+ 0yv,  para o; # 0. (2.2)
i

Pero si la dnica combinacién lineal que existe es la trivial, es decir, cuando todos los escalares

oq,0p,...,0, de esta combinacion son iguales a cero, entonces estos vectores son linealmente



independientes. Ahora, si consideramos un espacio vectorial V' con g vectores vi,vy,...,V,
linealmente independientes y m combinaciones lineales, entonces cada x; de espacio vectorial

V donde j =1,2,...,m es una combinacion lineal de la siguiente forma:
q
Xj= Z Ot,'j\/,' (23)
i=1

Estos g vectores linealmente independientes los podemos representar en términos matriciales,
entonces definimos B = [v{,v2,...,v,] como la matriz cuyas columnas son los g vectores

linealmente independientes, entonces la combinacion lineal para x; se puede escribir como:

O

Q2j :
xj=Ba; dondea;= | "| paraj=1,2,...,m. 2.4)

[ %q; ]
Ahora, si todos los vectores de un espacio vectorial V se pueden expresar como combinacién
lineal de los vectores de B, = {vi,va,... ,vq}, siendo éstos linealmente independientes, entonces
este conjunto B, es una base de este espacio vectorial.

La cantidad de vectores de una base B, determinan la dimension del espacio vectorial. Por
ejemplo, si Bjs = {vy,v2,...,vis} es una base del espacio vectorial V, entonces la dimension de
este espacio vectorial es 15, y estd denotada como Dim(V) = 15. Por otra parte, un espacio es de
dimension infinita si no existe una base de V formada por un conjunto finito de vectores. Notemos
que una base es un conjunto generador minimo y un conjunto maximo de vectores linealmente
independientes, ademds todo vector x de V es una combinacioén lineal tnica de vectores de la base

By, es decir:

q q
x=)Y oi=)Y Avi parai=12,... 4. (2.5)

i=1 i=1
donde los escalares ; y A; resultan ser iguales o; = 4; con v; € B,. Un ejemplo de bases para el

espacio vectorial de R> es:

1{ [0 |0 11 17] |3
B, = 0 (1] ]0 B=4 10| |1] |2
Of [0} |1 31 10] |5

La primera, es conocida como la base canénica de R? y la segunda es una base formada por tres

vectores linealmente independientes.

Otro aspecto importante de los espacios vectoriales es el concepto de transformaciones lineales,

las cuales tienen aplicaciones importantes en el mundo de la ciencia de datos. Por ejemplo, en las
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imdgenes, cada vector representa un pixel de dicha imagen y mediante la transformacidn lineal se
puede agrandar o ampliar y girar los pixeles, uno por uno, hasta obtener la imagen que deseamos,
y esto se logra mediante esta funcién conocida como transformaciones o aplicaciones lineales.

Una transformacion lineal es una funcién entre dos espacios vectoriales V 'y W sobre un mismo

campo de escalares K, la cual cumple con las siguientes condiciones:
. T(u+v)=T(u)+T(v) Vu,yeVv
2. T(ou) = aT(u) VueVVaeK

Las dos condiciones que definen una transformacidn lineal, pueden expresarse como una sola, esto
es:

T(ou+Av)=aTl(u)+AT(v) (2.6)

Toda transformacion lineal tiene una matriz asociada; cuya accioén en los elementos del espacio es
equivalente a la aplicacion de la transformacién lineal. Dada una transformacion lineal 7 : V —
W, si la dimensién de V es n, y la dimensién de W es m, entonces la matriz B asociada a esta

transformacién sera de dimension mxn.

T:V—W
2.7

vi— T(v) =By

Dentro de las caracteristicas mds utiles de los elementos de un espacio vectorial (vectores)
encontramos la longitud, la cual puede obtenerse mediante funciones que conocemos como
normas, las normas de vectores. A continuaciéon mencionamos la definicién de norma y algunos

ejemplos de tales funciones.

Una norma de un espacio vectorial V no es mas que una funcion || - || que asigna a cada vector v

su longitud ||[v|| de R™, y es definida de la siguiente manera:

I|-]]: V—R"
(2.8)
v [|V]]

tal que para todo v € Ky para todo x,y € V se verifica las siguientes propiedades:
L. ||| >0y][v][=0 siysolosiv=0.
2. [Jav]] = e]v]]

3. [lu+v|| <|lu||+]|lv]| Desigualdad triangular
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La definicién de la norma en (2.8) estd dada para cualquier espacio vectorial V sobre un campo K,
en este estudio nos basaremos en normas sobre el campo de los reales. Veamos algunos ejemplos

de norma que son mayormente usadas para las medicion de distancia entre vectores:

1. Norma ¢;: La norma ¢; también conocida como norma de Manhattan en R” se define como:
n
[Vl == Z|Vi| para todo v € R", (2.9)
i=1

donde | - | es el valor absoluto.

2. Norma /¢, : La norma ¢, mayormente conocida como la norma euclidiana de v € R" esta
definida como:

V]l ==

Y vz =ViTv. (2.10)
i=1

esta norma calcula la distancia euclidiana de v desde el origen.

3. Norma /.,: La norma /., conocida como la norma infinita o norma del maximo se define como:

[[V|]w= sup |v;| paraveR" (2.11)

1<i<n

Son muchas las aplicaciones que requieren mediciones de distancia entre vectores; y en este caso
hablamos de la norma del vector diferencia, usando cualquier norma, o las que nos resulte mas
apropiada.

El concepto de dngulo de vectores y las proyecciones que se dardn més adelante, se explicaran

basado en la norma ¢, (2.10) cominmente conocida como la norma euclidea.

Otro de los conceptos importantes que estd estrechamente relacionado con la norma es el producto
interno, ya que introduce conceptos geométricos importantes e intuitivos, como la longitud de un
vector y el dngulo o la distancia entre dos vectores del espacio vectorial V. Una de las razones
importantes de los productos internos es determinar si los vectores son ortogonales entre si.

Recuerde que el producto interno sobre V es una funcién (-,-) : V. x V. — K que se asocia a cada
par ordenado de vectores u,v en V un escalar (u,v) en K tal que para todos los vectores u,v,w en

V y todos los escalares « se satisface las siguientes condiciones:
L. (u,v) = (v,u).
2. ((u4v),w) = (u,w) + (v,w).

3. (au,v) = o{u,v).

>

(u,u) >0y (u,u) =0siysélosiu=0.
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En la primera condicién (1) hay que tener en cuenta el campo donde se trabaja, ya que en el campo
de los complejos la primera condicién queda expresada de la siguiente forma: (u,v) = W, donde
la barra significa la conjugacién compleja.

En algunos libros suelen llamar al producto interno como producto escalar (u,v) = u’ v, pero hay
que tener en cuenta que cuando se dice producto interno se refiere a un caso general, es decir,
podemos definir un producto interno en cualquier espacio vectorial, ya sea en R!%, en espacio de
polinomios, en espacios de matrices, 0 en otros espacios vectoriales por ejemplo, en el espacio de
los polinomios de grado menor e igual a n se puede definir el producto interno (-,-) : P, x P, = R
de la siguiente manera:

(P,Q) = ayb,+aiby + -+ ayb,. (2.12)

Mientras que, el producto escalar es un caso especial de un producto interno que funciona en el
espacio R”, en este estudio asumimos que nuestro producto interno es el producto escalar, el cual
se define como:

uTv:Zuivi=u1V1+M2V2+’-'+MnVn7 (2.13)

i=1
donde u,v son elementos de R”. Nétese que si u = v, y tomamos la raiz cuadrada de u’u el
resultado es la norma ¢, que es la norma euclidea del vector u; en este caso decimos que el producto

interno induce a la norma ¢.
|[ul| =/ (u,u) = VuTu. (2.14)

En algunos casos, tanto la norma como la distancia entre vectores tienen una interpretacion
geométrica, por ejemplo en R la norma de un vector se interpreta como una longitud de ese
vector y la distancia como el espacio que separa esos vectores. Pero ;qué pasa si los elementos
del espacio vectorial V son matrices? Es aqui donde se pierde la interpretaciéon geométrica; sin
embargo, la utilidad de la medida sigue vigente.

El valor de la norma de un vector v depende del producto interno que se utiliza, si consideramos
dos vectores genéricos u,v en R? donde u = (uy,uz) y v = (vi,v2) podemos definir el producto

interno (-,-) : R? x R? — R de la siguiente manera:
(u,v) = uvy —u1vy — upvy + 2upvs. (2.15)

Si u = (1,2) entonces, la norma de este vector con el producto interno asi definido es ||u|| =
\/W = /5 , mientras que, si utilizamos como producto interno al producto escalar definido
en (2.13) de este mismo vector, entonces obtendremos el siguiente resultado |[u|| = vVuTu = 13.
Como podemos notar que los valores de la norma de vectores depende del producto interno que se

utilice.
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Como se expresd anteriormente, la norma estd asociada a la distancia entre vectores, si usamos el

producto escalar #” v en R se obtendra la distancia euclidea cominmente conocida.
d(u,v) =|lu—v|| =/ (u—v,u—v) (2.16)

Los productos internos ademads de relacionarse con conceptos de longitud del vector y la distancia
entre vectores también estd relacionada con otra de las medidas que es el 4ngulo entre vectores, la
cual estd estrechamente relacionada con la norma, entonces el angulo entre u y v se define como

el tinico nimero real 0 tal que cumpla lo siguiente:

cosf = M 2.17)
g

Notemos que si alguno de los dos vectores es nulo, no podemos dividir por su norma, por tanto, el
angulo no estaria definido. Ahora, mediante esta definicién podemos determinar no solo el dngulo
formado entre vectores, sino que también nos permite determinar la orientacién de cada una de

ellas.
Ortogonalidad entre vectores

La ortogonalidad es una generalizacion de la nocién de perpendicularidad entre dos vectores u, v
no nulos de un espacio vectorial V, entonces estos vectores u,v son ortogonales si su producto
interno es cero, es decir, (#,v) = 0. Notemos que la ortogonalidad también depende del producto
interno que se use, por ejemplo, con el producto escalar, los vectores u = (3,1) y v = (—1,3)
son ortogonales, mientras que con el producto interno definido en (2.15) estos vectores no son
ortogonales, ya que su producto interno es distinto de cero. El tnico vector que es ortogonal

a si mismo es el vector nulo, esto es consecuencia de la propiedad 4 que define el producto interno.

Ahora, nos centraremos en un caso especial de bases que son: las bases ortogonales y
ortonormales, esto ayudard mas adelante en la representacién de la proyeccion de forma reducida.
Para obtener una base ortogonal By, en principio los vectores del espacio vectorial V tienen que ser
linealmente independientes y mediante el método de Gran-Schmidt que se encuentran en (Grossman,
2012) y (Lay, 2007), podemos obtener una base ortogonal donde los vectores de esta base ortogonal
serdn ortogonales dos a dos, es decir, (v;,v;) =0 con i # j.

Abhora, para normalizarlo sencillamente los vectores deberian ser ortogonales, pero eso no quiere
decir que el proceso de normalizacién se aplique solo cuando se tiene vectores ortogonales.
Ademds, una vez que obtengamos la base ortogonal, podemos normalizar estos vectores
obteniendo como resultado una nueva base llamada base ortonormal, la cual se define de la

siguiente manera:
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~_J0 Siij
(vi,vj) = {1 Siicj (2.18)

Por ejemplo, la base candnica en R" es una base ortogonal y cada vector tiene norma uno, por
lo que también es base ortonormal. Si consideramos el conjunto B = {(2,3), (6, —4)} en R? este
conjunto es base ortogonal.

Una vez comprendido la definicién de ortogonalidad entre vectores, lo que nos interesa ahora es
sobre los vectores que son ortogonales entre si es decir, vectores que pertenecen al complemento
ortogonal, ya que serd de mucha ayuda mds adelante.

Recuerde que un complemento ortogonal de un subconjunto S cualquiera, es el conjunto S

definido de la siguiente manera:
St={veV:(ys)=0VscS}. (2.19)

El subconjunto S de V no necesariamente es un subespacio, pero el complemento ortogonal S si
forma un subespacio vectorial de V. Esta definicién nos dice que si un vector v es ortogonal a todo
vector s de un subconjunto S de V, entonces v es ortogonal a V y el conjunto de todos los vectores
v que son ortogonales a S se llama complemento ortogonal de S.

Mediante un subespacio y un complemento ortogonal se puede determinar la descomposicién
ortogonal del espacio vectorial total.

V=S®Ss. (2.20)

Es decir, cada v € V la podemos escribir de forma tnica como suma de vectores.
v=Proys(v)+u con Proys(v)e€SyuecSt. (2.21)

Esto implica que el vector v — Proys(v) es un elemento del complemento ortogonal de S, es decir,

v — Proys(c) € S*.
Proyecciones Ortogonales

Una de las formas mds utilizadas, y eficientes para la reduccion de dimensionalidad de datos, estd
basada en proyecciones ortogonales, ya que se desea proyectar grandes dimensiones de datos en
un subespacio de menor dimensién. Estas proyecciones son casos especiales de transformaciones
lineales y juegan un papel importante en el proceso de reduccién de dimensionalidad mediante
esta técnica del PCA, ya que cuando comprimimos o reducimos las grandes dimensiones de
datos, perderemos informacion, y para reducir la pérdida de informacion, lo ideal es encontrar las

dimensiones més representativas en los datos.
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Definimos entonces la proyeccion ortogonal de un vector v € R" sobre un subespacio S C R” con
dim(S) < n como: el vector Proys(v) tal que (v, Proys(v)) = 0.
Sean u y v vectores no nulos del espacio vectorial V. Entonces la proyeccion de v sobre u es un

vector definido de la siguiente manera:

T
u'v
Proyuv = Wu (222)
u
T . .,
Notemos que ”—V| es un escalar y representa la componente de v en la direccién del vector u, y

[lu]
ademads ﬁ es un vector unitario en la direccién de u. Si u y v son vectores ortogonales, entonces

el producto interno u”

v = (u,v) = 0, por lo que la proyeccién de v sobre u es el punto origen
de v, es decir, Proy,v = 0. La proyeccion en si es una transformacion lineal, para verificar esto
debemos ver si se cumple con las dos propiedades que define una transformacién lineal: Sea v, w
dos vectores cualesquiera de R" a las cuales se desea proyectar sobre un subespacio S de dimencién

menor. Entonces

1. Proys(v+w) = Proys(v) + Proys(w).

Prueba:
T T T T T
u (v+w) uvtu'w uv u'w
Proys(v+w) = U= = ( )
[Jul [Ju el P ]2
T T
= ﬁLH— ‘T ‘T;u = Proys(v) + Proys(w).
u u

2. Proys(av) = aProys(v).

Prueba:
ul (av) (u” av) a(ulv)

Proys(av) = u= u=
[Jul |2 [Jual [ [Ju] |2

u = oProys(v).

Hemos comprobado que la proyecciéon, como funcién entre espacios vectoriales, es una
transformacidén lineal, y por ser una transformacién lineal tiene una matriz asociada a esta
transformacién, a la cual llamaremos P. La proyeccion de v sobre u entonces puede escribirse

como:

MTV

Proy,v = Wu = Pv. (2.23)
u

Considerando la definicion del dngulo entre vectores, también podemos expresar la proyeccion de
v sobre u como:

u
Proy,(v) = W [[v]|cos B, (2.24)

donde cos () es el coseno entre los vectores u y v. Ademads, mediante el concepto del complemento
ortogonal también se puede definir la proyeccion ortogonal sobre un subespacio S de V como una

transformacion lineal Proys : V — Sy esto pasa si:
Proysu = u, paratodou € S.

Proysw =0, para todo w € St
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Dado que las proyecciones son transformaciones lineales, entonces por (2.7) tiene una matriz
asociada en este caso a la proyeccidn, dicha matriz es conocida como matriz de proyeccién P la

cual cumple qué P> = P.

Estos conceptos del Algebra Lineal se encuentran al detalle, con ejemplos y ejercicios practicos
en (Grossman, 2012) y (Lay, 2007). A continuaciéon veremos en forma analilica y detallada las
proyecciones ortogonales de vectores de dimensién mayor sobre subespacios de dimensién menor,
mostrando desde los ejemplos mds simples hasta los méds complicados, esto nos llevard hacia la

reducciéon de dimensionalidad de datos.
Proyeccién de R? sobre subespacios unidimensionales

Comencemos mostrando como se calcula y como es la proyeccién de un vector v de R? sobre un
subespacio de dimensién uno (recta). Primero veamos como obtener la proyeccién ortogonal del
vector v sobre el subespacio S de dimensidn uno utilizando la definicién del dngulo entre vectores

y la norma del vector v.

De acuerdo a la figura 1-2, el simbolo 6 es el dngulo formado entre el vector v y la recta que
es un subespacio S de dimension uno, y lo que se desea ahora es proyectar el vector v del plano
sobre la recta S, la proyeccion Proys(v) es un vector de S por lo que tendrd un vector u unitario
del subespacio S en la direccién de Sy la norma (longitud) del vector Proys(v), es igual la norma
del vector v por el coseno del dngulo, es decir, ||Proys(v)|| = ||v|| cos 8 es aqui donde la longitud

v — Proys(v) es minima es decir, v — Proys(v) es ortogonal al subespacio S .

v= (vl b vZ)

varQKS(WQ

||v||cos@

Ilustracion 1-2: Proyeccion ortogonal sobre la recta

mediante el 4ngulo entre vectores.

Realizado por: Buiay, Cristian, 2022.
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Por lo tanto, el vector proyeccion es igual al vector unitario por la norma de la proyeccién de v

sobre S.
u

Proys(v) = WHVHCOS 0. (2.25)

Ahora, recordando la definicién del dngulo entre dos vectores y mediante el despeje de dicha

expresion obtendremos lo siguiente:

COSGZMZ [|[v||[cos® =
[uel[[ IV}

T
<|L’tl;‘|)> — [|v||cos@ = =Y. (2.26)

[Ju|
Si remplazamos la expresién 2.26 en 2.25 vemos que la proyeccién Proys(v) se reduce a la

siguiente expresion:

u MTV MI/tTV MMTV MMT T

P - 2 — = = 1,7y, 2.27
ros ) = Tl Tl = Tl v=ultw) @27

T T

Notemos que u' u es un nimero real y uu' es una matriz cuadrada de orden dos, entonces la
Proys(v) se reduce a la obtencién de la matriz P = u(u” u)~'u” y multiplicar por el vector v que
se estd proyectando.

Proys(v) = Pv. (2.28)
Ahora, veamos como obtener la proyeccién de un vector v € R? sobre el subespacio de dimensién
uno, conociendo los vectores que generan el subespacio S. La grafica 2-2 nos ayudard a visualizar
la proyeccién del vector v de dimension dos sobre la recta.

v=(vy v

v-Proy S W)

Proys w)

Ilustracién 2-2: Proyeccion ortogonal sobre un espacio

S de dimension uno.

Realizado por: Bunay, Cristian, 2022.

En este caso la recta es un subespacio S de dimensién uno, y la base para este subespacio estd

formada solo por un vector director u = (uy,us,...,u,) € R", la cual genera el subespacio S.
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Existen muchos vectores que son base del subespacio S, pero en este caso nos interesa sobre
el vector u de la base que coincida con el vector proyeccién. Como la proyeccion de v sobre S
es un vector de S, entonces por definicién, cualquier vector del subespacio S se puede escribir
como combinacion lineal de los vectores que generan el subespacio S. Por lo tanto, la proyeccién

Proys(v) es una combinacion lineal del vector u por algtn escalar o € R.
Proys(v) = owu. (2.29)

Como podemos ver en la figura 2-2, la proyeccion Proys(v) es el vector més cercano al vector, v
lo cual significa que la norma ||v — Proys(v)|| es minima, es decir; la distancia entre el vector v y

el vector proyeccién es minima.
d(v. Proys(v)) = min|v — Proys(v)|.

Esto implica que el segmento v — Proys(v) es ortogonal al vector u que genera el subespacio Sy
por ende es ortogonal al subespacio unidimensional S. Recordemos que un vector es ortogonal a

otro vector si su producto interno es igual a cero, entonces:

(u,v— Proys(v)) = (u,v—au) = 0. (2.30)

Ahora, vamos a determinar las coordenadas de la proyeccién Proys(v) y la matriz de proyeccién

T

P. Como el producto interno es un producto escalar, es decir, (u,u) = u’ u entonces, usando este

hecho en (2.30) y mediante las propiedades de la forma bilineal, obtenemos que:
(u,v—ou) =0 = (u,v) — (u,aqu) = u"v—u’ au=0= u"v=u"au.

Asf, el valor de o queda expresado de la siguiente forma:

MTV

o 2.31)

=T
Observe que u’v y u’u son productos escalares donde se obtendra como resultado un niimero
escalar, y ademas los vectores no pueden ser simplificados, ya que tanto el vector u como el vector
v son matrices de 2x1, ademads el funcionamiento de la matriz no satisface la ley de multiplicacién
e intercambio, por lo tanto, no podemos calcular primero con ,%r

Ahora, conociendo los vectores que generan el subespacio Sy con & determinada anteriormente,

es posible escribir una expresion para el vector proyeccién. Esto es;

ulv
Proys(v) = au = o, ) (2.32)

Esta es la proyeccién del vector v sobre el subespacio S, lo cual muestra que cuando v se escala,

el vector proyeccion se escala por el mismo mdltiplo, mientras que si S escala, el vector Proyg(v)
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permanece igual. Recordemos que la multiplicacién de un vector por un escalar es conmutativa,
es decir, Proys(v) = au = uc. Asi, la proyeccion de v sobre S de la ecuacién 2.32 se reduce la

siguiente expresion.

u= =-— = u(ulu) ulv. (2.33)

ulv ulv () uu® T
LT T uTw dtu
ulu ulu ulu

prost

ulu
Notemos que esta expresion coincide con la expresiéon 2.27 determinada anteriormente con la
definicién del dngulo entre vectores. Ahora, observemos que (1’ u)~! es un nimero real, por lo
que en un subespacio de dimensién uno u(u? u)~'u’ es una matriz de 2 x 2 definida de la siguiente

manera:
T

uu a aa ab
—— = u(ulu)ul = [a b] =
wu b ab bb

Y la matriz de proyeccién viene dada como P = u(u” u)~'u”. Ahora notemos que si u” u = ||u|| = 1
entonces la proyeccién es Proys(v) = uot = uu’ v donde la matriz de proyeccién es P = uu’ y

o = u’v. Esto nos muestra que la proyeccién de v sobre el subespacio S se obtiene mediante el

producto de la matriz de proyeccién P por el vector v.
Proys(v) = Pv. (2.34)

La matriz de proyeccion P proyecta cualquier vector v de R” sobre el subespacio S de dimensién
uno generado por u. La proyeccién Proys(v) es un vector bidimensional, es decir, pertenece a
IR? pero se encuentra en el subespacio unidimensional y para representar esta proyeccién solo se

necesita una coordenada que se expresa con respecto a la base u del subespacio S.
Proyeccién de R? sobre subespacios bidimensionales

Supongamos ahora que se desea proyectar un vector de un espacio tridimensional, es decir, un
vector v = (vy,v,v3) de R3 sobre el subespacio S de dimensiones dos, es decir, sobre el espacio

R2.

Notemos ahora que en la figura 3-2 el vector u de la base del subespacio S, tiene dos componentes
uy y up de R3 las cuales generan el subespacio S de dimension dos, es decir u;,uy son base del
subespacio bidimensional S'y ademds « es el vector de escalares de dos componentes que son

y 0 tal como se puede observar en la siguiente gréfica.
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v=(Vi, V2, V3)
4

u,
ProyS( V)

u,

Tlustracion 3-2: Proyeccién ortogonal de v € R3 sobre el subes-

pacio bidimensional S.

Realizado por: Buiay, Cristian, 2022.

Entonces, recordemos que cualquier vector del subespacio S se puede escribir como una
combinacién lineal de los vectores de la base del subespacio S, y como Proys(v) es un vector
del plano, entonces:

Proys(v) = u = au; + 0uy. (2.35)

El vector proyeccioén Proys(v) es el vector tnico de S mds cercano al vector v, esto significa que

la norma ||v — Proys(v)|| sea minima es decir;
d(v,Proys(v)) = min||v — Proys(v)||,

lo cual implica que el vector v — Proyg(v) serd ortogonal al plano expandido por u; y up, lo cual
significa que es ortogonal a cada uno de los vectores u; y up. Esto se caracteriza de la siguiente
manera:

(v—Proys(v),u;) =0 A (v— Proys(v),uz) = 0. (2.36)

Sustituyendo la expresién 2.35 en la expresion 2.36 determinada anteriormente, tomando como
producto interno al producto escalar y mediante las propiedades de bilinealidad, se obtiene la

siguiente deduccion:

<v—(a1u1+a2u2),u1> =0 A\ (v—(a1u1+062u2),u2> =0.
(v—oquy — oguy,u;) =0 A (v—oquy — ouy,up) = 0.
(V—OC1M1 —OCQMQ)Tul =0 VAN (v—a1u1 —OCQMQ)TMQ =0.
viuy — o ul uy —od uluy =0 A viuy — ol uluy — o ubup = 0.
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T T T T T T T T T T
Viup = 0 uypup+ 0 Uy U A Viup = O Uy U+ 06 Uy Up.

Ahora, combinando estas tltimas expresiones, tenemos lo siguiente:

T T T T T.T T T T.T
ViUV Uy =0 Uy UL+ 06 Uy Uy + Oy uy up + 0% Uy .

v (u,up) = of ul (uy,up) +0d ud (ug,uz).
—— —— ——
u u u

viu= a{u{u+a{u§u.

viu= (a]Tulr + OtzTug)u.
viu=a u'u. (2.37)

T

Notemos que #' u es una matriz cuadrada de la forma:

ay a
- Ui a by« an+bin+ten ant+bitcen
wu= U | = by by| =
73 a by o ax) +by+ca1 axn+byn+tcen
c

Ademds, tiene vectores de la base del subespacio S, por lo que los vectores son linealmente
independientes, por lo tanto, la inversa de esta matriz existe. Entonces podemos deducir la
expresién 2.37 determinada anteriormente, multiplicando por la inversa de la matriz u’ u para
obtener el vector de escalares .

Viu u) ™ = alulu(u"u) ' = v u@ u) " = a’T=a = (' u)'ulv.

El vector u se puede ver como una matriz cuya columna son u; y up entonces la proyeccion serd el
producto de u por el vector & determinada anteriormente, por lo tanto, la proyeccidn representada

en la ecuacion 2.35 se reduce a la siguiente expresion:
Proys(v) = uot = u(u u)~'ulv. (2.38)

Observemos que P definida de la siguiente manera P = u(u’u)~'u” se lo conoce como matriz
de proyeccion. Asi, nuevamente obtenemos una expresion similar al cdlculo de proyeccién
determinada en (2.25) y (2.32). Por lo tanto, el cdlculo de la proyeccién del vector v de R3 sobre

el plano se reduce a la multiplicacién de la matriz P por el vector v que se estd proyectando.

Proys(v) = Pv. (2.39)

T

Si los vectores de u son ortonormales, entonces u* u es la matriz identidad, por lo tanto, la matriz

de proyeccién P se reduce a P = uu! asf la Proys(v) = Pv=uu’v.
La matriz de proyeccion P proyecta cualquier vector v de R” sobre el subespacio S de dimensién
dos generados por uj,u,. Ahora, la proyeccion Proys(v) es un vector tridimensional, es decir,

pertenece a R que se encuentra en el hiperplano y para representar esta proyeccion solo se necesita

dos coordenadas de o que se expresa con respecto a la base u;,u; del subespacio S.
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Proyeccion de R* sobre subespacios tridimensionales

Ahora, veamos que pasa si incrementamos la dimension, es decir, se desea proyectar un vector v =
{v1,v2,v3,v4} de R* sobre el subespacio S de R*. En este caso no podemos visualizar mediante una
gréifica como en los casos anteriores, por lo que describiremos de manera analitica esta proyeccion.
Siguiendo la analogia anterior, el vector u de la base que coincide con el vector Proys(v) del
subespacio S tiene tres componentes uj,uy y u3 las cuales generan el subespacio tridimensional
S. Como la proyeccidn es un vector de S entonces por definicion, la proyeccion se puede escribir

como una combinacion lineal de los vectores de la base, en este caso de los vectores de u.
Proys(v) = U= 0 Uy + Ohuy + 0zu3. (2.40)

Y nuevamente la proyeccién serd el vector de S mas cercano al vector v, lo que implica que la

distancia del vector v hacia el vector Proys(v) serd minima.
d(v, Proys(v)) = min||v — Proys(v)||.

Esto significa que el segmento v — Proys(v) es ortogonal al subespacio S generado por los vectores
uy,uy,us, esto implica que el vector v — Proys(v) serd ortogonal a u, uy y a us. Esto se caracteriza

de la siguiente manera:

(u1,v—"Proys(v)) =0 y (ua,v—Proys(v)) =0 y (uz,v—Proys(v))=0. (2.41)

Si sustituimos la expresion 2.40 en 2.41 y resolviendo mediante las propiedades del producto

interno, se tiene que:

(up,v— Proys(v) (u3,v — Proys(v

(uy,v— Proys(v )
urT (v — Proys(v)) =

ulT(v—ProyS( ) =0 0.

T

) A A )

A A us” (v—Proys(v)) =

uTv—u1TProys(v) =0 A wp'v—uProys(v) =0 A uz'v—uz’ Proys(v) =
A A
VAN A

uTv =u, " Proys(v) ur'v = up " Proys(v) uzly = u3TPr0y5(v).

uTv=uT (au) v =u"(au) w3Tv =u3" (au).

Sumando estas expresiones se obtiene lo siguiente:
T T T T T T
[ uo”yuz v =T[ur" ,un" ,usz” o
u'v _
a=—=(ulu)y " ulv. (2.42)
u

Nuevamente, el vector u se puede ver como una matriz cuya columna son uj, uy y u3 entonces

la proyeccién serd el producto de u por el vector o determinada anteriormente, por lo tanto, la
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proyeccion representada en la ecuacion (2.40) se reduce a la siguiente expresion:

Proys(v) = u(ulu) " 'ulv. (2.43)

Notemos ahora que u’

u es una matriz cuadrada de 3 x 3, y sus vectores son linealmente
independientes, por lo tanto, tiene inversa. En si, toda matriz cuadrada cuyos vectores sean
linealmente independientes es invertible. Entonces u(u” u)~'u” sigue siendo una matriz a la cual
se le conoce como matriz de proyeccién definida como sigue: P = u(u’u)~'u’ . Asi, nuevamente
obtenemos una expresion similar al cdlculo de proyeccién determinada en (2.25) y (2.32). Por lo

tanto, el calculo de la proyeccién del vector v de R* sobre el espacio tridimensional se reduce a la

multiplicacion de la matriz P por el vector v que se estd proyectando.

Proys(v) = Pv.

Nuevamente, si los vectores de u son ortonormales, entonces u’

u es la matriz identidad y la
matriz de proyeccién P se reduce a P = uu’ por lo tanto Proys(v) = Pv = uu’ v. En este caso el
vector Proys(v) € R* es un vector de cuatro componentes que se encuentra en un espacio de R3,

por lo que para representarla solo necesitamos tres coordenadas de .

Notemos que la matriz de proyeccién P solamente depende del vector u de la base del subespacio
S, entonces podemos generalizar esta idea, y proyectar cualquier vector v de R” sobre cualquier
subespacio S de dimensién g donde g < n.

Entonces, el vector u de la base del subespacio S tendrd g componentes, es decir, u =
(u1,uz,...,uy) las cuales generan el subespacio S al cual se estd proyectando el vector v de R”",

ademas el vector de escalares o también tendrd ¢ componentes.
Proyeccién de R”" sobre subespacios g-dimensionales (g < n)

Recuerde que en el caso anterior el vector u# del plano tenfa dos componentes uj,uy y cada
componente era una matriz de 3 x 1 entonces el vector u# es una matriz de 3 x 2, de la misma
forma cuando proyectamos un vector de R* sobre el subespacio tridimensional, el vector u de la
base de R? est4 formado por tres componentes ug, uy, us donde cada componente es una matriz de
3 x 1, entonces el vector u es una matriz cuadrada de 3 x 3. Esto nos conduce a la generalizacién
de la proyeccion mediante matrices.

En términos matriciales, podemos representar los vectores up,us,...,u, de la base B, del

subespacio g-dimensional, en una matriz de la siguiente forma:

B:[ul u ... uq]7
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donde cada u; son vectores columnas, las cuales pertenecen a la base del subespacio S, y el vector
de escalares, la cual estd definida de la siguiente manera ot = (0, 0%, ..., 0).

Entonces la proyeccidn serd una combinacién lineal, en este caso de la matriz B por el escalar «,
la cual estd denotada como sigue:

Proys(v) = Ba. (2.44)

Y para que la proyeccién sea ortogonal, el producto interno de v — Proys(v) con cada vector

columna uj, j = 1,2,...,q de la matriz B sera igual a cero, es decir:
(B,v—Proys(v)) =0. (2.45)

Si sustituimos la expresion (2.44) en (2.45) y sabiendo que el producto interno es un producto

escalar en R”, entonces obtendremos lo siguiente:

(B,v—Ba) =0= B" (v—Ba) =0.
— B"v—B"Ba =0.

— B"v = B"Ba.

Notemos que B’ B es una matriz cuadrada y ademds tiene los vectores de la base, es decir, que

sus columnas son linealmente independientes, lo cual significa que la inversa (BTB)~! existe.
I -1 . . .

Entonces podemos multiplicar BB~ por la izquierda a ambos lados de la igualdad de la expresién

anterior.

(B"B)"'B"v=(B"B)"'B"Ba.
——
Identidad

o= (B"B)"'Bx.
Una vez obtenida el valor de ¢, la proyeccién del vector v de R" sobre el subespacio S de

dimensién g se define como:
Proys(v) = Ba = B(B'B)~'BTv, (2.46)

donde P = B(B"B)~!BT es la matriz proyeccién. Si los vectores columnas de la matriz B son
ortonormales, es decir, uiTuj =0siysolosii#jy uiTuj = 1siysolosii=j,entonces B’ Besla
matriz identidad, lo que nos lleva a reducir el cdlculo de la proyeccién a Proys(v) = Ba = BB v,
donde P = BB es la matriz de proyeccién y el vector de escalares oc = B .

Con esto en claro, conociendo la base ortonormal B, = {u1,uy,...,u,} del subespacio S, podemos
proyectar ortogonalmente cualquier vector v de IR” sobre este subespacio S de dimensioén g donde
g < n, la matriz B tendrd como columnas los vectores up,uy,...,u, donde cada vector columna

es de n-dimensional, por lo tanto, la matriz B serd de n X g y la proyeccion estard dada como
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Proys(v) = BBTv que serd un vector n-dimensional que se encuentra en el subespacio S donde
la matriz de proyeccién es P = BB” y oo = B”v de g-dimensional. Notemos la importancia de

trabajar con vectores ortonormales, ya que reduce grandemente el cdlculo de la proyeccion.

A veces trabajar con un conjunto de vectores linealmente independiente de un espacio vectorial
no es suficiente, por lo que en algunos casos es importante obtener bases que sean ortogonales
u ortonormales. Si quisiéramos convertir un conjunto de vectores linealmente independientes del
espacio vectorial V en una base ortogonal, podemos ortogonalizar a cada uno de sus elementos.
Para ello, la primera aplicaciéon que veremos de las proyecciones ortogonales es el denominado
el proceso de Gram-Schmidt, que consiste en ortogonalizar un conjunto de vectores linealmente

independientes.
Proceso de Gram-Schmidt

Para sacarle mayor provecho a las proyecciones, la matriz del andlisis de datos deberia tener
columnas ortogonales u ortonormales, para ello la primera aplicacién que vamos a presentar de
uso de las proyecciones es el llamado método de Gram-Schmidt que permite ortogonalizar a
partir de un conjunto de vectores linealmente independientes, para luego poder ortonormalizar los

vectores ortogonales.

El método de Gram-Schmidt es un proceso netamente utilizado para obtener una base ortogonal
de un espacio vectorial V cualquiera de R”" distinto de cero. Este método nos dice que, dado
un conjunto no vacio de vectores {vi,vs,...,v,} linealmente independientes en R" devuelve un

conjunto de g vectores ortogonales. A continuacién veamos como trabaja este proceso:

Paso 1: Fijemos el primer vector v linealmente independiente.
up =Vvi.

Paso 2: Definamos el siguiente vector u#, como la diferencia entre el vector v, con el complemento

ortogonal con respecto a v, es decir;
U =vy—0ouy.

Lo que se debe hacer es que el vector u, sea ortogonal a u;, es decir, u;’ u; = 0, para ello

encontremos el valor del escalar o;
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ulTuz =0= Lt]T(VQ—OCu]) =0.
— u1TV2 — OtLt]Tul =0.

— M]TV2 = OCM]Tul.

MITV2

—a=—.
Ui ug

Sustituyendo el valor de o y mediante la definicién 2.24 el vector u, ortogonal al vector u#; queda

expresado de la siguiente manera:

u{v2
[Jear |2

Uy = vy — uy :>u2:vz—Pr0yu1v2.
Paso 3: Ahora, definamos el siguiente vector u3 como:

Uz = vy — ou; — uy.

Este vector u3 debe ser ortogonal a los vectores u; y uy, para ello encontremos los valores de ¢ y

o,. Entonces

ulTu3 =0 VAN MQTM3 =0.
T -0 T -0
Uy (V3—061M1)— A up (V3—062u2)— .
ulTV3 — alulTul =0 A uzTV3 — (quzTuz =0.
M]TV3 = OclulTul A uzTV3 = OczuzTuz.
s w'vs
o =— A 00 = —F—.
ui-up Uz" up

Asi el vector u3 ortogonal a u; y a uy se expresa de la siguiente manera:

uTvs uyT'vs

Uz = vz — uy = uz = v3 — Proy,, (v3) — Proy,,(v3).

-
w1 Tuy wTuy

Paso siguiente: La idea es seguir hasta realizar con todos los vectores {vi,v2,...,v,} linealmente
independientes. Supongamos que se tiene hasta u, vectores ortogonales, lo que implica que u, serd

T
. ui" v, s z
ortogonal a todos los vectores u; anteriores, donde cada o; = —u’_ru‘?. Asi uy estd dada como:
1 1

T T T
ur' vy u' vy Ug—1" Vg
Ug=Vg— —— U] — — Uy~ — Uy .
uir' u u" up Mq_l uq_l
= vy — Proy,, (vq) — Proy,,(vq) — -+ — Proy,,_,(vq).

Entonces, para conseguir el vector u, definido como:

Ug+1 :Vq—l-l—(X]I/t] — Uy — -+ — Oglg,
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debemos determinar el valor de cada o; donde i = 1,2,...,q. En este caso ¢; estd dado como:

T
Ui Vg+1

uiTui

o; =

Asi el vector u, 1 es ortogonal a todos los vectores u; anteriores, el cual esta representado de la

siguiente manera:

T T T
. Ur vg+i Uz  Vgii Ug Vg+1
uq+1—vq+1— T upy — T u2—~--—# q-
urt up ur! up ug' Uy
= Vg+1 = Proyu, (vg+1) — Proyu,(vg+1) — -+ — Proyu, (vg+1).
El conjunto de vectores B’ = {uy,uz,...,us41} forman una base ortogonal, ya que todos los

vectores son ortogonales entre si.

Si se tiene una base ortogonal, entonces la podemos ortonormalizar estos vectores, es decir, una
base ortonormal B = {wy,w»,... ,wn,qu} se obtiene mediante el calculo de la norma de cada

vector de la base ortogonal, donde cada vector w; de la base ortonormal estd representado como:

Ui

w; =
I

Autovalores y Autovectores

En la técnica de Andlisis de Componentes Principales PCA, el cdlculo de autovalores y
autovectores es muy importante. Algunos autores denominan a los Autovectores como vectores
propios o Eigenvectors y a los Autovalores como valores propios o Eigenvalue. La definicién nos

dice que; dado una matriz ¢ € R™" cuadrada y un vector v no nulo de R" tal que:
ovV=a0av con o € R. 2.47)

Al escalar @ que cumpla esta ecuacién se denomina autovalor o valor propio de la matriz ¢ y
al vector v que cumpla esta ecuacién se denomina autovector o vector propio de la matriz o,
asociado a .

Notemos que el autovalor y autovector estd asociados tinicamente a matrices cuadradas, ademads el
vector v no nulo debe ser de la misma dimensién de la matriz 6. La ecuacién (2.47) no se cumple
con cualquier vector, o con cualquier escalar, para encontrar aquel vector y aquel escalar que
cumpla la expresion (2.47) empezaremos por determinar los autovalores de una matriz cualquiera,
partiendo de la definicién:

ov=av=—ov—oav=_0. (2.48)
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De esta expresion sacamos el factor comun a la derecha al vector v, ya que no podemos tomar
como factor comiin hacia la izquierda, pues nada nos garantiza que Gv sea conmutativa, ademas,
cuando se saca como factor cumun a v no podemos restar la matriz ¢ con un niimero real ¢ por lo

que se deja la matriz identidad del mismo orden de la matriz &, asf la ecuacion (2.48) se reduce a:
(c—al)v=0. (2.49)

La ecuacién anterior se denomina como la ecuacion matricial de un sistema de ecuaciones lineales
homogéneo, donde o — av : es la matriz de los coeficientes del sistema, simplificando la ecuacién
(2.49) obtenemos que:

(c—allyv=0=o0c—al=0, (2.50)

el 0 es una matriz de términos independientes. Ahora, el siguiente sistema de ecuaciones lineales
o — al = 0 es compatible y siempre tiene solucién, esto por el hecho de ser homogéneo, por lo
tanto, siempre habra autovalores y autovectores.

Si la solucién es compatible determinado existe un tnico autovector v = 0, pero recordemos que
en la definicién nos dice que el autovector v debe ser distinto del vector nulo. Lo que nos interesa
entonces es que la solucién sea compatible, indeterminado, esto indicard que siempre existen
infinitos autovectores.

Entonces, primero buscamos los autovalores que nos aseguren infinitas soluciones, es decir,
para todo « tal que el determinante Det(c — av) = 0, esta ecuacién es denominada Ecuacion
Caracteristica de la matriz. Esto nos permite descartar todos los determinantes distintos de cero.
Para mayor entendimiento sobre el cdlculo de los autovalores y autovectores se recomienda

(Grossman, 2012), (Lay, 2007) y (Datta, 2010) las cuales presentan ejemplos y ejercicios practicos.

Medidas Estadisticas

A continuacién se definen algunos conceptos estadisticos bdsicos y necesarios para el
entendimiento de la técnica de Andlisis de Componentes Principales para el proceso de

reduccion de dimensionalidad.

En estadistica siempre se maneja con datos de una poblaciéon o de una muestra, se entiende por
poblacién a un conjunto completo de elementos de estudio que poseen un pardmetro comin;
por ejemplo, los estudiantes de una escuela o los habitantes de una ciudad, pero no tiene que
ser necesariamente una poblacién humana, puede ser cualquier coleccién de datos que posea un
pardmetro comun; por ejemplo el nimero total de gimnasios en una ciudad. Una muestra es un

subconjunto pequefio de toda la poblacion.
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Entonces, consideremos un conjunto finito de datos muestrales.
X = {X] 7 X2y e 7-xN}7

donde cada elemento x; del conjunto posee ciertas caracteristicas o variables de estudio. El manejo
de dichos datos parte de establecer pardmetros estadisticos como la media y la varianza que miden
la variabilidad de los datos y nos dan informacién sobre la dispersién de la misma.

La media del conjunto es el valor promedio de todos los datos, y lo denotamos con X la cual estéd

expresada de la siguiente manera:

i M (2.51)

donde cada x; representa una caracteristica o variable de estudio y N es el total de observaciones o
el tamafio de la muestra.

La media juega un papel muy importante en la comprension de la tendencia central de un conjunto
de datos; sin embargo, en algunos casos puede ser afectada por valores que estin altamente
separados o cercanos que el resto de los valores. Cuando deseamos describir una variable, usamos
algunas medidas de centralidad y de dispersion, una de ellas es la media mayormente utilizada y
la otra es la desviacion estandar, pero vemos que cuando la distribucién de las observaciones esté
sesgada, la media no es una buena medida de la posicién central, por lo que se recomienda usar
la mediana (Solano, et al., 2009). Estas medidas son muy importantes para determinar la dispersion o
variabilidad de los datos. Esto conduce a la definicién de la varianza denotada por s> la cual estd

dada como:

N =2 =2
, 1 Z(x,-—%)zz (x1 =%)"+ ...+ (xy — X) ' 2.52)

§C= =
N N

i=1
En algunos casos se divide por N — 1 para evitar que el estimador sea sesgado o en algunas para
notar que se esté trabajando con una muestra, y se divide tinicamente por N para notar que se estd
trabajando con una poblacién. Ahora, mientras mayor sea la dispersién o varianza cominmente
conocida de los datos, mayor es la desviacion estdndar de la misma y eso nos pudiera dar indicios

del comportamiento de los datos para la toma de decisiones. La raiz cuadrada positiva de la

varianza es lo que se conoce como la desviacion estandar o tipica.

(2.53)

La desviacién tipica o estdndar es el valor promedio de las desviaciones individuales de cada
observacion con respecto a la media aritmética, a pesar de que los valores no son iguales, esto
permite ver la distancia o medir el grado de dispersion o variabilidad de los datos. Mientras mayor

es la desviacion estdndar, mayor serd la dispersién de los datos.
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Estos conceptos importantes se deben concebir muy bien para comprender los demds conceptos

estadisticos que se describirdn mds adelante.

Cada variable puede tomar valores cuantitativos o cualitativos; y representa caracteristicas del
objeto de estudio, ya sean caracteristicas fisicas de personas, objetos, o imédgenes; de esta manera
cuando se requiere tener en cuenta simultdneamente n variables o caracteristicas de N individuos

podemos utilizar una matriz X la cual represente estos datos.

X111 X120 XIN

X21 X222 ot X2N
X=lx; x ... xy|=

[ Xnl  Xn2 - XnN |

donde las columnas x;, i = 1,2,...,N de la matriz X, representan las n caracteristicas del i-ésimo
individuo. Las caracteristicas de los individuos las podemos ver como vector fila de la matriz,

realizando la traspuesta a cada vector columna de la siguiente forma:

T
X1 X1 X12 o Xim
T
X2 X21 X2 ot X2p
X: =
T
| XN | L XN1  XN2 - XNn

Es decir, cada vector fila x;” representa las caracteristicas del i-ésimo individuo y para el estudio
de estas n caracteristicas tomaremos las medias X; de cada vector x;” y asf representarla mediante

un vector de medias m, el cual tendrd n componentes de la siguiente manera:

o a
m= 2 dondef:lx‘T : _ i Xip e X
. 9 1 N 1 N

[ Xn ] L1

donde N es el nimero total de caracteristicas de cada x;/. Ahora nos interesa saber como se
comporta una variable en funcién de lo que hace otra variable. Es decir, se desea saber como
varfan en conjunto cada par de variables x = (x1,x2,...,X,) Y ¥y = (y1,¥2,.-.,Y) CON respecto a

sus medias; a esto se le conoce como la covarianza, la cual se denota como:
1 N
o =Cov(x,y) = N Z(x,- —X)(yi—Y). (2.54)
i=1
Donde X es la media muestral de x y y es la media muestral de y, ademds x; y y; son los valores

de x e y del i-ésimo término de la muestra y N es el numero total de registros de una muestra. Si
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nuestro conjunto de datos estd centrado alrededor de la media, es decir, si la esperanza o el valor

esperado E[X| = 0, entonces la matriz de covarianza se define como:
o= ixxj € RP¥P (2.55)
N = - ‘
Para determinar el tipo de relacion que existe entre las variables, bastaria con conocer los signos:

1. Si la Cov(x,y) es positiva, entonces la relacién entre variables es directa, es decir, ambas

variables varian en la misma direccidn.

2. Sila Cov(x,y) es negativa, entonces la relacion entre variables es inversa, es decir, la variacién

es en la direccion opuesta.
3. Sila Cov(x,y) = 0 no existe una relacion lineal entre las variables.

La figura 4-2 muestra los distintos tipos de relaciones existentes entre variables, las cuales fueron

mencionadas anteriormente:

(a) Relacidn Directa (b) Relacion [nversa (c) No existe relacion lineal

Tlustracion 4-2: Correlacion lineal entre variables.

Realizado por: Buiay, Cristian, 2022.

La matriz de covarianza también se puede representar mediante una matriz denominada matriz de

varianza y covarianza o mayormente conocida como la matriz de covarianza.

-, -
S11 512 o Sln
2
521 5§22 R V7]
[ —
2
| Snl Sn2 Sy

Esta matriz tiene en la diagonal principal las varianzas s“z,szzz, ...,s,m2 de cada variable y los
elementos que se encuentran fuera de la diagonal principal se le conoce como las covarianzas.

Veamos a continuacién algunas propiedades de esta la matriz:
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1. La matriz ¢ es simétrica: es decir 6 = o7 .

2. La matriz o es definida positiva: significa que, para cualquier vector x distinto de cero se tiene

T . ..
que x ox > 0. Ademds todos los autovalores de ¢ son positivos o cero.

Otro de los conceptos estadisticos que estudia la variabilidad de los datos, el cual estd relacionado
con la covarianza, es el concepto de coeficiente de correlacion lineal, esto lo podemos visualizar
al detalle en (Faraldo, P;; & Pateiro, B., 2013) donde nos muestra que la correlacién explica sobre
el cambio en una variable la cual varia entre —1 y +1. Si r = —1 significa que la relacién es
contraria, es decir, son inversamente proporcionales, ahora, si » = +1 significa que las variables
estan directamente relacionadas, es decir, son proporcionales entre si, pero si r = 0 significa que
no existe una relacidn lineal entre variables, es decir, las variables no estan correlacionadas, sin
embargo, podria existir otra relacién funcional. La correlacion entre las variables x y y estd definida
como:
_ Cov(x,y)

r(x,y) e (2.56)
X3y

donde Cov(x,y) es la covarianza de las variables x y y, y sy y s, representan la desviacién estandar
dexyy.
Para una instruccién mds detallada de estos conceptos estadisticos que miden la dispercién de los

datos y alguna de sus aplicaciones, se recomienda (Faraldo, P.; & Pateiro, B., 2013) y (James, 2013).
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CAPITULO 111
3. MARCO METODOLOGICO

En este capitulo se describe la metodologia de la investigacién utilizada para cumplir con los
objetivos planteados inicialmente y asi obtener los resultados de la investigacion de este topico de

Analisis de Componentes Principales via Proyeccion Ortogonal.

La metodologia utilizada para el desarrollo de este trabajo de investigacion es de disefio
documental, a nivel descriptivo, con enfoque cualitativo, en donde se emplearon estrategias
de busqueda y organizacién de la informacién adecuada, eficiente y apropiada para el tépico
de Andlisis de Componentes Principales via Proyecciones Ortogonales, a fin de describir este

proceso.
3.1. Descripcion del tipo de investigacion

La investigacion planteada es de disefio documental, ya que la informacién obtenida fue revisada
de manera sistemadtica la bibliografia especializada en este tépico para la descripcion de la técnica
de Anélisis de Componentes Principales y el desarrollo de un algoritmo basico para la reduccién
de dimensionalidad mediante la técnica del PCA.

La informacién que se obtuvo es a través de la indagacién exhaustiva, sistemdtica y rigurosa,
utilizando técnica muy precisas de la documentacion existente que, directa o indirectamente,
aporte la informacién referente al fendmeno que estudiaremos, esto es, mediante la lectura de

documentos como: libros, revistas, papers, tesis, entre otros.
3.2. Descripcion del nivel de investigacion

Esta investigacion es de nivel descriptivo, ya que presenta la descripciéon de conceptos
importantes del Algebra Lineal como espacios y subespacios vectoriales, transformaciones
lineales, ortogonalidad, bases ortogonales y ortonormales, las proyecciones en espacios de menor
dimensidn, y algunas medidas estadisticas de dispersion como la media, varianza, coeficiente de
correlacidn lineal y la matriz de covarianza las cuales intervienen en el andlisis de componentes
principales para la reduccién de dimensionalidad de datos usada frecuentemente en distintas

aplicaciones.
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3.3. Descripcion del enfoque de la investigacion

El enfoque de esta investigacién es cualitativo, ya que este documento presenta la descripcién
de toda la teoria matematica basidndose en nuestra percepcion, y ademads se evalia Unicamente la
calidad de la herramienta proyeccion ortogonal dentro de la técnica de Andlisis de Componentes

Principales en el proceso de reduccién de dimensionalidad.
Redaccion del documento

Para el cumplimiento satisfactorio del objetivo planteado para el desarrollo de esta investigacidn,

se llevaran a cabo una serie de actividades que se da a conocer a continuacion:

1. Seleccion y organizacion del material bibliografico.

2. Estudio y comprensién de las proyecciones ortogonales y sus principales aplicaciones.

3. Entendimiento y descripcion del proceso de reduccion de dimensionalidad.

4. Derivacion de la técnica de componentes principales, para la reduccién de dimensionalidad.

Una vez recolectada la informacion relacionada con el tépico de Andlisis de Componentes
Principales, se realizé la redaccién del documento de manera clara y concisa, donde se detalla
toda la teorfa matemdtica que intervienen en la técnica del PCA. Se empez6 por escribir una
breve introduccion y los antecedentes histéricos, luego se dio a conocer los fundamentos teéricos
donde se describen los conceptos importantes del Algebra Lineal y algunas medidas estadisticas
de dispercién como la media, varianza, matriz covarianza y el coeficiente de correlacion lineal.
Toda esta teoria matemdtica fue la base para la descripcién y deduccién de la técnica de Anélisis
de Componentes Principales, usada ampliamente en la reduccién de dimensionalidad de datos.
Finalmente, se logré generar un algoritmo el cual explica cada uno de los pasos para obtener
la reduccién de dimensionalidad, por dltimo se describen los resultados obtenidos mediante el
cddigo basico del PCA. De esta manera se generd el documento “Proyecciones Ortogonales y sus

Aplicaciones”.
Uso del Software MATLAB

El software utilizado para la implementacion del cédigo es el conocido MATLAB, ya que es un
sistema de codmputo numérico que ofrece un entorno de desarrollo integrado con un lenguaje de
programacion propio. Ademds es un software muy completo, y tiene una enorme capacidad para

resolver problemas del Algebra Lineal.
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CAPITULO IV

4. MARCO DE ANALISIS E INTERPRETACION DE RESULTADOS

En este capitulo se utilizardn los elementos descritos en el marco teérico para deducir, en forma

sistemdtica, cada paso en el Andlisis de Componentes Principales.

El anédlisis o analitica de datos es el proceso de examinar conjuntos de datos para encontrar
tendencias y sacar conclusiones sobre la informacién que contienen. Esta técnica de Anélisis
de Componentes Principales para la reduccién de dimensionalidad, surge a partir del interés de
identificar y eliminar las variables irrelevantes en datos provenientes de distintas aplicaciones,
a fin de hacer mds eficiente su tratamiento. Particularmente, cuando el problema es tratado
computacionalmente, esta reduccién conlleva a una mejora del rendimiento computacional y

reduce la complejidad, lo que lleva a facilitar el andlisis y la comprension de resultados.

4.1. Derivacion de la técnica de Analisis de Componentes Principales

A continuacion se presenta la descripcion y la derivacion de la técnica de Anélisis de Componentes
Principales; como se dijo inicialmente, el PCA es una de las técnicas mas usadas para la reduccion
de dimensionalidad y manejo de grandes volimenes de datos. Su objetivo principal es reducir la
dimensionalidad de un conjunto de datos originales, en el que se encuentran un gran nimero de
variables correlacionadas. Esta reduccién se logra transformando el conjunto de datos originales
en un nuevo conjunto de variables no correlacionadas, es decir, en un conjunto en el cual no
haya redundancia y mucho menos datos duplicados o que no aporten mucha informacién, a este

conjunto se denomina componentes principales.

Las componentes principales son aquellas que no estdn correlacionadas, es decir, no existe
redundancia en la informacién, estos componentes estin ordenados, ya que las primeras
componentes abarcan la mayor parte de la variabilidad de los datos presentes en todas las
variables originales. El cdlculo de estos componentes principales se reduce a la solucién de un
problema de autovectores y autovalores para una matriz conocida, la matriz de covarianza, la cual

es simétrica y semidefinida positiva. Esto se verd con detalle mas adelante.

En si, la técnica de Andlisis de Componentes Principales permite determinar proyecciones £; o

Ilamados, representaciones o aproximaciones de los datos x; que sean los mas similares posibles a
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los datos originales pero en un espacio de menor dimension.

Notemos que en el estudio de las proyecciones sobre subespacios de dimensién menor se
consideraron vectores de R", pero en el estudio del Andlisis de Componentes Principales debemos
tener en cuenta que cuando se habla de un conjunto X de datos, este conjunto en realidad serd
una matriz de datos que pertenece a R”*" con m y n nimeros reales. Entonces, esta técnica del
PCA consiste en el tratamiento de una matriz de datos (X, -,+) como si fuera un espacio vectorial
euclideo que tiene n variables o caracteristicas. Este conjunto de n variables genera un espacio
vectorial, por lo tanto, tienen validez las operaciones de suma y multiplicacién por escalares y sus

propiedades definidas en el espacio vectorial.

Supongamos que se tiene un conjunto X de datos el cual contiene N vectores x;,x2, ..., Xy, este
conjunto X de N vectores es una matriz de datos, es decir, se tiene una muestra de N individuos u
objetos de estudio, donde cada x; coni=1,2,...N posee n variables o caracteristicas, es decir, cada
X; estd en un espacio n-dimensional, las cuales representan las variables originales, este conjunto

lo podemos visualizar mediante una tabla o matriz de datos de la siguiente manera:

X111 X122 ... XIN

X21 X22 ... XoN
X = xl xZ e xN =

[ Xnl Xn2 ... XaN ]

en este caso las filas representan las n caracteristicas y las columnas representan los objetos de
estudio o las observaciones. Para reducir la dimensionalidad del conjunto X de datos se debe
proyectar las n variables originales sobre un subespacio g-dimensional, donde ¢ < n. Lo que se
desea es buscar una representacién X que sea lo més parecido o similar posible al conjunto X de

datos originales, pero en un subespacio de dimensién menor.

Entonces, consideremos B, = {vi,v2,...,v,} como una base ortonormal del espacio R"” donde
cada par de vectores distintos son ortogonales, es decir v;’ v ;=0siysolosii# jycada vector es
de norma uno, es decir, v;T v ;= 1siysolosii= j.Pordefinicion, cualquier vector x;,i = 1,2,...,N
del conjunto X de datos originales, se puede escribir como una combinacién lineal de los vectores
de la base, en este caso de la base ortonormal B, y sea ¢; un vector de escalares definido de la

siguiente forma o; = (01, @2, ..., Oy ), entonces, la combinacién lineal de cada dato original x; de
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R" viene dada tal como se presenta a continuacién:
X1 = 0q1vi+ 0ppva+ -+ Qi vy

Xy = 0p1V1 + 0V + -+ - + Qo Vy.

XN = On1Vv1+ Ovovy + -+ -+ Oy Vi

Para facilitar la notacién de la expresion anterior, podemos expresar la combinacién lineal para

cadax;,i=1,2,...,N en términos de sumatoria, la cual viene dada como sigue:
n
Xi= Y, 04V = 0G1Vi + 0V + -+ QlinVi, 4.1
j=1

La proyeccion de un dato x; del conjunto X de datos originales sobre el subespacio unidimensional
S generado por un vector v, j = 1,2,...,n cualquiera de la base ortonormal B,, viene expresada

tal como se presenta acontinuacion:
Proys(xi) = Uijvi =Vv;Qj. (4~2)

Como se estd realizando proyeccion ortogonal, entonces el vector x; — Proys(x;) serd ortogonal a

v;, es decir, v; (x; — Proys(x;)) = 0 reemplazando la expresién 4.2 obtendremos lo siguiente:
T T T
Vj (x,-—a,-jvj):O:>vj X,'—(XijVj Vj:().

Como los vectores vi,V2,...,V, son ortonormales, entonces v;! v ;=1 con i= j, es decir, cada
vector v; tiene norma uno, y si determinamos la coordenada ;; de la expresion anterior obtenemos
que:

oG = VjT)C,' = )C,'TVJ'. (43)
Asi, ogjconi=1,2,...,Ny j=1,2,...,nrepresenta o es una aproximacion de x; sobre el espacio

unidimensional generado por el vector director v;.

Ahora, si proyectamos el vector x; del conjunto de datos originales sobre el subespacio S de
dimension dos, los vectores v;,v; de la base ortonormal B, son los que formardn la base del
subespacio S. Entonces la proyeccion Proys(x;) serd una combinacién lineal de los vectores v; y
vk las cuales generan el espacio bidimensional S con escalares o y 0.

Proyg(xi) = 0jvj+ Qg v “4.4)

Sabiendo que la proyeccién ortogonal es aquella que nos dard la menor distancia entre el vector x;
y su proyeccion, entonces el vector x; — Proyg(x;) serd ortogonal al subespacio bidimensional S,

esto significa que serd ortogonal al vector v; y a v la cual se caracteriza como:
(xi — Proys(x;))"v; =0 A (x;— Proys(x;))T vy = 0.
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Reemplazando la ecuacion 4.4 en la expresion determinada anteriormente obtenemos lo siguiente:
oV — O )T =0 A (xi—ov;—o )T =0
(xi—ajvi—agve) vi= Xi — Ojvj— Ogvg)" vi =0

mediante la combinacién en la expresién anterior obtendremos que (@, 0tx) = [v;,vi] x;, la
cual es una representacion del dato x; en un espacio de dimension dos. Ahora, si tomamos tres
vectores cualesquiera v;, v y v, de la base ortonormal B,, como base del subespacio S, entonces
obtendremos una representacién o aproximacién del dato x; definida como (a;j, Ok, Oi) =

[v, vk, vi]T xi, donde la proyeccion serd de la forma:
Proyg (x,-) = Q;jvj+ OV + Qi V. 4.5

De manera general, si consideramos g < n vectores cualesquiera de la base ortonormal B,,, como
vectores de la base del subespacio S de menor dimensién, entonces podemos representarla en
términos matriciales, donde esta matriz denotada por B tendrd como columna los g vectores
ortonormales, cada vector columna es de n-dimensional, asi que la matriz B serd de n x g, donde
los g vectores generan un subespacio g-dimensional S. Lo que se desea ahora es proyectar la data
x; sobre el subespacio S, entonces la proyeccién serd Proys(x;) = Bo; = BBTx; y €s un vector
n-dimensional que se encuentra en el subespacio S de menor dimensién y el vector de escalares
o; = BT x; pertenece a RY la cual es una representacién de la proyeccion del dato x; en un espacio

de menor dimension.

Las proyecciones son aproximaciones o representaciones de los datos originales x; en un
subespacio S de menor dimensién. Estas proyecciones las podemos representar mediante un vector

de coordenadas llamado code.
Q; = (Otil Qp ... Otiq) =B"x; e R (4.6)

Para aclarar la idea del code, veremos mediante un ejemplo, de como representar la proyeccién
mediante el vector de coordenadas o llamadas code, para ello consideremos R? con su base muy
conocida que es la base canénica B y R? con su respectiva base canénica. Tomemos como vector
v=(1,2,3)T de R? y asumimos que la proyeccién de v sobre el subespacio S de dimensién dos
es Proys(v) = (2,3)". Entonces podemos escribir la proyeccién como combinacién lineal de los

vectores de la base de R2.

2 1 0 2
Proys(v) = =2 +3 =
3

Donde o = (2,3) es un vector de coordenadas llamadas code, la cual representa el vector Proys(v)

sobre el subespacio de dimension dos.
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Mediante esta idea, para representar los datos x; en un espacio de menor dimension es suficiente
determinar, recordar o almacenar el vector de coordenadas ¢; con respecto a la base candnica
de un espacio de menor dimensién al cual se estd proyectando el vector x;. Este vector de

coordenadas ; = B x; se le conoce como code.

Sabemos que la proyeccién Proys(x;) es un vector n-dimensional del subespacio S , es decir,
Proyg(x;) es un vector que tiene n componentes que se encuentra en el subespacio S de dimensién
menor. Por ejemplo, los vectores X; que pertenecen al subespacio principal S podrian ser vectores
de R? en un plano, es decir, la dimensién del plano es dos, pero los vectores todavia tienen tres
componentes o coordenadas con respeto a la base estdndar de R>. Y la segunda suma es un vector
que pertenece al complemento ortogonal de S.

Entonces, el vector proyeccién por definicidon se puede expresar como combinacion lineal de los

vectores de la base ortonormal B, de R”, esto es, existe escalares A1,A;, ..., A, tal que:
Proys(x;) = Aivi +Aava+ -+ + Ayvy. 4.7

Ahora, podemos seleccionar g vectores de la base ortonormal B,, con g < n y definir la matriz
B cuyas columnas son los g vectores seleccionados, estos vectores vi,Vvs,...,V, forman una

base B, y generan un subespacio g-dimensional S. Entonces el vector Proys(x;) de R" se

puede expresar como combinacion lineal de los vectores vi,...,vy,V4i1,...,V, con escalares
A2, Ag Agits - -, Ay de la siguiente forma:
Proys(x;) = Avi +Aava+ -+ Agvy + Agr1vgs1 + -+ Apvn. (4.8)

Lo que buscamos es un subespacio S C R” de dim(S) = g con ¢ < n, donde se encuentran
las representaciones del conjunto de datos originales X. Entonces, mediante el concepto de la
descomposicion ortogonal (2.21), cada vector del espacio n-dimensional se puede escribir de

forma tnica como suma de vectores como sigue:

Proys(xi) = Aivi +Aava + -+ Agvg + Agp1vgr1 + -+ Apvn.

X complemento ortogonal

n

q
:Zkkvk‘i‘ Z Aev.
k=1

k=gq+1

n
=5+ ) Aw
k=q+1

Como podemos notar, la primera suma x; es el vector proyeccién de x; sobre el subespacio S de

dimension ¢ generado por los vectores vy,v2,...,v, de B, con A = (41,42, ..,A,) la cual se denota
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como X; = BA, esto representa la aproximacion a los datos x; en el subespacio g-dimensional S.

Notemos que la matriz B tiene como vectores columna todos los vectores de la base B,,.
q
fi=) Ahovi=BA. (4.9)
k=1

Dentro del Anélisis de Componentes Principales se propone descartar o eliminar la segunda suma,
es decir, desecha el vector del complemento ortogonal de S, y toma como subespacio principal al
subespacio generado por los vectores ortonormales seleccionados vy, vz, ...,v, de B,.

Asumiendo que el vector X; representa o es una aproximacién a la data x; en el subespacio §
de menor dimensién. Entonces, usaremos exactamente este tipo de representacion de X para
encontrar las coordenadas 6ptimas A y los vectores de la base vi,vs,...,v, tal que X sea tan
similar como sea posible al punto de dato original x, para lo cual, nuestro objetivo serd minimizar

la distancia euclidiana ||x — &]|.

Para facilitar la notacién, consideramos que el conjunto X de datos tiene media o la esperanza
cero, al cual se desea representar en el subespacio principal S de g-dimensional, entonces debemos
determinar el vector de coordenadas A y los vectores v, con k = 1,2,...,¢q de la base ortonormal
B, tal que al representar los datos en el subespacio g-dimensional, el promedio de la sumatoria de
cada error sea minima, a esto se le conoce como el error cuadratico de reconstruccion promedio y
lo denotamos como E. Para medir la similitud tomamos el cuadrado de la distancia euclidea ||x; —
%||? con el propésito de minimizar el error cuadrético de reconstruccién promedio. Recordemos

que la distancia euclidea al cuadrado es igual a su producto interno, es decir:
~ 112 N\T ~
[y = 5|7 = (i — %) (% — &)

Entonces, el problema consiste en minimizar el error cuadratico de reconstruccién promedio

definida tal como se presenta a continuacion:
1 ¥ o
E=3) |-l (4.10)
N=

El objetivo es determinar una aproximacién ¥; = BA; con i = 1,2,...,N, la cual sea similar al
dato original x;, esto considerando que se dispone de una base ortonormal B, en el espacio de

dimension n donde se encuentran los datos.
Para determinar una aproximacién £; = BA; similar a la data x;, debemos hallar el conjunto de

escalares A; y el conjunto de vectores vi,vs, ..., Vv, que sean Optimos para obtener la representacion

de x;, por lo que se trata de un problema de optimizacién multivariable.
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Para encontrar las coordenadas A; y la base ortonormal del subespacio principal, lo primero que
debemos hacer es optimizar las coordenadas A; para una base B, de vectores ortonormales dado
(vi,v2,...,vq), luego determinar los vectores (vi,v2,...,v,) 6ptimos de la base ortonormal, las

cuales conformarén el subespacio principal S.
Determinacion de coordenadas optimas

Entonces, empecemos determinando las coordenadas optimas A;1,Ap, ..., Ai;, de las proyecciones
X;parai=1,2,...,N. Determinar el vector de coordenadas o llamadas code significa encontrar la
representacion de la proyeccion del dato x; sobre el subespacio S con respecto a los vectores de la
base B, la cual minimice la distancia entre x; — £;, y sabemos que si la distancia entre el dato x;
y su proyeccién es minima significa que esto serd la proyeccién ortogonal, es decir, el producto

interno del vector x; — X; con cada vector v, de B, serd igual a cero.
~ T ~
(vi,xi — %)) = 0= v’ (x;,—X;) =0,

donde k = 1,2,...,q. Para un dato x; = (x;1,Xp2,...,Xin) de la matriz de datos X, el conjunto
de escalares 6ptimos para &; es cuando se anulen las derivadas parciales del error cuadratico de
reconstruccion promedio E con respecto a cada coordenada en A,, = (Ai;, A2, ..., Agi), las cuales
son funciones de Xj, por lo que requerimos las derivadas parciales en la cual aplicaremos la regla

de la cadena para obtener la solucion.

JE JE 0%
P apel .11

Entonces, calculemos la primera derivada parcial, la cual es:

JE  d (1Y 5

Z_ | = X — X . 4.12
A partir del error cuadratico de reconstruccion promedio definida en la ecuacién (4.10) para un
dato particular x;, el término ||x; — %;||* de la sumatoria se expresa de la siguiente manera:

i — %[> = (i — )" (xi — %)

(xi1 —x71)

T ()Cl' —)C7)

= o =) o= o G| |
_(xin - x?n)_

= (xi1 — 1)+ (xi2 —X2)* 4+ + (xin — Xin) %

Entonces, el error cuadratico para un dato particular x; queda expresado como:

E:i (xi1 — Xi1)? 4+ (xi2 — X32)2 4+ =+ (i — X3 )?
N il il 2 —Xi2 Xin — Xin )
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ahora, si realizamos la derivada parcial de E con respecto a x; de la expresion anterior, obtendremos
como resultado lo siguiente:

JE 1 ) ) )
aixi — N [—2()61'1 —x,-l) — 2()(,'2 —x,-z) — e — Z(Xin —xl-n):| .

-2
= W |:(xil _x;l) + (xiZ _X;Z) +-- 1+ (-xin _-x;n):| )

la derivada parcial de un dato particular x; que tiene n variables o caracteristicas recoge como
vector fila las derivaras parciales de cada x;; con,i=1,2,...,N,y j=1,2,...,n entonces:
JE 2 _ ~ _
o N [(xil —X1) (2—x2)... (X —xin)} :
l
2 =\T 1xn
:_N(xi_xi) e R (4.13)

El vector fila definido en la ecuacion (4.13) también se conoce como el gradiente o el jacobiano.

Ahora para obtener dx;/dA; veamos como estd definida £; en la ecuacion (4.9). Entonces

0% 9 [
i Ik (mE ’Wm) |
d

=v, parak=1,2,...,q. 4.14)

Aivi + Aaiva + - Mivie+ A )ivies 1+ Agivg) -

Asi obtenemos la derivada parcial con respecto a Ay; de la ecuacién (4.11) y para obtener la
coordenada 6ptima lo que debemos hacer es establecer esta derivada parcial en cero, esto hace

que inmediatamente produzca la coordenada éptima, esto se caracteriza de la siguiente manera:

OE JE on 2, g
m—ﬁ-m——ﬁ()@—x,) Vk—O,

aplicando la propiedad de la traspuesta y la propiedad distributiva obtenemos lo siguiente:

2 3 2 g
—N(x,- — i) = —N(x,-Tvk —%Tw) =0.
— xiTvk —fiTVk =0,

mediante el uso de la expresion x; definida en (4.9) y reemplazando en la expresion anterior se

tiene que:
T T T 3
— x5 vi=0=x;" vy — Z AV | vie =0,
m=1

= x; v — Avi vi =0,

como los vectores vi,Vvs,...,V, son ortonormales, entonces vilve =1, asi x;T vy — A4 = 0, de esta

forma obtenemos la coordenada 6ptima Ay;.
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Aei = xi v, (4.15)

donde k =1,2,...,q y parai=1,2,...,N. Como podemos notar que la coordenada éptima de
Aii coincide con la proyeccién ortogonal del vector x; del conjunto de datos originales, sobre el
subespacio S de dimension uno generado por el vector vy.

Entonces, podemos generalizar esta idea de la siguiente manera: Para cada x; coni =1,2,...,N
del conjunto de datos originales podemos obtener el valor 6ptimo A;; donde k& = 1,2,...,q.
Entonces, la proyeccién 6ptima £; del elemento x; del conjunto de datos originales X, es la
proyeccion ortogonal y las coordenadas de £; con respecto a los vectores vy,vy,...v, de la base

By, son las coordenadas de la proyeccion ortogonal de x; sobre el subespacio principal S.

Recordemos que si se tiene una base ortonormal de R” entonces la proyeccion es:
= vk(vavk)flvax — F=w xR, (4.16)

donde v;"x = A es la coordenada de la proyeccién ortogonal de x sobre el subespacio definido
por v;. Entonces ¥ es la proyecciéon ortogonal de x sobre el subespacio generado por el vector
k-ésimo de la base By, y A = vi! x es la coordenada de esta proyeccién con respecto al vector
de la base v¢. De manera general, si se desea proyectar sobre un subespacio g-dimensional de
R", obtenemos la proyeccion ortogonal de x sobre el subespacio g-dimensional con vectores

ortonormales vi,V7,...,v, de la base B,,.
¥=B(B"B)'B'x—=— #=BB"x. 4.17)

En este caso, la coordenada de esta proyeccién &; con respecto a la base ortonormal B, viene
dada como B x = A. Notemos que el vector de coordenadas A es una representacion del vector
proyeccion X. Aunque X € R”, es suficiente con determinar las coordenadas Ai,A,,...,A, para

poder representar el vector de proyeccion X, la cual es similar al dato x;.

Ahora, las coordenadas que se encuentran en el complemento ortogonal S+ con respecto a la
base vgi1,V442,...,V, son siempre cero. De esta forma hemos demostrado que para una base
B, ortonormal dado, podemos determinar las coordenadas Gptimas de X mediante la proyeccion

ortogonal sobre el subespacio principal S.

A continuacién pasaremos a demostrar como determinar la mejor base para el subespacio de
dimensién menor sobre el cual se encuentran los datos aproximados, es decir, determinaremos

los vectores vy, vy, ...,v, que definen el subespacio principal S.
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Determinacion de la base de subespacio principal S.

Recordemos que en la ecuacién (4.15) se mostr6 la forma de obtener el valor 6ptimo A; para un
determinado vector x; del conjunto de datos originales X, la cual se calcula como A;; = x;” v con
k=1,2,...,q, y ademds la proyeccién ¥; la podemos escribir como una combinacion lineal de la
siguiente manera: X; = A1;v1 + Agiva + - - - 4 A4v,. Por lo tanto, para determinar los vectores de la
base vi,V2,...,V4 que definen el subespacio principal S, debemos reformular la ecuacién (4.10)
del error cuadrético de reconstruccién promedio mediante los resultados obtenidos anteriormente,
ya que esto hard que sea mds facil determinar los vectores de la base B,. Ahora, recordemos que:
q q
=Y hive= Y (" vi)v,
n=1 k=1
si aplicando la propiedad de la simetria del producto escalar a la expresion anterior, obtenemos lo

siguiente:

q q d
=) vdxve=Y v x) = Y v | xie
k=1 k=1 k=1

Notemos en esta parte que el escalar Ay; estd dada como Ay; = xiTvg y la matriz de proyeccién P
viene representada como:

q
P=Y v =BB". (4.18)
k=1

Esta matriz de proyeccién P = BB es una matriz cuadrada simétrica de rango ¢ ya que se obtiene
a partir de la suma de matrices v;v;! de rango uno que esti formada por el producto escalar del
k-ésimo vector columna ortonormal del subespacio S.

De la misma forma, el elemento x; del conjunto X de datos originales se expresa como una

combinacién lineal de los vectores vy, vo,...,v, de la base B, de la siguiente forma:
Xi = 01V + 00iVv2 + -+ + OV

En términos de sumatoria se expresa de la siguiente manera:
n n
T
Xi = Z O Vi = Z (vk x,-)vk. 4.19)
k=1 k=1
Esta expresion la podemos representar como la suma de dos sumatorias y aplicando la propiedad

de la simetria del producto escalar obtenemos lo siguiente:

q n
(v xi)ve = Z(Vkai)Vk+ Z (vic" xi)vie
1 k=1 k=q+1

Xi =
k

n q n
T T T
= kavk Xi = kavk Xi+ Z ViV | Xi.
k=1 k=1 k=q+1

n
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La primera sumatoria representa la proyeccién x; en el subespacio principal S y la segunda
sumatoria representa el vector en el complemento ortogonal S*. Entonces el término x; queda
expresado como sigue:

n n
T o T
X; = (kavk )x,-zx,--i— Z Vive' | Xi.
k=1

k=gq+1

Ahora, mediante estos resultados podemos determinar la distancia que existe entre el dato original
X; y su proyeccion x;.
n
~ ~ T ~
Xi—Xi=X;+ Z ViV | Xi — X;.

k=q+1

n

n
= Z Vkva X — Z (Vkal‘)Vk. (4.20)
k=g+1 k=g+1

Como podemos notar que la diferencia entre el dato original x; y su proyeccion X; es exactamente la
proyeccion del dato original x; sobre S+, por lo tanto, el vector x; — £; se encuentra en el subespacio
S+ que es ortogonal al subespacio principal S. Y ademds la matriz de proyeccién P de la expresién
(4.20) esta representada como:

n
P="Y wv'. (4.21)
k=q+1
Tomando la norma al cuadrado a ambos lados de la igualdad de la expresion (4.20) determinada

anteriormente, obtenemos lo siguiente:
2
n

i—&P =1 Y x| - (4.22)
k=qg+1

La medida de similitud que se usa es la norma ¢, o norma euclidea cominmente conocida. Por
lo tanto, dentro de la medida establecida, que es la distancia euclidea al cuadrado, el error al
aproximar el dato original x; por su proyeccion £, es igual a la aproximacién que ocurriria si
usdramos el complemento ortogonal del subespacio principal S, y este hecho se puede usarse de

manera equivalente para encontrar la solucidén éptima que deseamos ver.

Mediante estos resultados vamos a reformular la expresion E del error cuadritico de
reconstruccion promedio de la ecuacién (4.10). Entonces, reemplazando la expresion (4.22) en

la ecuacion del error cuadrético E = % YV | ||x; — %> obtenemos lo siguiente:

2

1 N s 1 X n ,
E=_Ylx—-xP=<Y[ ¥ 0 x)w - (4.23)
= N =
= = =q+1
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Ahora calculemos de manera explicita la norma al cuadrado y usamos el hecho de que los vectores
vi forman una base ortonormal. Como la norma euclidea al cuadrado es el producto escalar del
vector consigo mismo, entonces produce lo siguiente:

2
n

1
E=—
N

1=

(v xi)vi
k=g+1

1=

Z| =

n r n
( Z (vaxi)vk> ( Z (vaxi)vk> ) (4.24)
k=q+1 k=q+1

Ahora, notemos que en esta tiltima expresién el término x;’ vy = 7; es un escalar para k = g+ 1,q +
2,...,ny los vectores del subespacio del complemento ortogonal son de la forma vy 1,vg42,...,Vn,
ademds estos vectores son vectores ortonormales, es decir v/ v j=0siysolosik# jy vel'v i=1
siysolosi k= jparatodok,j=¢g+1,9+2,...,n Entonces ZZ:qH (v x;) vk es una combinacién
lineal de la siguiente forma:

n
Z (Vkai)Vk = Yg+1Vg+1 + Yg+2Vg+2 + - + YaVn- (4.25)
k=qg+1

Entonces, reemplazando la ecuacion anterior en la expresion (4.24) obtenemos lo siguiente:

1 N n r n
E:NZ< Z (VkTX,')Vk> ( Z (vaxi)vk> .

i=1 \k=q+1 ka1
1 ¥ .
N (Yg+1Vgr1 + Ygr2Vg2 + -+ Yavn)” (Ygr1Vgr1 + Ygr2Vgr2 + -+ YaVn) -
i=1
1 ¥ ) ) )
N Z ((Yqﬂ"qﬂ) + (Yg2Vg2) -+ (Yava) ) ,
i=1
como los vectores son ortonormales, entonces v/ vy = 1 con k = g+ 1,4+ 2,...,n, por lo que la

expresion anterior se reduce al siguiente calculo:

M=

N n
E= oY () + (el 4+ ) = 1 Y Y o,

1

Il
—_
I
—_
>~
Il
Q
+
—

pero sabemos que }; = x;’ v, entonces reemplazando en la expresién anterior se obtiene la

siguiente expresion:

( Z (Vkai)(vax,-)> , (4.26)
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ahora, lo que aplicamos es la propiedad de la simetria del producto interno a la expresién anterior,

de la cual obtenemos el siguiente resultado:

1 N n . r 1 N n , ,
E=) | X dm)bi'v) ) = Y vl | (4.27)
i=1 \k=q+1 i=1 \k=q+1

como el vector x; no depende de n y el vector v, no depende de i entonces podemos intercambiar

las sumatorias, esto se caracteriza como sigue:

7 N
E = %Z i Vka,-x,-Tvk = i va (11, Zx,-xiT) Vk. 4.28)
i i=1

i=1 \k=q+1 k=q+1

En esta dltima parte el término % Zf-vzl x;x;T es la matriz de covarianza de la ecuacién (2.55), donde
los datos estdn centrados alrededor de la media, es decir, la esperanza o el valor esperado de la
variable aleatoria es E(x) = 0. Por lo tanto, la expresion del error cuadrdtico de reconstruccion
promedio se reduce al siguiente calculo:
n
E= Y vlow. (4.29)
k=q+1

Con este resultado del error cuadratico de reconstruccion promedio E, el problema se transforma
en determinar los vectores ortonormales v,i1,V442,.., del complemento ortogonal S+ del

subespacio principal S tal que el error cuadratico se minimice, es decir:

n
minimizar E = Z vl ovp = quTquH + vq+2Tqu+2 + 4 v, o, (4.30)
k=g+1

Este problema lo podemos resolver mediante el uso del método de los multiplicadores de
Lagrange, ya que permite encontrar el maximo o minimo de una funcién multivariable cuando
presenta alguna restriccién o cuando esté sujeta a cierta condicion, el calculo de los multiplicadores
de Lagrange la podemos ver a detalle en (Thomas, 2005). En este caso la restriccion es que los

vectores por ser ortogonales tienen norma uno, a la cual se define como F := v;’ v, = 1 para

k=q+1,q+72,...,n, entonces la funcién Lagrangiana queda expresado de la siguiente forma:
n
Lx,A)=E— Y NIF. 4.31)
k=qg+1

Reemplazando en esta expresion los valores de E de la expresion (4.31) y la restriccion F

obtenemos lo siguiente:

,C(x,),): i VkTGVk— i lk(VkTVk), (4.32)

k=g+1 k=g+1
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donde la variable A; se le conoce como multiplicador de Lagrange. Ahora, v;” vy = 1 esto implica

qué vi" vy — 1 = 0. Entonces podemos expresar la funcién Lagrangiana como:

Lx,A) = vyt ovger+ v 0 — g1 (Vi1 vgrr — 1) — - = Ly(v vy — 1).

= vq+1Tqu+1 +-4v, oV, +Ag+1(1— vq+1Tvq+1) +o+ A (1= vnTvn).

Para determinar la soluciéon debemos realizar el gradiente de la funcién Lagrangiana 7L (x,A)
igual al vector cero, es decir \7L(x,A) = 0. Para lo cual se debe realizar la derivada parcial con
respecto a cada multiplicador de Lagrange e igualar a cero, de la misma forma la derivada parcial
con respecto a cada vector vy con k =g+ 1,g+2,...,n e igualar a cero, esto se caracteriza de la

siguiente manera:

L d
EYR = FTR (vq+1Tqu+1 +-'-+vnTGv,,—|—7Lq+1(l — vq+1Tvq+1) +-+ A1 —vnTvn)) =0.
Para g+ 1 < k < n obteniendo como resultado

oL T\

=1-—v, v, =0. (4.33)

La expresion 1 —v,” v, = 0siy solo si v vy = 1. De la misma forma para g+ 1 < k < n realizamos

la derivada parcial de £ con respecto a vy.

oL o

" on (vq+1Tqu+1 v v+ Ag (1= v vgsn) + -+ An(1 —vnTv,,)) =0.

Obteniendo como resultado la siguiente expresion:

3£ = VkTG—FO—FAk(—VkT) =0.
Vi

=wlo— ! =0, (4.34)

esta expresion se cumple si y solo si v,/ 6 = 4!, como la matriz de covarianza ¢ es una matriz

simétrica y por la propiedad de producto interno obtenemos que:
OV, = lkvk. (435)

Notemos que esta expresion es similar a la ecuacion (2.47), por lo que los vectores v con k = g+
1,q+2,...,nque optimizan el error cuadratico de reconstruccién promedio E son los autovectores
de la matriz de covarianza o. Ahora, si multiplicamos v por la derecha a la expresién (4.35)
tenemos que:

Gvkva = lkvkva - Gvavk = lkaTvk — 0 = 7Lk.
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En la expresion anterior se aplic6 las propiedades del producto interno y la ortonormalidad de
vectores. Con este resultado podemos expresar el error cuadritico de reconstruccién promedio

(4.30) como:

T T T
E=v41" Ovyr1+vgi2 Ovga+--+vy Ovy,.
T T T
= Vg+1 )Lq+l Vg+1+Vg+2 A'q+2vq+2 +- v vy
T T T
= A'q+lvq+1 Vg+1+ )Lq+2vq+2 Vg2 + -+ AV’ Vi

Como los vectores son ortonormales, es decir, v;'v; =0 siy solo sii# jy v;'v; =1siy solo sf

i = j entonces el error cuadratico de reconstruccién promedio viene dada como:
E :A’q-i-l +A,q+2++ln (436)

Esto significa que el error viene dado por los autovalores de la matriz de covarianza que se
encuentran en el complemento ortogonal, pero resulta que, lo que nos interesa son los autovalores
asociados a los autovalores de mayor valor, pero si resolvemos el problema de los autovalores con
menor valor, automdticamente obtenemos los de mayor valor, y esto si nos sirve para representar
nuestra solucién. Por lo tanto, con determinar dnicamente los autovalores A, 1,4442,...,4, de la
matriz de covarianza ¢ podemos obtener el valor minimo del error cuadrético de reconstruccién

promedio E.

Ahora, como la matriz ¢ es una matriz cuadrada, simétrica y definida positiva, tiene autovalores
reales positivos y los autovectores vy 1,V442,...,V, de la matriz de covarianza son vectores que
pertenecen al complemento ortogonal S* del subespacio principal S. Entonces, los vectores que
se necesitan en la base B, del subespacio S son los g autovectores de la matriz de covarianza,
los cuales corresponden a los g autovalores de mayor valor de la matriz de covarianza, estos g

autovectores son los que formaran la base B, los cuales generan el subespacio principal S.

De manera general, la técnica de Andlisis de Componentes Principales nos dice que para encontrar
un subespacio principal de g-dimensional de R" que contenga la mayor cantidad de informacién
posible, debemos elegir los ¢ vectores columnas de la matriz B de la ecuacién (4.9) como los ¢
autovectores de la matriz de covarianza ¢ de datos, estos g autovectores se encuentran asociados

con g autovalores de mayor valor.

Por ejemplo, si quisiéramos proyectar ya no un vector tridimensional, sino un conjunto de vectores
de este espacio sobre un subespacio bidimensional, es decir, sobre un plano de R3, y para definir

el plano necesitamos dos vectores, estos dos vectores serdn los dos autovectores de la matriz de
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covarianza ¢ asociados a los autovalores de mayor médulo. Veamos la figura 1-4 donde se puede
apreciar la data en un espacio tridimensional, donde el vector resaltado en rojo y el vector resaltado

en azul son los autovectores de la matriz de covarianza ¢ que definen el subespacio principal S.

Ilustracién 1-4: Representacion del subespacio principal S.

Realizado por: Buiay, Cristian, 2022.

El autovector resaltado en la linea roja va en la direccion del mayor de los autovalores y representa
la mejor base del subespacio principal S para la proyeccién, es el primer componente principal
el cual representa la mayor cantidad posible de variabilidad en los datos. Ahora, el autovector
resaltado en la linea de color azul asociado al autovalor de norma minima es el segundo
componente principal el cual contiene la mayor parte de la variabilidad restante del primer
componente principal, este segundo componente serd ortogonal al primer componente principal.
La serie de datos tomados en este caso de R?, queda representado en un plano de dimensién
dos (2) que esta definido por los dos autovectores principales asociados a los dos autovalores de
mayor médulo, los cuales estdn representados en la linea marcada en roja y la linea marcada en

azul de la figura 1-4, que son las componentes principales.

Cada componente subsiguiente explica la mayor parte de la variabilidad restante de los
componentes principales asociados a los autovalores de mayor médulo, es decir, que el conjunto
de datos de menor dimensién deberd preservar la varianza de los datos originales y todos los

autovectores, ademds, todas las componentes principales serdn ortonormales dos a dos.
4.2. Implementacion del algoritmo basico de la técnica del PCA

Como resultado se origina una serie de pasos para obtener el algoritmo basico para la reduccién

de dimensionalidad, cuyo objetivo es hallar la proyeccién de los datos originales cuya dimensién
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es muy grande sobre el subespacio principal S de dimensién menor.

1. Lo primero es considerar un conjunto de datos o que es lo mismo considerar una matriz de datos
donde las filas representan las variables o caracteristicas y las columnas como observaciones,

individuos o cualquier objeto de estudio.

X111 X12 ... Xim

X21 X222 ... Xom
X = xl _X'2 oo xN =

_an Xn2 ... xnm_

2. Centrar: Luego, empezaremos por centrar los datos mediante el célculo de la media u del
conjunto de datos X y restdndolo de cada punto x;, i = 1,2,...,N de datos. Esto asegura que
el valor medio del conjunto de datos X sea 0. Esto se realiza para simplificar los célculos de la

derivada y asi reducir el riesgo de problemas numéricos.

X =xi—uparai=1,2,...,N. 4.37)

3. Estandarizacion: Ahora, necesitamos estandarizar los datos originales x; con i = 1,2,... N
mediante el uso de la media y; y la desviacion estandar o; del conjunto de datos originales en
la dimensidn i-ésima, respectivamente, entonces x;* es la i-ésima componente de x; € R” para
ello dividimos los datos x; — u; por la desviacion estdndar o; del conjunto de datos para cada

dimensién i =1,2,...,N de modo que:
Xt e— 21— parai=1,2,...,N. (4.38)

donde x;* es el i-ésimo componente de x;. Los datos tienen una varianza de 1 a lo largo de
cada eje, que se indica mediante las dos flechas en la figura (1-4). Este paso completa la

estandarizacion de los datos.

4. Matriz de covarianza: Luego, calculamos la matriz de covarianza de x; = {x1*,x2", ..., x," },

la cual es simétrica y definida positiva.
LA
Cov(x;) = ﬁizz 1)cix,- . (4.39)

En el caso de grandes dimensiones de datos, calcular los autovalores y los autovectores de la
matriz de covarianza ¢ de dimensién n X n es muy complicado, ya que se escala ctibicamente
en n, esto nos muestra que mientras mas alta sea la dimension resulta computacionalmente
muy complicado determinar los autovalores y autovectores. Esto sucede en el caso de que el

conjunto de datos es menor a la dimensionalidad de datos, es decir N < n.
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Lo que se debe hacer entonces es convertir la matriz de covarianza de dimensién n X n en una
nueva matriz de dimensién N X N, esto permitd calcular de manera més eficiente los autovalores
y los autovectores. El cdlculo para obtener esta nueva matriz de covarianza de N x N la podemos

revisar de forma detallada en (Deisenroth, 2020).

5. Identificacion de la componente principal: A partir de la obtencién de la matriz de covarianza
Cov(X) determinaremos la matriz diagonal E de los autovalores y la matriz V cuyas columnas

son los autovectores, las cuales estdn normalizadas, de modo que:
Cov(X)V =VE. (4.40)

Dado que la matriz de covarianza es simétrica, mediante la descomposicion espectral podemos
encontrar una base ortonormal de vectores propios. Ademds, mediante el método de proyeccion
calculamos los g autovectores asociados a los autovalores de mayor valor, esto en el caso de
aplicaciones con grandes dimensiones de datos, pero en este caso se usard la descomposicién

espectral de la matriz.

6. Subespacio de proyeccion: Ahora, definimos el subespacio principal usando una matriz B
cuyas columnas son los g vectores, los cuales son los g autovectores de la matriz de covarianza

o asociados a los g autovalores de mayor valor, que definen el subespacio.

Por ejemplo, si el subespacio lo definen los vectores v; y v,, entonces B = [v1,v2]. A partir de
ello ya podemos calcular la matriz de proyeccién P = BB . mediante el reordenamiento de las

columnas de V, los autovalores en E corresponden a los autovectores en las columnas de V.
7. Proyeccion: La proyeccion de los datos x;* € R” sobre el subespacio S estd dada como:
X; = Proys(x;") = Px;" parai=1,2,...,N. (4.41)

donde P es la matriz de proyeccién definida como P = BB”. Realizamos la siguiente
observacion en esta parte, B es la matriz que tiene como columna a los autovectores asociados

a los autovalores mas grandes de la matriz de covarianza Cov(x).

Entonces la proyeccién de la data quedard expresada como:

Proys(x;*) = BB x;*. (4.42)

Estos pasos conducen para generar el cédigo bdsico para la reduccién de dimensionalidad

mediante esta técnica de Andlisis de Componentes Principales (Deisenroth, 2020).
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4.3. Ejemplo de aplicacion de Analisis de Componentes Principales

A continuacién se presentan dos ejemplos de aplicaciéon de la Técnica de Andlisis de
Componentes Principales. En el primer ejemplo se realiza la reducciéon de dimensionalidad
proyectando ortogonalmente un conjunto aleatorio de datos bidimensionales sobre un subespacio
unidimensional S y en el segundo ejemplo se aplica la técnica del PCA para la reduccién de

dimensionalidad de una imagen.
Implementacion en MATLAB

Para la implementacién del algoritmo basico para la reduccién de dimensionalidad se utilizé el
software llamado MATLAB, ya que en principio es un asistente matemadtico completo, por lo que
podemos gozar de todas las libertades que el software nos ofrece y tiene una enorme capacidad
para la solucién de problemas del Algebra lineal. Aunque pudiéramos usar GNU Octave, ya que
tiene las mismas prestaciones técnicas que MATLAB, basicamente el comportamiento de ambos
software es similar. En particular, los lenguajes de programacion, MATLAB y GNU Octave, son
dos sistemas tan similares que la mayoria de los programas escritos son compatibles con los
compiladores de ambos sistemas. Ademds, la experiencia del usuario para ambos es muy similar

con disefios de ventana casi idénticos.

Por lo tanto, para cualquier estudiante que se estd iniciando en el manejo de Octave pudieran
realizar sus pricticas sin ningin problema, ya que GNU Octave es una buena eleccién para esta
propuesta de intervencion, ademds permite trabajar a los alumnos en un entorno lo més parecido
a MATLAB, y al mismo tiempo es una herramienta que minimiza los costes del centro educativo,

porque instalar GNU Octave es gratuito (Erausquin, 2017).
Cédigo basico de reduccion de dimensionalidad via PCA

A continuacién en la figura 2-4 se da a conocer un cédigo bdasico realizado por (Castillo, et al., 2022),
este codigo sigue los pasos del algoritmo bdsico de reduccién de dimensionalidad de grandes

volimenes de datos implementada anteriormente.

Se realiza una practica para el proceso de reduccién de dimensionalidad de datos mediante la
técnica de Andlisis de Componentes Principales, el conjunto de datos al cual se desea reducir
la dimensionalidad son creados de manera aleatoria por este software. Veamos a continuacion el

codigo implementada en MATLAB.
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function [alfa]=PCA(X)
%Reduccion de Dimensionalidad via PCA

N=400

DaT=randn(N,3); % Matriz aleatoria de N filas por 2 columnas.
A=rand(3,3); % Rand crea un arreglo de numeros aleatorios de 2x2.
X=DaT*A;

%Centrando y normalizando

mul=mean(X(:,1)); sl=std2(X(:,1));
mu2=mean(X(:,2)); s2=std2(X(:,2));
X(:,1)=(X(:,1)-mul.*ones(N,1))/s1;
X(:,2)=(X(:,2)-mu2.*ones(N,1))/s2;

%Encontrar la matriz de covarianza
CovX=cov(X);

%Identificando el componente principal
[V,E]=eig(CovX);

e=diag(E);

[me,ind]=max(e);

%Definiendo el subespacio de proyeccidn
S=V(:,ind);

%Encontrar los escalares optimos (code)
alfa=Xx*s;

%Calculando la proyeccidn (decode)
Proy_S=alfa*S’;

%Visualisando los resultados
figure;

scatter(X(:,1), X(:,2), 'k');
scatter(X(:,2), X(:,3), 'b');

hold on;

scatter(Proy_S(:,1), Proy_S(:,2), 'g2');
%scatter(Proy_S(:,2), Proy_S(:,3), 'b');
title('PCA: Reduccién de dimensionalidad');
xlabel('x"');

ylabel('y');

end

Iustracién 2-4: Cédigo basico para la reduccién de datos via PCA.

Fuente: Castillo, Zenaida, et al., 2022.

Veamos el resultado obtenido mediante la ejecucién del cédigo en la figura 2-4 donde se ejecutd
para un conjunto N = 400 de datos aleatorios. En este ejemplo seguimos las instrucciones del
algoritmo del PCA, ya que dado un conjunto X de datos, lo que hacemos es centrar y normalizar
o lo que se conoce como estandarizacion de los datos, luego se calcula la matriz de covarianza
para determinar los autovalores y autovectores, una vez realizada esta accién debemos definir el

subespacio de proyeccion mediante la definicién de la matriz de proyeccidn, esto nos ayudara a
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determinar las coordenadas o escalares 6ptimos, con ello ya podemos obtener la proyeccién de

los datos originales en el subespacio unidimensional.

El resultado se refleja en la figura 3-4 donde podemos visualizar que la linea marcada en color
verde es una recta que representa la proyeccién de los N = 400 datos aleatorios que estdn
marcadas en color negro, y la relacién entre variables es inversa, es decir, la variacioén es en la
direccidn opuesta. Este conjunto de datos es proyectado en el espacio unidimensional, el resultado
que se obtendrd es un vector de escalar & ya que el subespacio principal al cual se proyecta los
datos bidimensionales es de dimensidon uno. Esto muestra la reduccién de dimensionalidad del

espacio de R? hacia el subespacio unidimensional (recta).

Iustracion 3-4: Resultado de la proyeccion de datos

mediante el cédigo bésico del PCA.

Realizado por: Bunay, Cristian, 2023.

La implementacidon que se hizo es una idea bésica de la cual podemos generalizar siguiendo la
analogia del algoritmo. Por ejemplo, si quisiéramos reducir un conjunto de datos aleatorios que se
encuentran en el espacio tridimensional, proyectaremos estos datos a un subespacio de dimensién
dos, donde obtendremos como salida el vector de escalares , el cual tendra dos coordenadas, ya
que el subespacio al cual se estd proyectando es bidimensional, estas dos coordenadas son los dos

autovalores asociados a los dos autovectores de mayor valor de la matriz de covarianza.

En el caso general, si consideramos un conjunto X = {x;,x,...,xy} de N datos donde cada dato

tenga n caracteristicas o variables al cual se desea proyectar en un subespacio S de dimension g,
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q < n, entonces obtendremos como salida el vector de escalares & que tiene como coordenadas
los g autovalores de mayor médulo y los vectores que definen el subespacio de proyeccién serdn
los g autovectores de la matriz de covarianza ¢ asociados a los autovalores del médulo maximo,
esto muestra la reduccién de dimensionalidad de datos.

En el caso de que la matriz de covarianza ¢ es simétrica y deficiente en rango, lo que se recomienda
para la solucién es hallar la descomposicidn en valores singulares truncada de la matriz de datos X

. Estos la podemos ver en detalle en referencias recientes como (Deisenroth, 2020) y (Trefethen, 1997).
Reduccion de dimensionalidad de una imagen via PCA

En el siguiente ejemplo, aplicaremos el algoritmo bdsico de reduccién de dimensionalidad
mediante la técnica de Anélisis de Componentes Principales al conjunto de datos de una imagen a
color de (iStock, 2016) cuyo tamaifio es de 500 x 330 x 3unit8, esta imagen contiene 165,000 pixeles
para que podamos interpretar cada imagen en este conjunto de datos como un vector x € R163:000,
es decir, es un punto de datos en un espacio de 165,000 dimensiones, donde cada pixel responde
a tres dimensiones, una para cada canal o capa de color rojo, verde y azul o conocido como RGB

por sus sigas en inglés (Red, Green, Blue).

Para el desarrollo de este ejemplo se usé el software MATLAB, ya que posee muchas opciones
que facilitan el manejo y es una interfaz amigable. Acontinuacién en la figura 4-4 se presenta la

imagen original.

Ilustracién 4-4: Imagen Original de

500 x 330 x 3uint8.

Fuente: Imagen realizado por iStock, 2016.
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Para obtener la reduccién de dimensionalidad de esta imagen, seguimos las instrucciones del
algoritmo del PCA, establecido anteriormente. Esto menciona en resumen que primero, se debe
centrar los datos mediante el cdlculo de la media y la estandarizacion los datos de entrada, lo
que se conoce como normalizaciéon de los datos, luego calculamos la matriz de covarianza de
los datos para obtener los autovectores y autovalores de la matriz de covarianza, ahora debemos
ordenar los autovalores de mayor a menor y elegir los g autovectores que se correspondan con
los autovectores g mds grandes (donde g es el nimero de dimensiones del nuevo subespacio de

proyeccion).

Mediante esto pasamos a definir la matriz de proyeccién S con los g autovectores seleccionados.
Una vez definida el subespacio de proyeccion S, debemos proyectar los datos originales sobre el

subespacio definido por los g vectores seleccionados. Luego transformamos el conjunto de datos

originales X (estandarizado) via S para obtener las nuevas caracteristicas g-dimensionales.

(a) PCs:1 (b) PCs:5 (c) PCs:10

(e) PCs:50 (f) PCs: 100

Ilustraciéon 5-4: Reconstrucciones de imagenes con las componentes principales.

Realizado por: Buiay, Cristian, 2023.
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El resultado se puede apreciar en la figura 5-4, donde podemos ver las reconstrucciones de la
imagen original mediante el uso de los subespacios principales de dimensiones 1, 5, 10, 25, 50 y
100 respectivamente. Observemos que con un subespacio principal unidimensional, es decir, con
una sola componente principal obtenemos un resultado muy deficiente y no podemos identificar el
objeto de la cual se trata, por ende no se puede hacer el andlisis con dicho resultado, ahora veamos
Jque ocurre si incrementamos la dimensién del subespacio de proyeccién?, entonces tomamos un
subespacio de dimensén cinco, es decir, con las cinco primeras componentes y tampoco podemos
apreciar con claridad, pero cada vez que incrementamos la dimensién del subespacio principal, es
decir, el nimero de componentes principales, se incrementa también la presentacion en este caso
de la imagen.

Observemos que con tan solo las diez primeras componentes principales obtenemos una
reconstruccién decente de la imagen original donde ya podemos identificar de lo que se trata la

imdgen, aunque sigue siendo borrosa.

Asi, a medida que vamos incrementando el nimero de las componentes principales se van
tomando en cuenta mds detalles y obtenemos una mejor reconstruccién la cual mejora la
presentacién y hace que la calidad de la imagen sea cada vez mds clara y nitida. Notemos que con
tan solo 100 componentes principales, obtenemos efectivamente una reconstruccion casi perfecta
de la imagen, esto implica que si eligiéramos el nimero maximo de las componentes principales,

en este caso, 330 PCs, recuperariamos la imagen exacta sin pérdida de compresion.

Pero ;cudl es el nimero 6ptimo de Componentes Principales para un andlisis efectivo? (Bagnato,
2018) menciona que: dado un conjunto de datos con N observaciones y n variables o caracteristicas,
el nimero de componentes principales que se puede formar de este conjunto es min(N — 1,n).
Sin embargo, no existe un método ideal que permite tomar cierto nimero de las componentes
principales para un andlisis eficiente de los datos, esto depende del problema y del juicio
del analista. Generalmente, no se eligen mds de tres componentes principales para facilitar
la representacién grafica y la interpretacion si proporcionan suficiente variabilidad, ya que el
objetivo es visualizar los datos. Para realizar un andlisis eficiente de los datos se debe considerar
las componentes principales que abarquen el 85 % de la variabilidad total de los datos. En algunos
casos puede pasar que solo una componente principal abarque mas del 85 % de la variabilidad de

los datos, por lo que depende mucho del problema en cuestion.
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A continuacién en la figura 6-4 se presenta el cédigo basico implementado en MATLAB para
la reduccién de dimensionalidad de una imagen mediante el uso de la técnica de Andlisis de

Componentes Principales.

% Reduccidén de Dimensionalidad via PCA
% Perspectiva Proyeccidn

imagen_original = imread('flor2.jpg');
figure;

imshow(imagen_original);

title('Imagen Original‘);

% Descomposicion de imagen por tonos (RGB)
rojo = imagen_original(:,:,1); %capa_roja
verde = imagen_original(:,:,2); %capa_verde
azul = imagen_original(:,:,3); %capa_azul

[N,M]=size(rojo); %numero de filas y columnas de la matriz

#preparando las matrices para su procesamiento
A_red = double(rojo);

A_green = double(verde);

A_blue = double(azul);

%Centrando y normalizando
mul=mean(A_red); sl=std2(A_red);
mu2=mean(A_green); s2=std2(A_green);
mu3=mean(A_blue); s3=std2(A_blue);

N1=(A_red(:,1)- mul.*ones(N,1))/s1;
N2=(A_green(:,2)-mu2.*ones(N,1))/s2;
N3=(A_blue(:,1)-mu3.*ones(N,1))/s3;

%Encontrar la matriz de covarianza
CovR=cov(A_red);
CovG=cov(A_green);
CovB=cov(A_blue);

%Ildentificando el componente principal
[U,E1l]=eig(CoVvR);

el=diag(El);

[mel,ind1l]=max(el);

[V,E2]=eig(CovG);
e2=diag(E2);
[me2,ind2]=max(e2);

[W,E3]=eig(CovB);
e3=diag(E3);
[me3,ind3]=max(e3);

% Definiendo el subespacio de proyeccién
k = input(’'Introducir el valor de k = ");
S1=U(:,M-k:M);
S2=V(:,M-k:M);

59



S3=W(:,M=-k:M);

%Encontrar los escalares optimos (code)
alfal=A_red*s1;

alfa2=A_green*s2;

alfa3=A_blue*S3;

%Calculando la proyeccion (decode)
Proy_S1=alfal*s1’';
Proy_S2=alfa2*s2’';
Proy_S3=alfa3*sS3"';

#%Visualisando los resultados

Proy_S1 = uint8(floor(Proy_S1));
Proy_S2 = uint8(floor(Proy_S2));
Proy_S3 = uint8(floor(Proy_S3));

% Concatenando las imagenes de los tres colores (RGB)
Imagen_aprox = cat(3, Proy_S1, Proy_S2, Proy_S3);

% Mostrando la soluciodn
figure;

imshow(Imagen_aprox);
title( ' Imagen Comprimida’);

Iustraciéon 6-4: Cédigo basico de reduccion de una imagen via PCA.

Realizado por: Buiay, Cristian, 2023.

El PCA presenta muchas relaciones con otras técnicas, en algunos textos sobre andlisis
multivariado, el PCA es tratado como si fuera parte del andlisis factorial. Aunque el andlisis
factorial y el PCA tienen objetivos similares, en realidad son técnicas bastante diferentes. Sin
embargo, hay algunas formas en las que PCA se puede utilizar en el andlisis factorial y se
describen brevemente. El uso de PCA para ortogonalizar un problema de regresion, al reemplazar
un conjunto de variables altamente correlacionadas por sus componentes principales, es bastante
conocido. El Anélisis de Componentes Principales se utiliza a veces como un paso preliminar o

en conjunto con otras técnicas estadisticas, siendo el ejemplo obvio en regresion (Jolliffe, 2002).

Una de las mayores ventajas que tiene esta técnica de Andlisis de Componentes Principales
es que cuando reduce la gran dimensionalidad de datos, la primera componente principal
abarca o conserva la mayor variabilidad de los datos y la segunda componente principal
abarca la mayor variabilidad de los datos restantes del primer componente principal, esto
hace que con algunas pocas componentes principales podemos realizar el anélisis efectivo de los

datos. Ademads, es una de las técnicas que reduce el tiempo al maximo al momento de la ejecucion.

El Anaélisis de Componentes Principales es una técnica no supervisada, por lo tanto, presenta

la desventaja de no presentar resultados satisfactorios en muchos problemas supervisados de

clasificacion o regresion. Otra de las desventajas que tiene el PCA es que solo se puede realizar
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combinaciones lineales de los datos originales, esto hace que en ciertos casos pierda mucha
informacién. Existen algunas otras técnicas que reducen la dimensionalidad de los datos, las
cuales hacen competencia con la técnica del PCA, tales como: Andlisis de factores, Andlisis
de discriminante lineal, Andlisis de componente independiente, Descomposicién en valores

singulares.

61



CAPITULO V
5. CONCLUSIONES Y RECOMENDACIONES

En este capitulo se describen las conclusiones y las recomendaciones obtenidas a lo largo de
este proceso de investigacion, esto con el fin de dar la continuidad en este topico de Andlisis de

Componentes Principales via proyecciones ortogonales.
5.1. Conclusiones

El objetivo de esta investigacion fue estudiar y describir, desde el punto de vista matemético, las
proyecciones ortogonales y su uso en la reduccién de dimensionalidad mediante la técnica de

Andlisis de Componentes Principales o PCA.

Mediante el uso de conceptos importantes del Algebra Lineal tales como: espacios y subespacios
vectoriales, bases ortogonales y ortonormales, autovalores y autovectores, normas, proyeccion
ortogonal y otros que estdn relacionados, se obtuvo la descripcién en forma detallada de la
técnica de Andlisis de Componentes Principales que es ampliamente conocida por sus distintas
aplicaciones en la reduccion de dimensionalidad. Finalmente, se ordenan los pasos a seguir para
la reduccién de dimensionalidad con esta técnica; los cuales permiten elaborar un cédigo que se

utiliza para mostrar la utilidad de la técnica.

Durante muchos afios se han venido trabajando con el Andlisis de Componentes Principales en
distintas ramas de la ciencia con el propdsito de aportar en los avances cientificos y tecnolégicos,
existen muchas referencias en relacion a este tépico, muchas de ellas requiere un alto nivel de
conocimiento. Una de las aplicaciones mas relevantes en la actualidad mediante el uso de esta

técnica es el aprendizaje automético o machine learning.

Existen otras derivaciones de esta técnica del PCA, tales como: la maximizacién de la varianza, y la
perspectiva de variables latentes, las cuales se basan en modelos estadisticos. En esta investigacién
hemos usado las herramientas basicas de la matemdtica que yacen en el Algebra Lineal, y que
permiten la derivacion inicial de la técnica, con el fin de crear conocimiento que permita, no solo

su entendimiento, sino también su uso.
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5.2. Recomendaciones

Esta investigaciéon muestra todos los detalles de la teorfa matemadtica que intervienen en la
derivacion de la técnica de Andlisis de Componentes Principales, por lo cual se recomienda su uso
como base para el entendimiento y futuras investigaciones en la reduccién de dimensionalidad de

datos.

Adicionalmente, para la derivacion del algoritmo de la técnica del PCA, se usé la norma euclidea,
ampliamente conocida, la cual estd relacionada con el producto escalar, pero se hizo mencién de
otras normas relacionadas con el producto interno, por lo que se recomienda a futuros estudiantes
que tengan interés en el topico realizar el estudio de la derivacién de la técnica del PCA basado
en normas diferentes a la norma euclidea o desde una perspectiva distinta a la de proyeccion
ortogonal. Otro trabajo, un poco mds de cardcter computacional, seria calcular solo los autovalores

del médulo méximo.
Se recomienda que se dé a conocer a los estudiantes de la carrera de matematica como uno de

los temas a tratar dentro de la asignatura del Algebra Lineal para que asi puedan ir adquiriendo

conocimiento de la parte aplicativa de la matematica.
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