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RESUMEN

El objetivo del presente Trabajo de Integracién Curricular fue generar un documento guia de
estudio referente a los sistemas de ecuaciones diferenciales, soportado en la bibliografia existente y
mads destacada. El desarrollo de este trabajo de investigacion de tipo documental, se llevé a cabo
mediante la biisqueda, recopilacion, andlisis y redaccién de informacién sobre el topico antes
mencionado, detallando también algunos métodos de resolucién de dichos sistemas tales como:
el método por operadores diferenciales, por eliminacién de términos, por métodos matriciales,
por la transformada de Laplace, y por variacién de pardmetros. De igual forma se estudié dos
aplicaciones que pueden ser representadas con un sistema lineal de ecuaciones diferenciales, el
primero, de tanques interconectados y el segundo de circuitos eléctricos. Luego de finalizar esta
investigacién se concluye que el documento guia de estudio titulada: “Introduccién a los sistemas
de ecuaciones diferenciales”, ayudard a nuevos y actuales estudiantes de la carrera de Matemética,
a comprender e interpretar situaciones que modelen sistemas de ecuaciones diferenciales, asi como
también su resolucién y representacion gréafica. Finalmente, se recomienda como una ampliacién
de esta investigacion, realizar un estudio de circunstancias o problemas de aplicacién los cuales
puedan ser representados como un sistema no lineal de ecuaciones diferenciales, asi como los

métodos existentes, cuantitativos o cualitativos, para su resolucién.

Palabras clave: <MATEMATICA>, <SISTEMAS DE ECUACIONES DIFERENCIALES>,
<TANQUES>, <CIRCUITOS ELECTRICOS>.
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SUMMARY/ABSTRACT

The aim of the current Curricular Integration Work was to generate a study guide document
regarding the systems of differential equations, supported by the existing and most relevant
bibliography. The development of this documentary-type research work was carried out through the
search, compilation, analysis and writing of information on the topic mentioned above; so, it was
necessary to detail some resolution methods of these systems such as: the method with differential
operators, elimination method, matrix methods, Laplace transform and variation parameters. In
the same way, two applications which can be represented with a linear system of differential
equations were studied; the first one had to do with interconnected tanks and the second one with
electrical circuits. After completing this research, it was concluded that the study guide document
called: Introduction to the systems of differential equations", will help new and current students of
Mathematics to understand and interpret situations modeling systems of differential equations, as
well as their resolution and graphical representation. Finally, it is recommended to carry out a study
on the circumstances or application problems, as an extension of this research; so that, it can be
represented as a nonlinear system of differential equations, as well as the existing quantitative or

qualitative methods for their resolution.

Keywords: <MATHEMATICS>, <SYSTEMS OF DIFFERENTIAL EQUATIONS>, <TANKS>,
<ELECTRICAL CIRCUITS>.
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INTRODUCCION

El célculo infinitesimal o solamente, cdlculo, es una de las ramas de la matemdtica de mayor
acogida por distintas carreras universitarias a nivel mundial, esto debido a su vasta aplicabilidad
en diferentes ciencias como medicina, biologia, entre otras. Pero el cdlculo no siempre ha sido
como se lo conoce en la actualidad, pues desde su descubrimiento ha venido sufriendo cambios y
modificaciones con la finalidad de adaptarlo de mejor manera a nuestros estudios.

A mitades del siglo XVII, grandes interrogantes surgieron en torno al desarrollo de problemas con
tangentes, maximos, minimos, y algunos de ellos relacionados a la derivacién y por consiguiente
con integracion , dichos problemas presentaron soluciones particulares, pero ;existia alguna forma
de generalizar todos estos problemas?, esa fue la pregunta que varios fisicos y mateméticos de la
época se plantearon, entre ellos destacaron Isaac Newton(1642 - 1727) y Gottfried Leibnitz(1646 -
1716), quienes realizaron algunas de las mas importantes investigaciones, las cuales tenian como
principal objetivo, crear un método que generalice y permita solucionar todos estos problemas, sin
embargo, tanto Newton como Leibnitz tomarian caminos diferentes para lograr dicho cometido.
(Gonziles, 2008. p. 53-60)

Por una parte el calculo estudiado desde el punto de vista fisico - mecdnico de Newton contiene
extensas anotaciones, en las que, en 1666, introduce el término fluxiones a lo que hoy se conoce
como derivadas, imaginando, por un lado, una curva de una funcién f(x,y) = 0, donde este tomaba
a x e y como funciones relacionadas con el tiempo, es asi que vemos su punto de vista mecanico,
pues partié de la imagen cinematica de una curva determinada como trayectoria de un cuerpo en
movimiento, a lo largo de los ejes X e y, a las cuales Newton denominé fluxiones y para encontrar la

. . . Yy
pendiente a una curva determinada solamente calculaba el cociente =. Luego, se propuso calcular
X

. . . . . y
el problema inverso, es decir que dado el cociente como una funcién de tipo f(x) = =, y ahora la
x
gran pregunta que se planteaba, ;c6émo encontrar la funcién y en funcién de la funcién x?, esto dio
paso al estudio de casos particulares de la funcién f y de aquellas variables de las que dependia.
Es lo que hoy se conoce como resolucién de ecuaciones diferenciales o antidiferenciacion. El
procedimiento que Newton empled fue esencialmente cambiar variables para intentar transformar

la ecuacidn diferencial que tenia en otra ecuacion con variables separables:

f(x)dx = g(y)dy,

pues su solucién se calculaba inmediatamente por medio del uso de cuadraturas. Cabe mencionar
que aqui también surge el primer método para resolver ecuaciones diferenciales.(Pollard, 1973. p. 30)

Por otro lado, el cdlculo segin Leibniz fue con base a anotaciones esporddicas, es asi que la nocién



del calculo aparece en primera instancia en una memoria de seis paginas.(Leibniz, 1989. p. 20)

De igual manera incluy6 la primitiva definicién de diferencial, asi como algunas reglas generales
para su cdlculo, este también introdujo la relacion entre las diferenciales dx y dy y dos variables x
e ¥, ademads cuyas anotaciones sobre los diferenciales involucraban operaciones entre ellos, tales
como suma, resta, productos, cocientes, potencia y raices. (Valdés & Segura, 2022)

En 1675, Leibniz escribid la ecuacién: [ydy = %, pero no haciendo énfasis en su resolucién sino
que seria un paso previo a lo que hoy conocemos como el simbolo de la integral.

Como se puede ver, tanto las investigaciones realizadas por Newton como las de Leibnitz fueron
los precedentes oportunos para dar origen a las ecuaciones diferenciales, pues ambos estudiaron
el problema inverso a la diferenciaciéon. Cuando Newton realizé sus investigaciones, empled
expansiones de expresiones en series de potencias con la finalidad de mostrar que el problema
inverso de las tangentes se podria resolver, mientras que Leibnitz empezo6 por tomar en cuenta la
naturaleza de las curvas objeto de estudio, senalando su inconformidad con el uso de series para
resolver el método invertido de las tangentes, dando a conocer vacios de conocimiento sobre dicho
método. Para mediados del siglo X VIII cuando se hablaba de ecuaciones diferenciales se trataba
como una rama propia e independiente en la matemética y su resolucién un fin en si mismo.
Abhora bien, cuando se habla del surgimiento de los sistemas de ecuaciones diferenciales, se habla
de que su intencionalidad se estrecha con el origen de las mismas ecuaciones diferenciales, pues de
igual manera buscaban dar respuesta a algunos problemas de sistemas fisicos relacionados con la
astronomia, uno de los problemas matemadticos fundamentales fue el de estudiar el movimiento de
dos o0 mds cuerpos, moviéndose cada uno bajo la accidén gravitatoria de los otros, lo que bdsicamente
era resolver un sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias. El problema de los tres cuerpos
sometidos a una accién gravitatoria comun fue analizado de manera rigurosa por Euler, Laplace y
Lagrange, los cuales solo obtuvieron resultados parciales. Por ello y al no haber conseguido métodos
generales para resolver los sistemas de ecuaciones diferenciales, las mentes matemadticas de ese
entonces centraron su atencion en los sistemas de ecuaciones lineales de coeficientes constantes.
(Torroba et at., 2011)

El presente proyecto de investigacién tiene la intencién de realizar un estudio de los sistemas de
ecuaciones diferenciales y algunas de sus aplicaciones, y se ha organizado de forma que se logre

estudiar los topicos esperados, por ello se ha estructurado de la siguiente manera:

e Se hablaré sobre las ecuaciones diferenciales, definiciones y su clasificacién segin el orden,

linealidad y grado, luego de ello se estudiara los sistemas de ecuaciones diferenciales ordinarias

e Se analizard algunos de los métodos existentes para resolver un sistema de ecuaciones

diferenciales, entre ellos destaca el método por eliminacién, método con operadores, métodos
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matriciales, por variacion de pardmetros y por la transformada de Laplace.

e Se desarrollard un estudio de algunos problemas de aplicacién de los sistemas de ecuaciones
diferenciales, los cuales hablardn de tanques interconectados y circuitos eléctricos con varias

ramas.

e Por ultimo, al finalizar esta investigacién de tipo documental se generard como resultado un
documento escrito, el cual serd un precedente de consulta y referencia para futuras generaciones

de estudiantes de la carrera de Matematica.



CAPITULO I

1. MARCO TEORICO REFERENCIAL

1.1. Antecedentes

En la Escuela Superior Politécnica de Chimborazo (ESPOCH), dentro de la facultad de Ciencias,
carrera de Matematica, en la malla curricular vigente se halla la asignatura de Ecuaciones
diferenciales, la cual se pretende estudiar durante un semestre de la carrera, pero, debido al
vasto material y contenido tedrico con el que cuenta esta asignatura, es dificil completar el pénsum
de estudios en dicho tiempo, por lo que en este trabajo de titulacién se pretende crear una guia de
estudio, la cual sirva de referencia y consulta bibliografica a estudiantes de la carrera de Matemaética

y al publico en general que esté interesado en tal informacién.

1.2. Planteamiento del problema

1.2.1. Enunciado del problema

Desarrollar una investigacién documental sobre el topico de sistemas de ecuaciones diferenciales y
sus aplicaciones, a fin de generar un documento que sirva de referencia a futuras generaciones de

estudiantes en la carrera de Matematica.

1.3. Justificacion

La carrera de Matematica de la Escuela Superior Politécnica de Chimborazo cuenta con una basta
cantidad de material de referencia para el estudio del tpico de las ecuaciones diferenciales, pero
no es asi para el tépico de sistemas de ecuaciones diferenciales y sus aplicaciones, por lo que se
divisa la necesidad de generar guias o materiales didcticos que sirvan de apoyo a la comunidad de
jovenes estudiantes de Matematica, especialmente porque en el medio laboral del pais se encuentra
la industria, donde estos temas aplicativos son de gran interés y por ende tienen una excelente

apertura.



1.4. Objetivos

1.4.1. Objetivo general

Hacer un estudio general de los sistemas de ecuaciones diferenciales, soportado en la bibliografia
existente y mds destacada, para producir un documento que sirva de guia en este topico a los

estudiantes de la asignatura de Ecuaciones Diferenciales de la carrera de Matematica.

1.4.2. Objetivos especificos

e Estudiar la teoria subyacente de los sistemas de ecuaciones diferenciales.
e Analizar algunos métodos de resolucion de sistemas de ecuaciones diferenciales.

e Desarrollar un estudio de algunas aplicaciones de los sistemas de ecuaciones diferenciales.

1.5. Fuentes de investigacion

En el presente trabajo de investigacion, se propone realizar una biisqueda, recopilacién, analisis y
redaccién del suficiente material bibliografico correspondiente al topico de Sistemas de ecuaciones
diferenciales y sus aplicaciones, para posteriormente redactar un documento guia de estudio. Por
otro lado, cabe resaltar la bibliografia especialmente en matematica empleada al momento de
desarrollar este proyecto de investigacién de tipo documental, para ello, se ha considerado las

siguientes referencias bibliogréficas:
e Matemdticas avanzadas para ingenieria. (Zill et al., 2008)
e Ecuaciones diferenciales y problemas con valor en la frontera. (Nagle et al., 2000)

e Ecuaciones diferenciales ordinarias. (Arias & Makdrov, 2005)



CAPITULO 11

2. MARCO METODOLOGICO

En este capitulo se hablard acerca de como se consiguid el objetivo que se planted en el presente
proyecto de investigacién, como sefiala Franco (2011), se describird el tipo de investigacion al
que corresponde el proyecto, y de igual forma se abordara a detalle los pasos propuestos que se
siguieron durante el proceso de elaboracién del proyecto de investigacion (p.118). En ese sentido, y
como menciona Arias (2022) este capitulo es la herramienta fundamental para que el lector tenga
una clara vision de lo desarrollado en este estudio, es decir del por qué y cdmo se hizo este proyecto

de investigacién. (p. 16)

2.1. Tipo y diseiio de investigacion

El presente proyecto de investigacion es un tipo de investigacién monogréfica, segtin Arias (2012)
pues se centrd en el estudio descriptivo de los sistemas de ecuaciones diferenciales, detallando de
forma sistemadtica y ordenada definiciones, teoremas, ejemplos, aplicaciones, etc. (p.31)

De igual manera, se explicé ejemplos detallados de cada tépico con la finalidad de lograr una mejor
comprension del contenido estudiado.

Por ultimo, teniendo en cuenta el propdsito de este proyecto de investigacion, se profundizé en
un Unico tema, en concreto los sistemas de ecuaciones diferenciales y dos de sus aplicaciones,
tomando en cuenta su restringido limite en cuanto al tépico, haciendo énfasis en la recopilacion,
organizacién y procesamiento de informacién ya desarrollada por otros autores, por ello es por lo

que este proyecto investigacién es de tipo investigacién documental de disefio bibliogréfico.

2.2. Meétodo de investigacion

2.2.1. Método descriptivo

En el presente proyecto de investigacion se usé el método descriptivo, pues al ser una investigacion
de tipo documental, su marco referencial estd en base a la informacién recopilada, organizada y
analizada, ya desarrollada por otros autores con anterioridad. Este método fue fundamental para
describir la teoria pertinente al topico de la investigacion referente a Sistemas de Ecuaciones
Diferenciales y sus aplicaciones, pues se describié la nocién de los sistemas de ED, asi como
algunos de los métodos para resolverlos, para finalmente estudiar dos de sus aplicaciones a tanques

interconectados y circuitos eléctricos.



2.3. Recoleccion y analisis de la informacion

Para la recoleccion y seleccion de la informacion pertinente, se realizé una minuciosa organizacion
principalmente de libros més destacados del topico de (SED), para luego realizar una clasificacién

de la informacién oportuna para la redaccién de este proyecto de investigacion.

2.4. Redaccion del trabajo de investigacion

En esta etapa se culmina el proceso de investigacion, de esta manera, se mostré los resultados
obtenidos de manera escrita, asi las ideas, y aportes del autor en esta seccidén toman relevancia
y adquieren un caracter permanente y puede ser tomadas como referencia y consulta por toda la
comunidad que lo requiera. Al comprender la informacidn seleccionada, se procedi6 a redactar los
primeros borradores de cada capitulo correspondiente al topico de la investigacion, se ha dividido
en dos partes, un primer borrador, el cual podria ser uno o varios, dependiendo de la capacidad del

autor para redactar sobre el tOpico en cuestion y luego, un escrito posterior y final.

e Primer borrador: Como lo sefiala Garza (2007), “el primer borrador es la redaccién de las ideas
iniciales de forma organizada, ordenada, con sentido y conexién que se presentaran el escrito

final, las cuales estdn sujetas a cambio, correccién o eliminacién”.

e Redaccion final: Una vez que el primer borrador fue leido, revisado y corregido, se procedié a
la redaccién del documento final, este como es evidente verlo, cumple el papel de tener mayor

claridad y coherencia, donde se comuniquen los resultados.



CAPITULO 111

3. MARCO DE RESULTADOS Y DISCUSION DE LOS RESULTADOS

3.1. Resultado

En este capitulo se hablard de los resultados obtenidos al momento de concluir el presente proyecto
de investigacion, por ello la necesidad de su redaccion pues a manera de resumen se describirdn los
resultados y aportes generados.

Este proyecto de investigacion generd un documento guia de estudio, el cual consta de tres capitulos
a analizar, los cuales se organizaron de acuerdo con su complejidad a manera de lograr una mejor
comprension por parte del lector.

Es asi que en el primer capitulo se habla de las preliminares de este proyecto, de aquellos
conocimientos necesarios para estudiar el contenido de los siguientes capitulos, aqui se habla
sobre ecuaciones diferenciales ordinarias, de su clasificacién, de los tipos de soluciones que
encontramos al resolver una (ED), y de los diferentes métodos que existen para resolver (ED)
de acuerdo al tipo al que pertenezcan. En el segundo capitulo se eleva la complejidad de los
contenidos, pues se habla propiamente de los sistemas de ecuaciones diferenciales de primer orden,
de (SED) lineales homogéneos y no homogéneos, de las soluciones que presentan los (SED), de las
formas de representarlos y la parte mds importante de este capitulo, de cémo resolver los (SEDL),
es decir, de algunos de los métodos para resolver (SED), entre ellos destacan los métodos por
eliminacién, operadores diferenciales, la transformada de Laplace, métodos matriciales y variacion
de pardmetros, estos conocimientos serdn clave para entender las aplicaciones de las cuales se
hablaré al concluir el presente proyecto de investigacion. Finalmente, el tercer capitulo es la parte
aplicativa de este proyecto de investigacion, concretamente se hablard de dos aplicaciones de los

(SEDL), las cuales son: tanques interconectados y circuitos eléctricos.

3.2. Estructura del documento guia

Este proyecto de investigacién propone el siguiente esquema de contenido:

1. Ecuaciones diferenciales (ED)
e Ecuaciones diferenciales ordinarias
e Clasificacion de (ED)

e Soluciones de (ED)



Métodos para resolver (ED)

2. Sistemas de ecuaciones diferenciales (SED)

Sistemas de ecuaciones diferenciales lineales (SEDL)

Métodos para resolver (SEDL)

3. Aplicaciones de sistemas de ecuaciones diferenciales lineales. (SEDL)

Tanques interconectados

Circuitos eléctricos

Se ha considerado este esquema, debido a la secuencialidad que presenta, puesto que se estudia
desde topicos de caricter bdsico, como lo es la definicién de ecuacién diferencial, hasta llegar
a profundizar en las aplicaciones de los (SED), esto con la finalidad de que haya una mejor
comprension por parte del lector y de esta forma, evitar confusiones futuras mientras se estudie el

presente escrito.



CONCLUSIONES

Se realiz6 un estudio general de los sistemas de ecuaciones diferenciales lineales (SEDL), teniendo
en cuenta la bibliografia més destacada sobre el tépico mencionado, de tal forma que se logré
estructurar el contenido de manera sistematica, es decir, aprender cada contenido previo es clave
para comprender el contenido posterior, es asi que luego de la recopilacién, revision, estudio y
andlisis de la informacién pertinente, se redacté un documento guia de estudio referente al tépico,
mismo que se encuentra estructurado de tal forma que sea comprensible para los y las estudiantes
de la carrera de Matematica, dicho anexo se presentard adjunto a este trabajo de investigacion.

Se estudid la teoria subyacente de los sistemas de ecuaciones diferenciales, haciendo hincapié en los
de tipo lineal, de igual manera se profundizé en las formas matriciales en las que se puede denotar
a un (SEDL), asi como también en los métodos mas destacados para resolver dichos sistemas,
detallando su procedimiento de forma general hasta mostrar ejemplos de casos particulares.

Se detall6 los métodos mas destacados de resolucién de (SEDL), empezando por los mds simples
de comprender como el método por eliminacién o por operadores diferenciales, pasando por los
métodos matriciales donde se hablé de casos particulares los cuales dependian de los autovalores
y autovectores determinados del (SEDL), también se estudié el método por la transformada de
Laplace, mostrando su eficacia para resolver esta clase de sistemas bajo ciertas condiciones iniciales,
y por tultimo, se estudié el método por variacidn de pardmetros, el cual corresponde al método més
complicado y mds extenso, por lo que se debe tener cuidado al momento de su procedimiento.
Finalmente, se estudié dos aplicaciones de los (SEDL), de tal forma que se mostr6 la aplicabilidad
de este topico en dos problemas enmarcados en el drea de mecdnica, especificamente hablando
de tanques interconectados y circuitos eléctricos, los cuales siguieron un procedimiento detallado
para su analisis y resolucion, de esta manera se logré presentar una propuesta de estudio la cual
profundizaba en la interpretacion y explicacion de estos problemas, los cuales generaban un (SEDL),

mismo que fue resuelto empleando los métodos de resolucion descritos en la anterior conclusion.

10



RECOMENDACIONES

En la naturaleza, existen situaciones y problemas que pueden modelarse mediante uno o varios
sistemas de ecuaciones diferenciales, pero no todos ellos pueden modelarse mediante un sistema
lineal, es asi que, a manera de ampliacion de esta investigacion, se recomienda realizar un estudio de
problemas de aplicacion que pueden ser representados mediante un sistema no lineal de ecuaciones
diferenciales, asi como también de los métodos analiticos y numéricos que existen para resolver los

mismos.

11
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PROLOGO

Desocupado lector, en mi incesante bisqueda de conocimiento y ante la necesitada
situacion por la que atraviesa el autor de este escrito, se vislumbra la acertada idea de
redactar este texto, combinando mi afdn persistente de escribir con mi pasién desmedida
por las matematicas, nace esta guia de estudio destinada a quien corresponda, a quien
necesite o a quien siquiera quiera aprender un poco més de Ecuaciones diferenciales o

simplemente tenga una mera curiosidad por saber lo que Pablo Agila escribi6.

Este es el caso de este escrito, alguien con trayectoria en literatura quiza podria decir
que este prélogo es una banal copia de otro conocido prélogo del Quijote, y de hecho lo
es, bueno, no del todo, pues ni siquiera podria compararme a tal ejemplo, mi escrito es
99 % matematica, quiza 0,01 % de literatura, y el sobrante puede ser cualquier cosa menos

matematica, menos literatura.

En fin, y para centrar este prélogo, puedo decir que me tomé este espacio para clarificar
y dar una nota al lector, sobre el contenido del escrito, sobre lo que pienso de él y sobre lo
que significé desarrollarlo, més alld de su simple redaccién. Con cada segundo que me
tomo desarrollar esta guia de estudio, esta mds se alejé de solo ser una guia, cada capitulo
representa cada dfa, cada tarde, cada noche y por supuesto, cada madrugada que hicieron
falta para su desarrollo; seguro de que el lector sabrd cémo abordar ese hecho y por

ello, sabra apreciar el contenido del mismo, no es matematica pura, pero es trabajo honesto.

El autor
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ECUACIONES DIFERENCIALES
ORDINARIAS

Términos como ecuacién, derivada o diferencial son definiciones que, sin duda, se conocen,
sin embargo, se ha creido conveniente el desarrollo de esta secciéon donde se introduciran

términos y conceptos clave para la comprension del posterior contenido.

1.1 Ecuaciones diferenciales

Definicién 1.1 (Derivada). Es el resultado del limite que representa la pendiente de la
recta tangente, o como va cambiando una variable respecto a otra, a esto se le denomina

derivada y la denotaremos de la siguiente manera:

dx

f(x), v, @

Definicién 1.2. Decimos que una ecuacion diferencial (ED) es una ecuacion que involucra
las derivadas de una o més variables dependientes con respecto a una o més variables

independientes.

Ejemplos. A continuacion se ilustran algunas ecuaciones diferenciales:

dZ
d—xz —2x (1.1)
! ex
Y +2x = 3 (1.2)
Y’ — 3y +2y = 8> (1.3)

Nota. Se observa la diferente notacién que se puede tener en ecuaciones diferenciales,

recordemos que si se tiene una funcién y = f(x) comianmente se suele usar la notacién
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dy
dx
notacién desarrollada por Leibniz y especialmente ttil cuando se habla de derivadas

para representar la derivada de y con respecto a x, véase ejemplo (1.1) , la cual es la

parciales de funciones multivariables, y por otro lado se tiene la notacién empleada por
Newton como v/, ", ..., y(”), véase ejemplos (1.2) (1.3) alo que €], inicialmente, denominaba

fluxiones.

Sobre toda la gama de ecuaciones diferenciales que existen, se puede realizar una

clasificacién de estas, de acuerdo a las derivadas que componen la ecuacién.

1.2 Clasificacion de ecuaciones diferenciales

Existen algunos tipos de ecuaciones diferenciales y realizar una clasificacion de (ED) es
necesaria, pues de esta manera su estudio es més especifico, lo cual mejora la comprension
de conocimiento al estudiar estos topicos por primera vez, ahora bien, las (ED) se clasifican

de acuerdo a su tipo, orden, grado y linealidad.

1.2.1 Por su tipo

Si una ecuacién diferencial contiene solamente derivadas de una o varias variables
dependientes con respecto a una sola variable independiente, decimos que se trata de una

ecuacion diferencial ordinaria. (EDO)

Ejemplo 1. A continuacién se muestran algunas ecuaciones diferenciales ordinarias.

dy x.
—dx+5—e ;
d>y dy
a2 a2tV

Ahora, si se tiene que una ecuacién diferencial contiene derivadas parciales de una o
varias variables dependientes con respecto a dos o mas variables independienres, se dice

que es una ecuacién diferencial parcial. (EDP)

Ejemplo 2. A continuacién se ilustran algunas ecuaciones diferenciales parciales:

P P
axz  Jy?
o%u B ou ou

w2 o

=0




1.2. Clasificacion de ecuaciones diferenciales

1.2.2 Por su orden

Cuando se habla del orden de una ecuacién diferencial (EDO o EDP), se hace referencia

al orden de la derivada mds alta que conforme la ecuacién diferencial.

Ejemplo 3.

2 dy\°
s () —w=e 19

representa una ecuacién diferencial de segundo orden.

Nota. Se debe tener especial cuidado en no confundir el orden de la derivada con el grado
de la misma. En la ecuacién (1.4) vimos que la (ED) tiene orden 2 o es de segundo orden,

pero ;cual es su grado?

1.2.3 Por su grado

Cuando se habla del grado de una ecuacién diferencial se hace alusién al exponente de la

mayor de las derivadas presentes en la ecuacién diferencial.

Ejemplo 4. Retomando y respondiendo la pregunta de la Nota anterior se puede decir

que el grado de la ecuacién diferencial (1.4) es 1.

Ejemplo 5. Determine el grado y el orden de la siguiente ecuacién diferencial

Zy/// _ yz 4L 2x 4+ (3y/)4 =0
Aqui podemos ver que el orden de la ED es 3, mientras que si se habla del grado de la

misma ED es de grado 1.

Simbolicamente y por practicidad definimos la ecuacién diferencial

F (x,y,y/’m’y(nfl)’yn) =0, (1.5)
donde F es una funcion real con n + 2 variables.

Ahora, la ecuacién diferencial

d .
dx‘Z = Y,y ), (1.6)

tal que f es una funcién continua con valores reales y se dice que es la forma normal de

(1.5).
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1.2.4 Por su linealidad

Una ecuacién diferencial de n-ésimo orden (1.5) es lineal si F es lineal en y,1/, ..., y™, es

decir, cualquier EDO de n-ésimo orden es lineal cuando (1.5) es
a,(X)y™ + a1 (0)y" Y + 4 ar(0)y + a0 (x)y — g(x) =0,

o mejor expresado como

n n—1

d"y
dxn

d
1 () g b @ () 5 a0y = (%)

an(x)

Aqui surgen dos casos especiales:

Cuando n = 1y n = 2 respectivamente se tiene

2
a@ Lt ay =30 ¥ w®TL 0@ty =)

ecuacion lineal de primer y de segundo orden, respectivamente hablando.

(1.7)

(1.8)

En este punto cabe mencionar que dos propiedades caracteristicas importantes de una

EDO lineal son:

e La variable dependiente asi como todas sus derivadas v/, ", ...,y(”) tienen como

potencia maxima 1, es decir son de primer grado.

e Los coeficientes ag, a1, ...,a, de y, v, y", ..., y(”) dependen de la variable independiente

X.

Hablemos ahora de las ecuaciones diferenciales no lineales.

Ejemplo 6. Algunos ejemplos de estas son:
(I-yy +2y=e
dy

&y 2
ﬁ + 3y = 2x

Nota. Los ejemplos anteriores no son ecuaciones diferenciales lineales porque:
En (1.9) el coeficiente de y’ depende de la variable y.
En (1.10) debido a la funcién de logartimo Iny, la funcién no es lineal de y.

En (1.11) la potencia a la que esté elevada la funcién y es diferente de 1.

(1.9)

(1.10)

(1.11)
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1.3 Soluciones de una ecuacién diferencial

Cuando se resuelve una ecuacioén algebraica, obtenemos un tipo de solucién de acuerdo
al grado que tenga esta, por otro lado, cuando se habla de ecuaciones diferenciales, sean
(EDO) o (EDP) no solo tienen una solucién, sino que pueden tener multiples soluciones de
acuerdo a lo que busquemos, es asi que en esta seccién se hablara del tipo de soluciones

que pueden haber al momento de resolver una ecuacién diferencial.

Observacién. Como ya se ha mencionado, en esta subseccién se hablara sobre las posibles
soluciones que se pueden presentar al resolver una (ED), esta nota se cree necesaria puesto
que en esta subseccion, no se dard especial importancia al proceso de resolucién de las
(ED), sino tinicamente en su solucién, es decir, que dada una ecuacién diferencial, no
profundizaremos en el proceso para obtener su solucién, sino que mas bien la daremos
inmediatamente para su estudio. Dejamos la resolucién de ecuaciones diferenciales para

la siguiente subseccién, véase (1.6).

Definicién 1.3. Toda funcién f definida sobre un intervalo I con n derivadas continuas en
I y cuando se sustituye en una ecuacién diferencial ordinaria de n-ésimo orden, reduce la
ecuacion a una identidad, se dice entonces que es una solucién de la ecuacién diferencial

sobre el intervalo I.

Ejemplo 7. Dada la ecuacién diferencial, verifique la funcién dada representa una solucién

para la misma, sobre el intervalo (—oo, +00).

Ecuacién diferencial: Zy = xy!/?
x4 i

Funcién: y = —

uncién: y = -

Si la funcién dada es solucién, debe satisfacer la igualdad, veamos el desarrollo de cada

miembro.
Del miembro izquierdo: dada v = xj se tiene que d—y x—4 = xj Del extremo derecho:
9 ‘ Y= 16 e x |16]| ~ 2 '
4 4\ 1/2 2 3
Daday = % se tiene que xy'/? = x <16> = x.xz = xz,

vemos que ambos extremos son iguales, por tanto la funcién dada, si es solucién de la

ecuacion diferencial.
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Ejemplo 8. Dada la ecuacién diferencial
Yy +y—x*—2x=0,

¢es la funcién y = x? solucién de esta? Si nos fijamos en la ecuacién diferencial, vemos que
es de orden 1, por lo que se necesitara solamente la primera derivada de i/, esto es iy’ = 2x,

ahora remplazando en la ecuacién diferencial, se tiene que
yV+y—x*—2x = 0
2x+x>—x2—2x = 0,
0 =0

2

Nota. Efectivamente se consigue una igualdad, por ello la funcién y = x° si es una

solucion de la ecuacion diferencial.

Ejemplo 9. Sea

una ecuaci6n diferencial, con la funcién y = ¢>* + 10e?*, comprobar que y es una solucién

de la (ED).

Dado que tenemos y = ¢3* + 10¢** se tiene que

y = 3¢ +20e”
3¢ 42067 —2(e* +10e” = >
367 4200 — 26 — 2067 = &
P2 S

Nota. Al comprobar la igualdad, se concluye que la funcién y = €3* + 10e?* si es solucién

de la ecuacién diferencial dada.

Definicién 1.4. Recordemos la ecuacion diferencial (1.5) de la forma

F (x,y,y’,...,y(”_l),y”> =0,

decimos que dada una funcién ¢(x) tal que al ser remplazada en la variable y de la (ED)

(1.5) para cada x en un intervalo I corresponde a una solucién explicita de (1.5).

Definicién 1.5. Se llama a una relacién de tipo G(x,y) = 0 como una solucién implicita
de la (ED) (1.5) en un intervalo definido I si define una o més soluciones explicitas en

dicho intervalo.
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Ejemplo 10. Mostrar que la funcién ¢(x) = x> — 2x? es una solucién explicita de la

siguiente (ED).

dy — 9,2
%x—3y—2x

Para resolver el ejercicio, vemos que la (ED) incluye una derivada de ¢(x), asi que debemos

calcular dicha derivada y luego sustituir en la (ED), asi

plx) = x> —2x7

= ¢'(x) = 3x* —4x
Luego,

(3x% —4x)x —3(x® —2¢%) = 2x?
3x% —d4x? -3 +6x* = 2x%
232 = 2x?

0 = 0.

Vemos que se cumple la igualdad, por lo que ¢(x), en efecto, si es una solucién explicita

dela (ED).
Ejemplo 11. Considere la ecuacién diferencial
(2xy — sec’x)dx + (x* + 2y)dy = 0.

Muestre que la relacion x?y — tanx + y? = 0, es una solucién implicita de la (ED) dada.

Para este caso, primero identifiquemos la ecuacién diferencial, y luego encontremos el

término dy/dx de la (ED), para ello, se divide entre dx a la (ED), asi

[(2xy —sec®x)dx + (x> +2y)dy] 0
dx T dx
2 2 dy
2xy — sec™x + (x —|—2y)% =0
dy
2 a2
(x*+2y) Ir sec™x — 2xy
dy _ sec®x —2xy
dx —  x2+2y

Ahora, teniendo en cuenta la relacién anterior, obtengamos su derivada implicita con
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respecto a X 'y comparemos, entonces

Xy —tanx+y* = 0

x?(dy/dx) + 2xy — sec’x +2y(dy/dx) = 0
dy

I (x*+2y) = sec®x —2xy
dy sec?x — 2xy
dx  x2+2y

Asi vemos que en ambos casos la derivada coincide, por tanto la relacién dada satisface la

(ED) y se considera como una solucién implicita de dicha (ED).

Definicién 1.6. De forma similar, cuando se habla de ecuaciones diferenciales, por ejemplo,
resolviendo la ecuaciéon F(x,y,y’) = 0 generalemente se tiene como resultado una sola
constante arbitraria o también llamado pardmetro c, es asi que si una solucién contiene
dicha constante arbitraria se denota como un conjunto G(x,y, ¢) = 0 de soluciones de la

ecuacién diferencial, a lo que se le conoce como familia de soluciones de un parametro.
Nota. Al considerar estas familias de soluciones, debemos considerar lo siguiente:

e Si la (ED) es de primer orden, la solucién es uniparamétrica, es decir hay un

pardmetro c; que pueden tomar diferentes valores.

e Si la (ED) es de segundo orden, la solucén es biparamétrica, es decir, hay dos

pardmetros c; y ¢ que pueden tomar diferentes valores.

e Si la (ED) es de n orden, la soluciéon es n-paramétrica, pues hay pardmetros

c1,€2,€3, ...,Cy, que pueden tomar diferentes valores.

Ejemplo 12. Un ejemplo sencillo de ver es, dada la ecuacién diferencial

Y=y (1.12)
Al resolverla tenemos la soluciéon
y = &7 ceR
y = e‘e
y = ce'. (1.13)

En este caso, aparece un tinico pardmetro c en la funcién solucién, por ello a la funcién
(1.13) se le denomina familia uniparamétrica de soluciones de la ecuacion diferencial

(1.12).
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1.3. Soluciones de una ecuacion diferencial

Ejemplo 13. Dada la ecuacién diferencial
y' —4y +4y=0, x€R, (1.14)
cuya solucién general es
¢(x) = (c1 + xcz)e™. (1.15)

Nota. Veamos que para el ejemplo anterior, se tiene dos pardmetros c; y c; constantes
reales, entonces decimos que (1.15) es una familia biparamétrica de soluciones de la (ED)

(1.14).

Observaciéon. Cabe mencionar que cuando resolvemos una ecuacién diferencial (ED), se
busca una funcién de tipo y = f(x) que satisfaga a dicha (ED), al encontrar la familia de
soluciones de la (ED) se obtiene también la solucion general de la (ED), y al momento de
dar valores arbitrarios y/o determinados por el ejercicio al pardmetro c, obtenemos las
soluciones particulares de la (ED). Por ejemplo, las funciones ¢(x) = 2¢* y y(x) = 3e*,

son soluciones particulares diferentes de la (ED) (1.12).

Definicién 1.7. Llamamos solucién particular a una solucién generada de la solucén

general de una ecuacién diferencial que se encuentra libre de parametros arbitrarios.

Ejemplo 14. Sea la (ED)
Y +y—x*—2x=0,

cuya solucién es
€1

y(x) = X%+ —-
e
Si nosotros asignamos un valor arbitrario a c1, por ejemplo ¢; = 0, obtenemos una solucién
particular de la (ED), que seria
y=x".
Por otro lado, si asignamos un valor diferente al pardmetro, es decir, c; = 3, se tiene una

solucion particular diferente para la misma (ED), esto es

3
y(x) :x2+e7

Definicién 1.8. Se denomina solucién singular de una ecuacién diferencial a cualquier
solucién que no se pueda obtener partiendo de la solucién general mediante alguna

seleccion particular de las constantes arbitrarias conocidas, sin embargo satisface la (ED).

11



Capitulo 1. ECUACIONES DIFERENCIALES ORDINARIAS

Ejemplo 15. Dada la ecuacién diferencial

y = 3y%3, (1.16)
con solucién general
y=(x+c), (1.17)
Sin embargo, la funcién
y =0, (1.18)

también satisface (1.16).

La ecuacién (1.18) es un ejemplo de solucién singular de la (ED), puesto que no se
puede obtener de la solucién general (1.17) de la (ED) mediante ningtin valor arbitrario

del pardmetro c. Asi, la solucién no es tnica.

Nota. Como pudimos ver, para una ecuacion diferencial dy/dx = f(x,y), una forma
general de obtener las soluciones singulares es haciendo f(x,y) = 0 para la variable y.
Estas serdn las posibles soluciones singulares de la (ED) y serdn si no se pueden obtener a

partir de la variacién arbitraria de los pardmetros de la solucién general de dicha (ED).

Nota. Algunos autores emplean la terminologia de solucién general para referirse a todas
las soluciones de una ecuacién diferencial en sus textos, (esto es, incluyendo todas aquellas
que hemos llamado soluciones singulares). En el presente, se considera conveniente
especificar el tipo de solucién al cual se refiere un ejercicio determinado, como ya se ha
indicado, se tiene un punto de vista practico que generalmente no se interesa en todas las
soluciones, sino en aquella solucién de una ecuacion diferencial de orden n que contiene
n constantes arbitrarias las cuales pueden afortunadamente determinarse a partir de n

condiciones asociadas.

Definicién 1.9 (Intervalo de definicién). Cuando se hable de un intervalo I y una funcién
f(x,y,...) se habla del intervalo donde dicha funcién es continua y esta bien definida, a
I también se lo conoce como intervalo de definicidon, intervalo de existencia, intervalo
de validez o dominio de la solucién, y puede ser un intervalo abierto (a,b), un intervalo

cerrado [a,b], un invervalo infinito (4, ), etcétera.

Sin embargo, en ecuaciones diferenciales (ED) no solo se habla de intervalos solucién,

sino también de curvas de solucién, y como es de imaginar, la gréfica de una solucién y

12



1.3. Soluciones de una ecuacion diferencial

de una (ED), se denomina curva de solucién. Ya que y es una funcién diferenciable, sera
continua sobre su intervalo I de definicién. Es asi que, usualmente, la gréfica de la funcién
y y la grafica de la solucién y son diferentes, puesto que el dominio de la funcién y no
necesariamente es el mismo que el intervalo de definicién I llamado también domiunio de

la solucién y.
Por ejemplo, veamos el siguiente ejercicio tomado del libro de Zill:
Ejemplo 16. Dada la funcién diferencial
xy' +y =0, (1.19)
1

cuya solucién general es y = —
x

Haciendo ¢ = 1, se tiene la funcién y = 1/x (Solucién particular de (1.19)), el dominio

de esta funcién son todos los reales a excepciéon del 0 y su gréfica es:

1
Grafico 1.1: Grafica de la funcién solucién particular y = L con X #0

Dicha funcién es discontinua en x = 0 y tampoco es diferenciable en dicho punto, esta
ecuacion representa una asintota vertical de la gréfica. Por otra parte la funciony = 1/x
es solucion de la (ED), lo cual significa que es una funcién definida en un intervalo I sobre
el cual es diferenciable y satisface la (ED) en todo intervalo que no contenga al 0. Ya que
las curvas de solucién definidas por y = 1/x sobre cualquier intervalo que no contenga al
0, son basicamente segmentos o secciones de las curvas de solucién definidas por y = 1/x,
entonces tiene sentido tomar el intervalo I mas grande posible, de este modo, se tomara I

para que fuera (—c0,0) o (0, +0c0), entonces, la curva solucién sobre (0, +o0) es:

Esto nos muestra la diferencia que queriamos notar que existe entre una funcién soluciéon

y la gréfica de dicha solucién.
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1
Gréfico 1.2: Solucién y = L con x€ (0, +00)

1.4 Problema de Cauchy de valor inicial (PVI)

Dada una ecuacién diferencial arbitraria ¥’ = f(x,y) y cualquier punto (xo,y0) que

pertenezca al dominio de definicién de f, nos surge la siguiente interrogante:

(a qué condiciones debe estar sujeta la funcién f para que exista una tinica solucién

y = f(x) de la ecuacion diferencial, tal que se cumpla que yo = f(x0)?

Ahora bien, a la condicién yy = f(x() se denomina condicién inicial. Y en general, a este

problema se lo conoce como Problema de Cauchy o de valor inicial.

Sea el problema de valor inicial para la ecuacién diferencial ordinaria

{ y = f(x,y), x€lab], (1.20)
y(

X0) = Yo

1.4.1 Interpretacién Grafica del PVI de primer orden

Cuando tenemos a una ecuacion diferencial de la forma

" .
= fly Y

sujeta a condiciones

(1-1)

y(x0) = yo, ¥ (x0) = Y1,y = Yn_1,

a esto conocemos como un (PVI).
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1.4. Problema de Cauchy de valor inicial (PVI)

Cuando en la solucién general de dicha (ED) sustituimos y aplicamos los valores iniciales
de la (ED), se obtiene la solucién particular sujeta a esas condiciones iniciales, vemos por

ejemplo cuando se tiene una (ED) de primer orden, esto es dada la (ED),

Zz = flxy),

sujeta a
y(xo0) = yo.

La interpretacién en este caso, es sencillo, pues cuando hablamos de ecuaciones
diferenciales de primer orden, y encontramos la solucién general, nosotros encontramos
un punto, pues a partir de la solucién general sustituimos el valor xy en dicha funcién,
y asi obtenemos el valor yy, dicho nuevo punto (x,, o) corresponde al punto por el cual
pasa la curva solucién de la (ED).

”~

y Soluciones de la (ED).

W

Grafico 1.3: Interpretacion gréafica del PVI de una (ED) de primer orden.

Para una ecuacion diferencial de segundo orden, habran dos condiciones, asi podemos

darnos cuenta que las condiciones presentes dependen del orden de la (ED).

Ahora bien, para

d?
=)

sujeta a

y(x0) =yo; ¥ (x0) = y1,
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Recordemos que en el caso de las (ED) de primer orden, nos daba como resultado un
punto por el cual pasaba la curva solucién de la (ED), ahora bien en (ED) de segundo
orden, ademds del punto por el cual pasara la curva solucion de la (ED), tendremos el

valor de la pendiente de la recta tangente por donde pasa esa curva solucién de la (ED).

A continuacién veremos un gréfico que expresard mejor lo dicho anteriormente, donde

se tendra dos puntos, el primero inicial y el segundo final.

<7

Soluciones de la (ED).

Grafico 1.4: Interpretacion gréfica del PVI de una (ED) de segundo orden.

Definicién 1.10. Una funcién derivable y(t) se puede llamar solucién del problema de

valor inicial (1.20) en el intervalo [a, b] si cumple:
Dy'(x) = f(xy(x), x€lab]
2) y(x0) = Yo

Asi, consideremos los siguientes ejemplos que ilustran mejor lo mencionado

anteriormente:

Ejemplo 17. Dada la ecuacién diferencial
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1.4. Problema de Cauchy de valor inicial (PVI)

cuya condicién inicial es y(0) = 1, hallar la solucién particular de la ecuacién diferencial.

, x
y = 2
By _ x
dx 2
/yzdy = /xdx
3 2
y _ X
3 5 +c.

Desarrollando y simplificando esta expresion se tiene que

2
= 3% +3c (1.21)

Y recordando la condicién inicial dada, y(0) = 1, se tiene que

3(0)2
(1?2 = L—|—3c
2
1 = 3¢
e = 1
= 3
Por tanto la solucién particular seria
s 3 1
T2 73

Nota. Podemos ver que la expresion (1.21) corresponde a la solucién general de este

ejercicio, pues la constante ¢ toma valores arbitrarios.

Ejemplo 18. Veamos la ecuacién diferencial lineal
1+e3%y =0,

con condiciones iniciales y(0) = 1.
Resolvemos esta ecuacion diferencial, reescribiendo

d

f3x7y

¢ dx
d

x4y

e Ix 1
dl 1
dx e—3x
dl 3x
dx

dy = —edx.

1+
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Integrando se tiene,

/dy :/—eBde

Integramos, usando f e’dv = €Y, asi se tiene,

1
y=-—3"+ec (1.22)

Teniendo en cuenta la condicién inicial, y(0) = 1 se tiene

1
1 = —=¢°
3e—|—c
1
1 = —=
37T¢
1
Z 41 =
37" ¢
S = 2
3

— 1 3x 4
Y=73" 73
Ejemplo 19. Sea la ecuacion diferencial
y/// + y — 0’

con solucién general y = ¢1 + cox + cze™* sujeto a las condiciones x =0,y =0;x =0,
y=1,x=0,y"=-2

Asi, teniendo la funcién solucién general y = ¢1 + c2x + cze~*, obtenemos v’ y y”/,

/

y = ¢ —c3e

"= cze .

Luego, teniendo en cuenta las condiciones, armamos el sistema

c1+c2(0)+c3e = 0
Cy — C3€0 =1
C3€O = =2,
resolviendo el sistema, se tiene quec; =2,cp = —1yc3 = —2.

Asf se tiene que la funcién solucién particular de la (ED) es y = 2 — x — 2¢*
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1.4. Problema de Cauchy de valor inicial (PVI)

Cuando se formule un problema de valor inicial, se debe realizar las siguientes

interrogantes:

e Pregunta de existencia: ;Existe alguna solucién de la ecuacién diferencial que

satisfaga las condiciones dadas?

e Pregunta de unicidad. Si existe, ;puede haber otra solucién diferente que satisfaga

las condiciones dadas?

e Pregunta de determinacién: ;Cémo se encontraria la solucién que satisfaga las

condiciones dadas?

Por ello, se tiene el siguiente Teorema (1.1), el cual serd una herramienta fundamental
para estudiar la existencia y unicidad de soluciones en problemas de Cauchy o de valor

inicial.

Teorema 1.1 (Teorema de existencia y unicidad de soluciones). Dada la ecuacion diferencial

ordinaria de primer orden

vy = F(x,y), (1.23)

y la condicién inicial y = yo, cuando x = xo.
El punto (xo,yo) estd contenido en una region R del plano XY.

Vamos a suponer que la funcién F(x,y) satisface las siguientes condiciones:
i. La funcion F(x,y) es real, finita y continua en tododos los puntos de la region R dada del plano

XY.

IF(x,y)
oy

real, finita y continua en todos los puntos de la region R dada del plano XY.

ii. La derivada parcial de esta funcion con respecto a la variable dependiente y es también

Si todas las condiciones se satisfacen, entonces en la region R dada existe una y sélo una solucion

y=fx), (1.24)

de la ecuacién diferencial (1.23), tal que la variable dependiente y es igqual a yo cuando la variable

independiente x es iqual a xo, esto es

vo = f(xo) (1.25)

19



Capitulo 1. ECUACIONES DIFERENCIALES ORDINARIAS

1.5 Problema de Valor de Frontera

Anteriormente se habl6 de problemas con un valor inicial dado, pero ahora, en su lugar se
formulard condiciones de frontera o condiciones de borde. Estas condiciones son muy diversas
y es importante notar que estas condiciones siempre se escriben y/o formulan sobre la
funcién f desconocida y sus derivadas en dos o més valores diferentes de la variable
independiente x (en dos 0 mds puntos de un intervalo I donde la variable independiente x
estd definida). A un ejercicio que nos brinda condiciones de frontera se lo denomina como

problema con valores de frontera

Un problema con valores en la frontera es aquel que consiste en (ED) de segundo
orden cuyos datos conocidos son el valor inicial y un valor final por donde pasa una curva

solucion de dicha (ED).

1.5.1 Interpretacion Grifica del PVF

Llamamos a los valores
y(a) =yo, y(b)=m,

condiciones en la frontera, y cuando se habla de esta clase de problemas, una solucién es
una funcién que satisface la (ED) sobre algtin intervalo I, que contenga tanto a 2 como a b,

por ello la gréfica de esta curva (véase Gridfica 1.5) pasaa por los puntos (a,y0) v (b, y1)-

Concretamente con las (ED) de segundo orden, se consideran estos pares de condiciones

de fronteras:

y(@) =y, yb) =mn
y'(@) =vo,  yb)=n
y@) =vyo, ¥(b)=n
v =y, Y=y,

tal que yo y y1 denotan constantes arbitrarias.

De forma general se tendria que las condiciones generales en la frontera son:

ay(a) + pry'(a) = m
azy(b) + B2y’ (b) = 72
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Soluciones de la (ED).
| |
|
| |

Grafico 1.5: Interpretacion gréfica del PVI de una (ED) de segundo orden.

Ejemplo 20. Considere la siguiente (ED)
y'—2y+2y=0,
cuya familia de soluciones es
y = c1e*cosx + cpe*senx.

sujeta a las condiciones y(0) = 1y y(mr) = —1.
Encontrar los pardmetros c; y c».

Considerando la primera condicion y(0) = 1, esto es

y = cie’cosx + cpetsenx.
1 = c1e%0s(0) + cze’sen(0)
1 = ¢(1)(1) 4+ e2(1)(0)

C1=1.

Ahora, considerando la otra condicién de frontera y(7r/2) = 1 se tiene,

y = c1e*cosx + caesenx
1 = ce™%cos(11/2) 4 cpe™ *sen(m/2)
1 = c1e™?(0) + c2e™?(1)
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1 = —cpe™/?
1
€2 et/2
¢ = e /?
Dados c; y ¢, se tiene la solucién
y = ecosx + e "/ %e¥senx

x—7/2

y =e‘cosx+e senx.

Ejemplo 21. Dada la siguiente ecuacion diferencial
y// _|_ 4y — O

Verificar que la funcién y(x) = cisen2x + cycos2x con la (ED) sujeta a las condiciones de

frontera y(0) =1y y'(n/2) =2

Nos damos cuenta que es un PVF ya que tanto la funcién como su derivada estan

evaluadas para diferentes valores de x, asi

y(0) = c1sen(2.0) + c2c0s(2.0)

y(0) = ¢y tenemos que
y(0) = 1
=c = 1
Ahora evaluemos,
y'(x) = 2cicos(2x) — 2cpsen(2x)

v (mt/2) = 2cicos(m) — 2cosen(m)

Yy (m/2) = —2¢,
y recordemos
y(n/2) = 2
2 = —2c
=c¢ = -1
Por tanto la funcién solucién para la (ED) seria y(x) = —sen2x + cos2x
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1.6 Métodos de resolucion de ecuaciones diferenciales

Cuando hablamos de resolver una ecuacién diferencial (ED), es clave reconocer la forma

que estas tienen , pues es asi que se puede determinar el mejor método para su resolucién.

1.6.1 Separacién de variables

Se dice que una ecuacion de la forma f(x,y,y’) = 0 es una ecuacién de variables separables

si se puede escribir de la forma:

ay _ Cody _ f(x), dy _ g(y)
dx - f(x)g(y)/ dx - g(y>/ dx f(x)' (126)

O de forma general si se tiene que
dy _
e F(x,y),
donde F(x,y), puede tomar cualquiera de las formas descritas en (1.26).

Luego, si se toma a dy/dx como un cociente de diferenciales, se puede también expresar

como
dy _ f(x)
dx 8(y)
gly)dy = f(x)dx
fx)dx —g(y)dy = 0
Ahora, haciendo g1 (y) = —g(y), se tiene la expresion descrita de forma general

f(x)dx + g1(y)dy = 0.

Nota. En definitiva, este método es eficaz para resolver ecuaciones diferenciales de primer
orden, un caso especial y simple de este método y usual de encontrar, pues es donde se

puede escribir a la ecuacién diferencial como

f(x)dx + g(y)dy =0, (1.27)

donde se puede notar que la funcién de x solo involucra a x, mientras que la funcién de y
involucra solo a y. Es asi que se puede resolver inmmediatamente empleando integracién,

esto es

/f(x)dx+ /g(y)dy =g, (1.28)
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donde c denota a la constante de integracién

A continuacién se observa algunos otros ejemplos de estas ecuaciones diferenciales, las

cuales pueden ser resueltas mediante este método de separacion de variables.

Ejemplos.

ZZ = 22

y = (3x*+5)(2y* -3y +8),
dy  x?
T oyt

;e +3
A
vy = x

Nota. Notamos que todos los ejemplos mostrados anteriormente estdn sujetos a la
estructura descrita en (1.26), por ello es que se pueden resolver aplicando el método

de separacioén de variables.

Ejemplo 22. (a) Encontrar la solucién general de

, o 4xd+1
Y =7_
4 -2y
y (b) determinar la solucién particular para la cual y = 5 cuando x = —2.
d
(@) Primeramente expresamos i’ como % esto para tener mas claro la separacioén de
variables que se hara.
Entonces,
dy  4x3+1
== = 1.29
dx 4-2y (1.29)
d
Tratando a % como un cociente de diferenciales, separando las variables se puede expresar
a (1.29) como
(4x% + 1)dx + (2y — 4)dy = 0 (1.30)

Usamos la integracién para encontrar la solucién general requerida,

4x* 212
7+X+%—4y - 7

/(4x3+1)dx+/(2y—4)dy _ /o
1 C
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Simplicando los términos se tiene
4 2 —
X Hx+y —4y=c (1.31)

A (1.31) denominamos solucién general de la ecuacion diferencial.

(b)  Dado que tenemos y = 5 cuando x = —2, remplazando en (1.31) se tiene que

(=2)*+(-2)+ (5>~ 4(5) = ¢
16-2425-20 = ¢

19 = ¢
Obteniendo la solucién particular
A xtyt—4y=19

Ejemplo 23. Si se tiene la ecuacién diferencial,

dy 2x—y
dx 4y —2x (132)
También se puede expresar como
(2x —y)dx + (2x — 4y)dy = 0. (1.33)

Nota. No todas las ecuaciones diferenciales pueden ser resueltas empleando el método
de separacion de variables, por ejemplo, si observamos (1.33), notamos que es imposible
llevarla a la forma de (1.27). Por ello es que se requiere de buscar otros métodos de

resolucion, lo cual se estudiara en el resto de este capitulo.

1.6.2 Cambio de variable para resolver algunos tipos de (ED)

Como pudimos ver, usando el método de separacion de variables podemos resolver
ecuaciones diferenciales sumamente sencillas, por ello es que surge la siguiente

interrogante:

Existen ecuaciones diferenciales que tienen variables que no son separables, pero ;se las

podra transformar en (ED) con variables separables?

La respuesta es si, de hecho denominamos a este método de solucién de (ED) como

Cambio de variables o Transformacién de variables, que tal y como lo nombre lo indica,
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este método consiste en dada una (ED) se busca reducirla a otra de algtin tipo conocido
que se pueda resolver. Dentro de esta seccion se estudiara las ecuaciones homogéneas, el
método de transformacién de (ED) de variables no separables a variables separables y

algunas otras transformaciones especiales.

1. Método para transformar (ED) de variables no separables a variables separables
Ahora veamos el método para transformar una (ED) de variables no separables a una (ED)
de variables separables, esto es un tipo de (ED) que casi siempre se puede transformar a

una (ED) de variables separables.

7).

usando la transformacién y/x = u o y = ux, el cual es el cambio de variable dependiente

y ala variable u, conservando la variable independiente x, luego

dy du

ax g
y la ecuacioén se convierte en
du
urx f(u),
tal que
dx _ du
x  f(u)—u

Ahora vemos que las variables estan separadas, y luego se obtiene la solucién mediante
integraciéon. Recodemos que y = ux y que su diferencial dy = udx + xdu, de donde se

podria despejar du sin problemas para la sustitucion.

Ejemplo 24. Seala (ED)
(y* +yx)dx + x*dy = 0,

veamos si esta (ED) es separable, esto es
y2dx + yxdx + x*dy = 0,

si agrupamos notamos que no podemos emplear el método de separacioén de variables, asi

consideremos el siguiente cambio de variable
Yy =ux,

con

dy = xdu + udx,
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Entonces se tendria lo siguiente

((ux)* + (ux)x)dx + x*(xdu + udx) = 0,

(u?x? + ux?)dx + °du + ux’dx = 0,

W xdx + ux?dx + Xdu + ux’dx = 0,
wWxdx + 2ux?dx = —x3du
Pdx(u® +2u) = —x>du
P 1
Xax = ——— 4
pvs * 24 2u™
1 1
e |
x u2 4 2u "

Ahora vemos que tenemos una (ED) que se puede resolver por el método de variables

1 1
/de B /[_u2+2ud4

1
5 [In|u+ 2| — Inlul|] + ¢

1 2
In|x| = 2[ln<u—u|— )]—I—cl
1/2
In|x| = [ln<u:2>
u+2 1/2
ln< > +c1
Jdnlxl — u
1/2
v = <u1—2> o
2
<u+2>1/2] .
» con ¢y = e!

x: - u-+2
3 - u :

Ahora volviendo a las variables iniciales x e i, con u = y/x se tiene

separables, asi

In|x| =

+0

Y2
xz = (3 7xy
x
y+2x
2 X
Y

X

2 o xy + 2x2
— S
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By = caxy +2x%cs
By —cxy = 2x%c3
y(x® —c3xy) = 2x%c3
_ 2x2¢3
vy = (x3 — c3x)
ZXZC3

y = 2(x% — c3)

Asi se tiene
_ 2xc3
¥y= (x2 —c3)

Por otro lado existen varios tipos de transformaciones especiales, donde no conviene
hacer el cambio de y = ux sino que el cambio depende de cada (ED), un caso particular es

el siguiente:

Ejemplo 25. Resuelva la siguiente ecuacién diferencial

v =\x+y. (1.34)

Lo primero que notamos es que (1.34) no es separable, de igual manera, la presencia de

x + y sugiere una transformacién de variables dependiente de y a v, dada por

v = x+y, (1.35)

y = v*—x. (1.36)

noétese que se usa v? para evitar las raices cuadradas, entonces se obtiene y’ a partir de

(1.35), esto es

d dov
/! 2 _ o
y = —dx(v xX) = ZU—dx 1. (1.37)

Asi, sustituyendo en la ecuacion diferencial (1.34), se tiene

dv
ZUE —1=v0 (1.38)

Escribiendo (1.38) en forma separable, se tiene que

do
20— = 1
vdx U+
2
v dv = dx.
v+1
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Desarrollando esa expresiéon mediante el método de variables separables, se tiene

/ZWZU _ /dx
v+1
(v+1)—1 B
Z/de = x+c
1
2/1—v+1d0 = x+4c
20 -2ln(v+1) = x+c

De esta forma, tenemos que la solucién general de (1.38) es
20 —-2In(v+1)=x+c (1.39)
Remplazando v por /x + y se tiene que

20 —-2In(v+1) = x+c
2(v/x+y)—2In(y/x+y+1) = x+c

Obteniendo asi la solucién general de la ecuacion diferencial (1.34).

2. Ecuaciones diferenciales homogéneas

Definicién 1.11. Si una funcién f posee la propiedad f(tx,ty) = t*f(x,y) para algan

numero real «, entonces se dice que f es una funcién homogénea de grado «.

Ejemplo 26. Veamos el caso de la funciéon

flry) = 249

fltx,ty) = (tx)° + (ty)®
I
= £ +y)
= Pf(xy)

por tanto, f(x,y) es una ecuaciéon homogénea de grado 3.

Nota. Por otro lado, veamos si la ecuacion f(x,y) = x> + y°> — 1 es homogénea, para ello

veamos
fltx, ty) = (tx)* 4+ (ty)> =1 = 223 + 3y° — 1

, la cual no es considerada homogénea.
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Definicién 1.12. Una ecuacién diferencial de primer orden, escrita en la forma diferencial

M(x,y)dx+ N(x,y)dy =0, (1.40)

se dice que es una (ED) homogénea, si ambas compenentes M y N son funciones
homogéneas del mismo grados, es decir, se debe cumplir que M(tx, ty) = t*M(x,y) y

N(tx, ty) = t*N(x,y)
Si My N son funciones homogéneas de grado a, también podemos escribir:

M(x,y) = x*M(1,u) y N(x,y) =x"N(1,u), donde u=y/x (1.41)
M(x,y) = y*M(v,1) y N(x,y) =y*N(v,1), donde v=x/y, (1.42)

Las dos ecuaciones anteriores, sugieren algin tipo de sustitucién, yaseay = ux o
x = vy, donde u y v sean nuevas variables dependientes, reduciran la ecuacién homogénea
(1.40) a una ecuacién de variables separables de primer orden, y la sustituciéon que se suele
presentar es
Yy =ux dy = udx + xdu

X = oy dx = vdy + ydo,
asi M(x,y)dx + N(x,y)dy = 0 se puede reescribir como
x*M(1,u)dx +x*N(1,u)dy = 0
M@, u)dx+ N1, u)dy = 0,

donde u = y/x oy = ux. Al sustituir el diferencial dy = udx + xdu en la Gltima ecuacién
se tiene que:
M(1,u)dx + N(1,u) [udx + xdu] = 0

[M(1,u) +uN(1,u)]dx+xN(1,u) = 0
dx N(1,u)du

T T M@ +uN@w
1 N(1,u) B
M dx+[M(1,u)+uN(1,u) du =0

la cual es una ecuacién diferencial separable en las variables u y x.

Nota. Cabe mencionar que esta sustitucién es la usual, més no una regla, por lo que el
proceso para despejar las variables determinadas no se deberia memorizar mecanicamente,

sino que debe hacerse cada vez que se requiera.
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Ejemplo 27. Determine si la siguiente ecuacion diferencial es homogénea y resuélvala.

xy' = (y+
Escribamos (1.43) en la forma (1.40), esto es

dy
dax
xdy

(y + xey/x) dx — xdy

X

xeV/ ") (1.43)

<y+xey/">

)

(y + xe?’*) dx

0.

Aasi M(x,y) = (y + xe¥/*) y N = (—x), veamos si es homogénea, para ello consideramos

M(tx, ty)

t

(ty + txety/“‘)
(ty + txey/x>
(y + xey/x)

tM(x,y).

Con ello, nos damos cuenta que la componente M si es una funcién homogénea de grado

1.

Es facil ver que la componente N también es una funcién homogénea de grado 1, pues

N(tx, ty)

—(—tx)
—t(x)
EN(x,y).

Dado que tanto M y N son funcioes homogéneas de primer grado, procedemos a

resolver dicha (ED), para ello consideremos

dy = udx + xdu

dy
dx

udx + xdu
xi

dx
= x(udx + xdu)

X

= udx + xdu

= xdu

la sustitucién y = ux teniendo en cuenta

(y+xey/x)

(ux + xe*)
x(u+e")dx
udx + e"dx

e'dx
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du dx
= — = —
et b
= /e’”du = dx
x
—e " = In|x|4+c perou=y/x
= —e V¥ = In|x|+c
e V¥ = —(In|x| +c)
In [e_y/"} = In(—In|x| —c)
¥ _ _ _
. In(—In|x| —c)

Asi la funcidn solucion es:

y = —xln(=In|x| —c)
Ejemplo 28. Considere la ecuacién diferencial
(x —y)dx +xdy =0,

determine si es homogénea, si lo es, resuelva.
Veamos si la (ED) (1.44) es homogénea, para ello
(xt —ty)dx + txdy =
= tx—y)dx+txdy =
= La (ED) (1.44) es homogénea de grado 1
Usando la sustitucion y = ux con dy = udx + xdu
(x —y)dx+xdy = 0
= (x —ux)dx + x(udx + xdu) = 0
xdx — uxdx + xudx + x*du = 0

xdx+x*du = 0

xdx = —x%du
—%dx = du

Integrando, se tiene

/du = — 1alx
x

u = —Inlx|+c

(1.44)
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Y recordemos,

u=y/x = % = —In|x|+c¢
Asi, la soluciéon general de (1.44) es

= —xIn|x| + cx.

3. Transformaciones Especiales

En este apartado, se estudiardn algunas transformaciones especiales sugeridas por la
forma de la (ED) dada, de igual forma se hard especial hincapié en aquellas (ED) que se

pueden reducir a homogenéneas, ahora bien, considere el siguiente ejemplo:
Ejemplo 29. Considere la siguiente ecuacién diferencial,
(x+y—2)dx+ (x—y+4)dy =0, (1.45)
Observamos que (1.45) no es homogénea pues
(tx +yt —2)dx + (tx —ty +4)dy = 0,
no se puede expresar de la forma t*M(x, y)dx + t*N(x,y) =0
Para reducir esta (ED) a una homogénea, se procede de la siguiente manera:

Se forma el sistema de ecuaciones algebraicas lineales:

x+y—2=0
¥ (1.46)
x—y+4=0.
El determinante del sistema seria:
1 1
=-2#0.
1 -1
Resolviendo el sistema (1.46) se tiene por solucién xo = —1y yo = 3 y haciendo el cambio
de variables se tiene que
x=x1—1
y=1v+3.

Al notar que los diferenciales de las nuevas variables son iguales a los anteriores se puede

hacer: dx = dx; y dy = dy;; sustituyendo en (1.45) se tiene

(x1—1+(y1+3)—2)dx1+(x1—1—(y1+3)+4)dy1 =0

= (Xl + yl)dxl + (X1 — yl)dyl = 0.
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Podemos ver que la nueva (ED) si es una ecuaciéon homogénea.

Haciendo el cambio y; = ux; con dy; = udx; + x1du, asi encontramos la nueva ecuacién

(x1 +y1)dx1 + (Xl — yl)dyl =0

(x1 + xqu)dxy + (x1 — uxy) (udxy + x1du) = 0

x1dx1 + uxidxy + uxydxg — u?xpdxg + x%du — ux%du =0

(x1dx1 + 2uxydxy — w?xydxy) + (x3du — uxidu) = 0
Ordenando se tiene (x1 + 2ux; — u?x;)dx; + (x5 —ux?)du = 0

x1(142u —u?)dx; +x3(1—u)du = 0

(1+2u —u?)dx; +x;(1 —u)du = 0.

Separando variables se tiene que

x(1—uw)du = —(1+2u—u?)dx;
(1—u) 1
(14 2u —u?) du = X1 ax1.

Integrando en ambos miembros se obtiene
(1—u) 1
———du = / ——dxy.
/(1+2u—u2) . X1 .
El miembro derecho no presenta mayor problema, y seria
1
— / —dx; = —In|xq|+ec.
X1

Ahora, resolviendo el miembro izquierdo se tiene
(1—u)
————du.
/ (14 2u — u?) !

du )

Luego, se tiene que

Cambiando al valor original de ¢

1
Eln|1 +2u — u?|.
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Entonces se ha obtenido

1—u 1
/(1—(kZu—)uz)du = plnlt+2u—ui]

Armando lo obtenido tenemos
%ln\l +2u — u?| = —In|x| + In|c|.
O bien, se tendria
In|1+2u — u?| + 2In|x| = 2In|c|.
Desarrollando los logaritmos mediante propiedades se tiene
In|142u —u?| +In|x > = In|c?|
In|(142u —u?)(x3)| = In|c?.
Tomando la exponencial a ambos lados se tiene
Anl(2u—2) ()| nle?]
(1+2u—u?)(x3) = &
Y1

Volvemos a los valores originales en lugar de u = =— y se tiene
X1

[2(8)- () oo ==

Remplazamos las variables orginales, teniendoen cuentax =x1 —1 y y =1y, +3

<1+2 (?;i) — (i:r?)z) (1+2)?) =&

Desarrollando las operaciones necesarias, se tiene

<1+2<§f;i> = <Z:j>2> (1+x?) = &
((x+1)2+2(x+1)(y—3)—(1/—3)2> (1+2)) 2

(x+1)2
(x+1)2+2(x+1)(y—3)—(y—3)> = ¢

P A2x+1+2x+2)(y—3)— (y¥* —6y+9) = c?
P42+ 14+2xy —6x+2y —6—y*+6y—9 = c?
X2 —dx+2xy+8y—y*—14 = c?
X2 —dx+2xy+8y—y* = 414
Haciendo ¢? + 14 = C se tiene la funcién solucién de la ecuacion diferencial (1.45)

x? —4x +2xy + 8y —y* = C.

35



Capitulo 1. ECUACIONES DIFERENCIALES ORDINARIAS

1.6.3 Método para resolver (ED) exactas

Definicién 1.13. Una (ED) de la forma
M(x,y)dx+ N(x,y)dy =0, (1.47)

es una ecuacién diferencial exacta, si la expresion del lado izquierdo es una diferencial
exacta (o total) de alguna funcién F(x, y).

Lo cual significa que
M(x,y)dx + N(x,y)dy = dF (x,y). (1.48)
Si es asi, la ecuacién tiene la forma
dF(x,y) = 0.
Por tanto, su solucién general es de la forma

F(x,y)=c¢,
con c¢ la constante arbitraria.

Teorema 1.2 (Criterio para una diferencial exacta). Sean M(x,y) y N(x,y), funciones
continuas con derivadas parciales continuas en una region rectangular R, definida pora < x < b,
¢ <y < d. Entonces la condicién necesaria y suficiente para que M(x,y)dx + N(x,y)dy sea una

diferencial exacta, es que
oM _aN
dy  ox

El procedimiento general para resolvere sta clase de (ED) es el siguiente

Ejemplo 30. Determinar si la siguiente (ED) es exacta, si lo es, resuelva.

2y(y —1)dx +x(2y —1)dy =0 (1.49)

Se tiene que expresar (1.49) en la forma (1.47) por ello, ingresamos todo dentro de los

paréntesis y se tiene:
(2y* — 2y)dx + (2xy — x)dy = 0

Luego se tiene M(x,y)dx = (2y> — 2y)dx y N(x,y)dy = (2xy — x)dy
Se deriva M con respecto a y dejando a x como constante y se tiene que

M

i 4y —2 (1.50)
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Se deriva N con respecto a x dejando a y como constante y se tiene

ON
o=y -1 (1.51)

Aqui, vemos que (1.50) y (1.51) no coinciden, es decir
M, ON
ay ox
Con lo cual, 1a (ED) (1.49) no es exacta por lo que no hay que resolverla.
Método de solucién general para resolver (ED) exactas
Veamos ahora ejemplos de (ED) exactas, pero antes describamos el método de solucién

general para resolver estas (ED) exactas descrito por (Zill, D., & Cullen, M. 2005).

Siz = f(x,y) una funcién multivariable, cuyas primeras derivadas son continuas en
una regién R del plano XY, entonces su diferencial total es

dz:gdx—l—%

dx dy ay.-

Dada una ecuacién de la forma M(x,y)dx + N(x,y)dy = 0 debemos tener en cuenta que
se cumpla el (Teorema (1.2), si lo hace, entonces podemos asegurar que existe una funcién

f para la cual

gﬁ = M(x,y).

Se puede encontrar f procediendo a integrar M(x,y) con respecto a x, mientras que

conservamos la variable y como constante, asi

fey) = [ MG y)dx+g(), (1.52)

con g(y) como funcién dependiente de y. Luego si derivamos (1.52) con respecto a y se

tiene, asumiendo la igualdad of /dy = N(x,y) y se tiene

o _

5 ;//M(x,y)dx+gl(y) = N(x,y).

Con lo cual se tiene que
/ d
§y) =Ny -5, /M(x,y)dx. (1.53)

Luego, integramos (2.3) con respecto a y y luego se sustituye en (1.52) Asi tendremos la

funcién solucion de forma implicita de forma f(x,y) = c.

37



Capitulo 1. ECUACIONES DIFERENCIALES ORDINARIAS

Ejemplo 31. Determinar si la siguiente (ED) es exacta, si lo es, resuelva.
2xydx + (x* — 1)dy =0 (1.54)

Se deriva M con respecto a y dejando a x como constante y se tiene

oM
— =2 (1.55)
%y

Se deriva N con respecto a x dejando a y como constante y se tiene
oN
— =2 1.56
5y X (1.56)

Con lo cual, vemos que (1.55) Y (1.56) coinciden, entonces la (ED) (1.54) es exacta y se

procede a su resolucion.
Para resolver esta ecuacion diferencial, suponemos
of of

Integramos a ambos lados con respecto a x dejando a y como constante, se tiene
%dx—2 xdx = f(x,y) = x>y +g(y) (1.57)
o r =4y Y)=xYT8Y) :

Ahora, derivamos (1.57) con respecto a y dejando a x como constante y la igualamos al

término N
O )1 )
3y g§ly)=x"-1=g(y)=-1 (1.58)
Ahora, para calcular ¢(y) integramos (1.58) a ambos lados y se tiene
/ 8 (y)dy = — / dy = g(y) = —y +c. (1.59)
Remplazando (1.59) en (1.57), se tiene que la funcién solucién es
flay)=x*y—y+c
Ejemplo 32. Resolver la siguiente ecuacién diferencial
2x + y* + 2xyy’ = 0. (1.60)
Llevamos a la (ED) a la forma
dy 0

2x + 12 +2xya =

2x +y2)dx + 2xydy = 0.
y yay
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Notamos que (1.60) no es separable en variables, luego vemos que

M(xy) = 2x+y
N(x,y) = 2xy.

M(tx, ty) = (2tx +t2y%)
= t(2x + ty?)
# M(x,y).
Como no se cumple la igualdad decimos que M(x, y) no es funcién homogénea, por tanto
la (ED) tampoco serd homogénea.

Luego, se procede a escribir (1.60) en forma de diferenciales, esto es
2 Jd 5 2 Jd 2 2 2
(2x + y*)dx + 2xydy = Py (x* +xy )dx+@ (2% + xy?) dy = d(x* + x?).

Notamos que esta ecuacion es la ecuacion diferencial exacta, pues su parte izquierda es la
diferencial total de la funcién (x* + xy?)

Por eso la ecuacion tiene de forma
d(x* +xy*) =0
Por lo tanto, su solucién general es
X +xy?=C (1.61)

Nota. Notese que (1.61) es la expresién implicita de la solucién general, es decir una
funcién implicita de la funcién solucién y(x). No en todas las ecuaciones diferenciales
es facil ver si son exactas, por el ello el Teorema (1.2) es de suma utilidad para poder

determinarlo de forma sencilla y eficaz.
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1.6.4 Factor integrante para (ED) no exactas

Sea la ecuacion diferencial
M(x,y)dx + N(x,y)dy = 0. (1.62)

Pero ahora, esta ecuacién no es exacta, es decir que se tiene que

IM(x,y)
dy

ON(x,y)
- (1.63)

Por ejemplo, vimos en la subseccién anterior el (Ejemplo 1.64).
;Coémo resolver esta clase de ecuaciones?
Sila (ED) de tipo (1.62) no es exacta, se puede buscar la funcién y(x, y). Dicha funcién

se le denomina factor integrante o factor de integracién.

Definicién 1.14. El factor integrante para una (ED) es una funcién (x,y) de dos variables
x vy ¥y, la cual al ser multiplicada por toda la (ED), la ecuacién se convierte a una (ED)

exacta.

Observacion. Es fundamental notar que el factor integrante existe para cualquier tipo
de (ED), pero no hay ningtin método general para encontrarlo, solo en algunos casos

particulares se sabe con certeza cémo hallar el factor integrante.

A continuacién, presentamos un método de solucién propuesto para algunos casos

cuando se puede conocer el factor integrante.

Método de resoluciéon de (ED) no exactas

Dada la (ED) de tipo
M(x,y)dx + N(x,y)dy = 0. (1.64)

Se procede a calcular las derivadas parciales, de la forma

OM(x,y)  IN(x,y)
dy dx

Las derivadas parciales seran diferentes pues la (ED) es no exacta,

oM(x,y)
dy

ON(x,y)
7 ox
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Y se procede a encontrar el factor integrante, siguiendo el siguiente proceso

Sea y(x,y) un factor integrante de la (ED) (1.64) original, entonces se verifica que

S [ M )] = 5 (x9N

Como u, M, N son funciones, entonces aplicando la regla del producto de derivacion se

tiene
I (%, ) IM(x,y) _ op(xy) IN(x,y)
oy My + =5 = nny) = =5 NG y) + = = u( ).
Agrupando términos semejantes se tiene
Ip(xy) Iu(xy) _ (IN(xy) IM(xy)
Moy) ==, = Ny =5 = % oy )My (165)

En este punto se debe considerar dos situaciones, la primera, supongamos que la funcién
1 (x,y) solo depende de la variable x, esto es

M(x dulxy N(x,y)apg(xx) = <8N§3;,y) - aMEg;'y)) u(x).

NGy B — - (S) - S )

En este caso, la ecuacion (1.65) se reduce a la (ED) de variables separables

oM(x,y) ON(x,y)

du(x) ay ox
dx N(x,y) ().

oM(xy) _ ON(xy)

ox

Donde la expresion < o ) supuestamente solo depende de la variable x, asi se

N(xy)
tiene que
OM(xy) _ ON(xy)
dy(x): y ox .
u(x) N(x,y)

IM(xy)  IN(xy)
d‘u(x) o ) T T ox
[ =/ ( Ny )d’“‘

Resolviendo se tiene que la funcién factor integrante,

oM(xy) o ON(x,y)
ay dx
dx.
/ ( N(x,y) )
= p(x) =e
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es el factor integrante para la (ED) (1.65). De manera homdloga, si la (ED) (1.64) tiene un
factor integrante y(x,y) que depende solo de la variable y, entonces la ecuacion (1.65) se

reduce a la (ED) de variables separables

ON(x,y) oM(x,vy)

du(y) _ ox dy
iy M(x,7) ny).

Que al resolver como en el caso anterior, se tiene
ON(xy) _ oM(xy)
ox ay ( )
/ ( M(x,y) ) %
e

Ejemplo 33. Determinar el factor integrante de la siguiente ecuacién diferencial

uy) =

(Bxy 4+ y?) + (x> +xy)y’ =0 (1.66)

Expresamos a la (ED) (1.66) como

Gxy+y*) + (P +xy)y = 0
d
(3xy+y2)+(x2+xy)£ =0
d
2\ (a2 y
Gy +y?) = —("+ay)
Bxy+y*)dx = —(x*+xy)dy

(Bxy +y?)dx + (¥* +xy)dy = 0.

Donde M(x,y) = 3xy +y* y N(x,y) = (x? + xy), y calculando sus derivadas parciales

respectivas, se tiene

aMa(;c,y ) _ 3x +2y
aNéi’y ) = 2x+y.
Con lo cual, notamos que
oM(x,y) y ON(x,y) .
ay ox

Por ello se dice que la (ED) no es exacta. De acuerdo al proceso que describimos
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anteriormente, calculamos la expresion (), es decir

1 oM(x,y) B ON(x,y)

Ny | oy ox = f)
oy BTGy = S
3x+x22y+—x2yx—y .

g = @

)

Ahora, calculando el factor integrante, se tiene

V(x) _ ef(l/x)dx

p(x) =x

Ahora bien, multiplicando el factor integrante por la ecuacién diferencial original (1.66) se

tiene
(3x%y + xy*)dx + (x* + x%y)dy = 0. (1.67)
Ahora, tenemos que
M(x,y) = 3%y +xy%) 'y N(xy) = (x° +x%).

Y por ende tenemos como sus derivadas parciales

IM(x,y)

——— p— 2

3y 3x° + 2xy
ON(x,y) 5

o = 3x°+2xy.

Con lo cual, notamos que

OM(x,y)  ON(x,y)
dy  ox

Por tanto ahora, la ecuacion diferencial (1.67) es exacta.

Ahora, se debe buscar y calcular una funcion F(x,y) que satisfaga

JF(x,y)
ox

JF(x,y)
9y

=3x%y +xy* y = x> + x%y.
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Tomamos entonces a la ecuacion del lado izquierdo para calcular F(x,y) y

oF (x,y)

_ 3,2 2
oy = 3x°y+xy
oF(x,y)
/ axy = /(3xy+xy)
3
F(x,y) = %+Ty+h(y).

Obteniendo

X
F(x,y) = x3y + L + h(y).

Ahora, se procede a derivar (1.68), con respecto a y, esto es

aF(x/y) _ 3 2 /
oy x°+x7y +h'(y).
Luego, se iguala (1.69) a aNéi'y) y se tiene
PP+ (y) = 2+
=Wy = 0
[rwm = o
=h(y) = c1.

Ahora, se sustituye el valor de la funciéon h(y) en (1.68) y se tiene

2,2
Flxy) = 2+ +h(y)

2,2
F(x,y) = x3y+%—|—c1.

Haciendo F(x,y) = c, se tiene la solucién implicita de la (ED) (1.66).

F(x,y) = x3y—|—xzzy2+c1.
o = x3y+xzzy2+c1.
O bien
e

X7y + =C con C=cp —cy.

2

(1.68)

(1.69)

Ahora, veamos dos casos especiales del factor de integracién los cuales son descritos

por (Nagle et al., 2000) en el siguiente teorema:
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Teorema 1.3 (Factores de integracién especiales). o Si (0M/dy —dN/dx) /N es

continua y solo depende de x, entonces

() = e[/ () dx},

K (1.70)
es un factor integrante para la ecuacion (1.62).
e Si (ON/dx —9dM/9dy) /M es continua y solo depende de y, entonces
[/ <8N/8x - 8M/8y> dy}
ply) = e M : 1.71)

es un factor integrante para la ecuacion (1.62).

Este teorema detalla el siguiente procedimiento a seguir:

a. Si Mdx + Ndy = 0 no es una (ED) de variables separables, se debe calcular oM /dy y
OdN/dx . Si estas dos dltimas dM/dy = dN/dx, entonces la (ED) es exacta. Sino se

cumple esta igualdad, tomar en cuenta

oM/dy/ —dN/odx
N .

(1.72)

b. Sila (ED) (1.72) solo depende de la variable x, entonces un factor de integracion estd
dado por (1.70).

Sino, considere lo siguiente

ON/dx/ —oM/dy

v (1.73)

Si (1.73) depende tinicamente de la variable y, por tanto un factor de integracion esté
dado por (1.71).
Veamos algunos ejemplos que nos ayudaran a entender mejor el uso de este teorema.

Ejemplo 34. Resuelva la ecuacién diferencial
(2y% + 2y + 4x?)dx + (2xy + x)dy = 0. (1.74)

Consideremos a M = (2y? + 2y +4x?) ya N = (2xy + x), primero, veamos si es exacta,

para ello calculemos la igualdad
oM _oN
dy  ox’
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Esto es

oM _ oN

dy  ox
dy+2 # 2y+1.

Por tanto (1.74) no es exacta.

Entonces seguimos el procedimiento descrito en el teorema (1.3), luego se tiene

dM/dy — ON/ox 4y+2—-(2y+1)
N 2xy +x

(2y+1)

x(2y+1)

= 1/x.

Como esta tltima ecuacién solo depende de x, entonces segtin el teorema se tiene que

]/l(X) _ efl/xdx — elnlxl — 4. (1.75)

Ahora, se procede a multiplicar nuestra (ED) (1.74) por el factor integrante (1.75) obtenido
y se tiene
(2xy? + 2xy + 4x%)dx + (2x*y + x*)dy = 0.

Al nosotros ver esta nueva (ED), hacemos

oM oN
W—4x+2x_4xy+2x—$,

por tanto, la nueva (ED) es exacta.

Ahora, resolvamos esta (ED) exacta, asi obtengamos la f(x,y) a partir de M, entonces

se tiene que
2
/Mdy = / <2x2y2 + x2> dy = x*y*+x%y+g(x)
floy) = xy+x%y+g(x).
Ahora, se procede a derivar f(x,y) con respecto a x y se tiene

d
I [f(x,y)] = 2xy? + 2xy + ¢ (x) = 2xy* + 2xy + 4x°.

Asi tenemos

[gw = [
x4
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Remplazando esta funcion g(x) en la funcién f(x, y) se tiene
flx,y) = ¥*y* + X’y +x* +c.
Asi despejando la constante c se tiene la solucién implicita
Xy +xty +at = (1.76)

Una forma de encontrar la funcién solucién explicita se tiene que a la funcién (1.76) se la

puede considerar como una ecuaciéon de segundo grado con respecto a y, con coeficientes

a=x?b=x2yc=x*—c, asf empleamos la férmula general para resolver ecuaciones de

segundo grado, entonces se tiene

—b £ Vb* —4ac
2a
x4 (xt —0)
vy = 2x?
—x2 £ /x2(x2 —4(x* —¢
2x?
1 x2 —4(x* —¢)

- -4
Y 2 2x

1.6.5 Método para resolver (ED) lineales de primer orden

Anteriormente vimos una nocion bésica de la linealidad de las ecuaciones diferenciales,
en esta seccion se hablard de manera formal de este hecho, de igual manera se abrodara
los métodos de solucién para estas (ED) lineales, el primero sera el método usando factor
integrante y el segundo hablara sobre la variacion de pardmetro, pero antes, daremos la

definicién de una (ED) lineal de primer orden.
Definicién 1.15. Sea la ecuacién diferencial de la forma
dy
al(x)a +ap(x)y = g(x). (1.77)
se la denomina ecuacién diferencial lineal en la variable dependiente y.

Observaciones. e Cuando g(x) = 0, decimos que la (ED) (1.77) es homogénea y se
procede a su resolucion como ya lo hemos visto con anterioridad, de lo contrario es

no - homogénea.

e Notemos que si dividimos (1.77) entre el coeficiente a;(x) se obtiene la forma

estindar de una (ED) lineal.

W Py = f(x). (178)

47



Capitulo 1. ECUACIONES DIFERENCIALES ORDINARIAS

Nota. A continuacién se estudiard la propiedad, método de solucién y la férmula
necesarias para comprender este topico de ecuaciones diferenciales lineales de primer

ordem, los mismos que serdn de utilidad cuando se estudie (ED) lineales de orden superior.

Teniendo en cuenta la (ED) (1.78) se puede generalizar y decir que tiene por solucién la

suma siguiente
Yy=Yec+Vp
donde y, es la solucién de la ecuacién homogénea asociada cuando
W 4 pxyy =0, (1.79)

Y Yp es la solucion particular de la (ED) (1.78) no homogénea.

Para una mejor apreciacion de este hecho, observe:

Sl P@let ) = | 5 P + |22+ P | = £,

Luego, observemos que la (ED) homogénea (1.79) también es separable, y escribimos

E;y + P(x)dx = 0.

Lo cual nos permitird encontrar y, mas facil y rapidamente.

Integrando con respecto de y se tiene

dyy +P(x)dx =

0.
/C;y—l—/P(x)dx = /0
1

Inly| = —/P(x)dx +c
Jdlvl o [ Pdxta

y o= e P g

y = ce PO

Teniendo en cuenta que ¢ = e“..

Por conveniencia se establece que y. = cy1(x), donde y; = ce™ JP(x)dx
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1. Métodos de solucién por factor integrante

Observacién. Como hemos visto anteriormente, el factor integracion o de integraciéon
y es una funcién tal que al multiplicarlo con una ecuacién diferencial, inemediatamente
la convierte en una (ED) exacta. Por lo general el factor integrante es una funcién de
dos variables, que por conveniencia notamos con x e y, sin embargo, para el caso de las
ecuaciones diferenciales lineales, hace falta encontrar un factor de integracién que solo

dependa de una variable independiente, generalmente x, esto es p = p(x).

Ahora, veremos la solucién general por factor integrante.
Ahora, escribimos a la (ED) (1.78) en forma diferencial, y se tiene
dy + [P(x)y — f(x)] dx = 0.
Multiplicando por el factor integrante y(x) se tiene

u(x)dy + p(x) [P(x)y — f(x)] dx = 0. (1.80)

Tendriamos M(x,y) = u(x) y N(x,y) = u(x) [P(x)y — f(x)], ademds sabremos que la

(ED) es exacta si se cumple

2 i) = ;;/mx) P(x)y — f(x)].

Ahora, derivando explicitamente el miembro derecho con respecto a y se tiene la ecuacién

diferencial correspondiente al factor de integracion p(x)

dp

o P(x)u,
y en forma diferencial tendriamos

i _ P(x)dx.

M

Notamos que corresponde a una ecuacion de variables separables, resolviendo se tiene
d
/ - / P(x)dx
K
Inp = /P(x)dx.
Es asi que encontramos la forma del factor integrante

u= ef P(x)dx
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Ahora, teniendo en cuenta la (ED) (1.80) y la reescribimos como

u(x)dy + p(x)P(x)ydx = p(x)f (x)dx.

Y ahora, usando la sustitucion p(x)P(x) = p'(x) = del factor integrante, y se tiene

dp

dx
dp

u(x)dx + U u(x)f(x)dx. (1.81)

Notese que la parte izquierda de la ecuacién corresponde a la diferencial exacta del
producto de funciones uy, lo cual se puede consideran como una funcién multivariable,

de dos variables en especial x y y, esto es

du _ 9 [u(x)y]

u(x)dx +yd 3y de =d[u(x)y]. (1.82)

dy + e

Entonces se obtiene la ecuacion (1.81)en forma exacta, esto es

du(x)y] = p(x)f (x)dx. (1.83)

p@y = [ nE s

s~ oo

Ahora, teniendo en cuenta el factor integrante j(x) = e/ P asi tenemos que

1 "P(x)dx "P(x)dx
v = o | A ) + el PO (1.84)

Y asi se tiene que (1.84) corresponde a la solucién general de la ecuacion diferencial lineal

de primer orden.

Ahora se demostrara cémo obtener una solucién general de una ecuacion lineal de
primer orden, usando el método de solucién por factor integrante, el proceso es el

siguiente

e Empezamos escribiendo la ecuacién diferencial de la forma

W Py = f(x). (185)
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e Segundo, se debe buscar el factor integrante por resolver de la ecuacion diferencial

separable,
dp
= P(x)dx,
" (x)

o al sustituir el coeficiente P(x) en la férmula integral,

V(x) _ ef P(x)dx

e Como tercer punto se tiene que reescribir la ecuacién exacta,

2 u()] = n(x)f (), (1.86)
O bien
d [p(x)y] = p(x) f(x)dx. (1.87)

Veamos algunos ejemplos que nos ayudardn a entender mejor este método.
Ejemplo 35. Resolver la ecuacién diferencial

Y +4y=0 (1.88)

Reescribimos la (ED) (1.88) en la forma (1.85), esto es

dy _
a+4y—0.

Hallamos el factor integrante
u(x) = e/ PW4 sabiendo que P(x) = 4
e [ 4dx

4x

ulx) = ™.

Ahora escribimos la ecuacién exacta, de la forma (1.86)

2 uy] = @),

o bien de la forma (1.87),

e4xy} =
€1
y = &
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Asi la solucién general de la ecuacién diferencial es

y = ce ¥

Ejemplo 36. Determinar el factor de integracién y resolver la siguiente ecuacién

diferencial.
xiyc — 4y = x%". (1.89)
Primero, se reescribe la (ED) (1.89) a la forma (1.85),
dl 4 y B xéex
dx “x  x
Zz - % = x%¢
Viendo la forma de la ecuacion se puede decir que P(x) = — %, y haciendo calculando el
factor de integracién tenemos
V(x) _ ef(—4/x)dx
y(x) _ e—4ln|x|
1 (x) olnlx |
pr) = x*

Ahora, escribimos la ecuacién en la forma (1.86)

i _ —4.5 x
Sy = X,

o bien a la forma (1.87)
x
{x 4y] = / [xe*] dx

Tty = /[xex]dx.

d ’4y] = xe'dx
fal
Resolviendo la integral por partes se tiene
/ [xe*]dx = xe* — /exdx
= xe*¥—e* 4+

= e(x—1)+c.
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Asi, se tiene que
xty=e"(x—1)+c

e(x—1)+c
o

y —=
y=x*(x —1)e* + ciat.

Asi, la solucién general de la ecuacion general (1.89) es
y=xx—1)e* +cxt.

Ejemplo 37. Dada la ecuacién diferencial

dy
2 4 =
o +3xy =y.

Reescribimos la ecuacién de la forma (1.85) y se tiene

2dy
dx

+3xty—y = 0

+3xty =y
2y

dx
;ly Bx*—1)y = 0

ied-nL = o
dy _
(0 w)e =0
Con P(x) = (3x% — 1/x?) entonces se tiene al factor integrante

‘u(x) _ efP(x)dx

ef 3x2—1/(x?)dx

) = e

Una vez calculado el factor integrante, armamos la ecuacién diferencial de forma exacta

(1.86) o directa a la forma (1.87), esto es
dlu(x)y] = pf(x)dx
d [ex3+l/xy} _ ex3+1/x(0)dx.
Entonces resolvemos y despejamos y, es decir
/d [ +1/xy} _ /ex3+l/x(0)dx
o S+1/x

y
+1/xy = q
y
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Asi, la solucién general de la ecuacion diferencial es

.3
y=cpe +1/x

2. Método de solucién por variacién de parimetros

Ahora, consideremos el segundo método para resolver ecuaciones diferenciales lineales

de primer orden. Este se diferencia del anterior pues es mds preciso pero, por lo general se

utiliza para resolver (ED) lineales no homogéneas.

Definicion 1.16. Sea la ecuacién diferencial

% + P(x)y = f(x). (1.90)

Consideremos los casos siguientes:

e Si f(x) =0, llamamos a la ecuacién diferencial homogénea, con forma

dy B . dy
I +P(x) =0, oblen? = —P(x)dx. (1.91)

Notamos que (1.91) es una (ED) de variables separables, cuya solucién general es

dy
— = —P(x
y (x)
dy /
- = —P(x)]dx
/5 [~P()
Inly|] = —/P(x)dx+ln]c\,
eln|y| — e J P(x)dx+In|c|
y = effP(x)dx.eln|c\‘
O bien
y = Ce [P0k (1.92)

con C = el"ll

e Si f(x) # 0 denominamos a la ecuacién diferencial no-homogénea, y para ello

buscamos la solucién general llamada y,(x), la cual se calcula como

]/g(x) = ye(x) +yp(x)r (1.93)

donde y.(x) es la solucién de la ecuacién homogénea (1.91) y y,(x) es la soluciéon

particular de la ecuacién no-homogénea original.
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En este punto, suponemos que la solucién particular y,(x) puede buscarse teniendo
en cuenta (1.92) partiendo de la solucién y.(x) de la ecuacion homogénea. Pero ahora,

tratamos al pardmetro C como una funcién de x, es decir C — u(x), entonces
yp(x) = u(x)e PO, (1.94)

Al sustituir y,(x) en (1.94) de la ecuacién diferencial original (1.90), asi se obtiene la

ecuacion diferencial para la funcién u(x),

Yy +P(x)y, = f(x) = u’(x)e_f P@ax _ gy (x)P(x)e™ /PO L p(x)y(x)e | PH

= fx) = (x)e IPE < f(x).

O bien,

Y encontrando u(x) se tiene
u(x) = /efp(x)dxf(x)dx.
Entonces, teniendo en cuenta la forma de la solucién particular, se tiene

yp(x) = ulx)e P
yp<X) _ effP(x)dx/efP(x)dxf(x)dx.

Observacién. De lo visto anteriormente se puede observar que:

e El método de factor de integracién es més especifico con respecto a la resoluciéon de
estas ecuaciones diferenciales lineales, mientras que el de variacién de parametros

es mds util para resolver ecuaciones diferenciales de orden superior.

Veamos ahora, algunos ejemplos que ilustran mejor este método de resoluciéon de

ecuaciones lineales de primer orden.

Ejemplo 38. Sea la ecuacién diferencial
/ _ 3
xy —2y =x°. (1.95)

Resuelva usando el método de variaciéon de parametros para (ED) de primer orden.
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Llevamos la (ED) (1.95) a la forma (1.90), esto es

dy _ .3
X 2y = «x
dy 2y _
dx x
Ahora, haciendo (1.95) (ED) homogénea, es decir
dy 2y _
i x Y
Resolviendo se tiene
@y _
dx x
Resolviendo por variables separables, se tiene
dy _ dx
2y x
1 / dy _ [dx
2/ y x
Inly] = 2n|x|+c
Inly| = In|x*| +In|c|
Inly| = Inlcx?|
Y = cx’.

Ahora, buscamos la y,(x), para ello tomamos

yp(x) = u(x).y
yp(x) = u(x)x.

Ahora, calculamos y, (x), y por conveniencia y practicidad usaremos la notacién u en

lugar de u(x), entonces

Y (x) = u'x* + 2xu.

56



1.6. Métodos de resolucion de ecuaciones diferenciales

Remplazando y;, en y' en (1.95) se tiene

2
y/_i — xz
X
2(ux?
u’x2+2xu—g = x?
X
Wx?+2xu—2xu = x°
A2 = 2
2
, X
u :72
X

u' = 1 Conu’ =du/dx
= / du = / 1dx
u X.
De esta forma remplazamos el #(x) obtenido y tenemos la y,(x),

yp(x) = u(x)x?

) = xx?

=

Yp(

yp(x) = %3,

Asi, tenemos la solucién general de (1.95) y es

Yy = Yntyp

y = cx? + x5,
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SISTEMAS DE ECUACIONES
DIFERENCIALES (SED)

En el capitulo anterior se estudi6 a las ecuaciones diferenciales de forma individual, en
este nuevo capitulo hablaremos de dos o mds ecuaciones diferenciales relacionadas, es a lo
que llamamos sistemas de ecuaciones diferenciales (SED), haciendo énfasis en aquellos

de primer orden.

Definicién 2.1. Un sistema de ecuaciones diferenciales (SED) de primer orden es
aquel que esta formado por 1 ecuaciones diferenciales de primer orden que involucran
las derivadas de dos o mds funciones no conocidas con respecto de una sola variable

independiente y expresado en forma implicita se tiene

Fi(t, x1(t), oy xn ()X (L), ., X, (£) = 0

(2.1)
Eo(t,x1(), ooy xn(£), x1(8), ., xp (1) = 0,
o bien de forma explicita
dx
= = fAltx(), ()
(2.2)

dx,

= faltxi(), e xa(t).

Ejemplos. Veamos dos (SED)

El primer (SED) es
dy
Y= =Y
dt
d?x
az V=

Notas:
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e Donde las variables dependientes x e ¥ son funciones de t, es decir, que la tinica

variable independiente en este sistema de ecuaciones diferenciales es t.

e Este (SED) es un sistema 2 x 2 y su orden corresponde al orden de la mayor (ED) que
conforme el (SED), en este caso es de segundo orden.

El segundo (SED) es

w =z+t

z' = 2w — 5¢.

Notas:

En este (SED) las variables dependientes son w, z las cuales son funciones de ¢, siendo

esta variable la tinica independiente.

Este (SED), al igual que el anterior es de 2 x 2,

Observemos la notacién empleada para este (SED), donde los apdstrofes sobre la

variable indican su derivada.

Es comun denotar a los (SED) usando un corchete que agrupe las (ED) del sistema,

esto es simplemente notacion.

Definicién 2.2. Se denomina solucién del (SED) a cualquier familia de funciones
x1(t), x2(t), ..., x4 (t) diferenciales en I C R, tal que cada x; con i = 1,...,n satisfaga

simultaneamente las (ED) del sistema (2.2).

Ejemplo 39. Por ejemplo, si tenemos que las variables, x1 y x, son variables dependientes
y t representa la variable independiente, entonces se podria armar un sistema de dos

ecuaciones diferenciales definido como

dx
71_1 = f(t/x1/x2>
(2.3)
dx
ditz = g(t, x1,x2).

Si buscdsemos una solucién para este (SED), seria encontrar un par de funciones x; = ¢ (t)
y X2 = ¢ (t), ambas funciones definidas en I, con la condicién de que tanto ¢; como ¢,

satisfagan simultdneamente al sistema de (ED) (2.3).
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Es usual, y de notable practicidad, usar la siguiente notacién vectorial.

X = (x1(t),x2(t), ., xa (1)),
XM = (x(t),x5(t), ... x,(t)),
Ft, x(®) = fi(t,x(t)), ..., fu(t, x(t))).

O dela forma

x1(t) xp(t) fa(t, x(t)
xo=| 29, xo=| |, o= | 2O
Xn(t) X (1) fult, x(t)).

Y al sistema de ecuaciones diferenciales, de forma compacta, se denota como
X'(t) = F(t,x(t))

Ejemplo 40. Dado el siguiente sistema de ecuaciones diferenciales,

dx

— = 2x + 3y,
¥ (t) = 2x(t) + 3y(t), _ dt
o de forma equivalente,
y'(t) = 3x(t) +5y(t), dy
i 3x + 5y.

Este sistema expresado en forma matricial es

dx

) (52)C)

dt

~

2.1 Sistemas de ecuaciones diferenciales lineales (SEDL)

En esta section se hara énfasis en el estudio de las ecuaciones diferenciales de primer

orden, con orden 7 y las representaremos de la siguiente manera

dx

7; :fl(t1x11x2/~“1x1’l)
dx

71_2 :fZ(t/x1/x2/“~1x1’l)
d

n :fn(t/xl/x2/-~~/xn)
dt
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Capitulo 2. SISTEMAS DE ECUACIONES DIFERENCIALES (SED)

Si las funciones f; coni € {1,2,...,n} son lineales en las variables independientes x;

coni € {1,2,...,n} se tiene la forma

dx

T; = an()xg +ap(t)xy+ -+ a(H)x, + (1)

de

T = a21(t)x1 + azz(t)xZ + -+ azn(t)xn +f2(t) (2.4)
dx,

W anl(t)xl + anZ(t)XZ + -+ ann(t)xn +fn(t)r

se le llama sistema (ED) lineales expresado de forma lineal normal o canénica

Aceptamos que a;; y las funciones f; coni,j € {1,2,...,n} son continuos en un intervalo I.

Notas:

e Expresamos a la variable independiente con t y las variables dependientes son

funciones de t que se indican como x1, x2, ..., Xj.

e Cuando se habla de la linealidad significa que los coeficientes y las funciones f;(t)
son solo funciones con respecto a la variable independiente y que las funciones
desconocidas x;(t) conjuntamente con sus primeras derivadas x/(t) estdn expresadas

a una potencia de 1.

e Cuando las funciones f;(t) = 0 con i = 1,...,n decimos que el (SED) lineal es

homogéneo.

e Cuando las funciones f;(t) # 0 coni = 1,...,n decimos que el (SED) lineal es

no-homogéneo.

e Cuando todos los términos 4;; son constantes reales, llamamos al (SEDL) (2.4) sistema

con coeficientes constantes.

e En términos coloquiales podemos decir que un (SED) lineal es aquel que esta

formado por (ED) lineales.

Definicién 2.3. Dado el (SEDL) (2.4) decimos que es un (SEDL) homogéneo cuando las
funciones f; = 0coni € {1,2,...,n},ysif; #0coni € {1,2,...,n} en (2.4) entonces

decimos que se trata de un (SEDL) no homogéneo.
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2.1. Sistemas de ecuaciones diferenciales lineales (SEDL)

Ejemplo 41. Considere el siguiente sistema lineal de ecuaciones diferenciales

Considerando a x, y variables dependientes y funciones de la variable independiente ¢.

dx
E—x-I-Zy
dy _

Este (SED) es homogéneo pues notamos que cada (ED) del sistema es homogénea, ademés

de que en ninguna de estas (ED) existe el pardmetro de la variable independiente.

De forma matricial tendriamos este mismo sistema como

dx
a | (12 X
dy 32 y
dt

Ejemplo 42. Consideremos el siguiente sistema 3 x 3

xi = —2xp + 3¢,
xh = 2x3 — 2t,
/
3

X

X1.

Notamos que este (SEDL) es no homogéneo, pues en las (ED) que lo conforman vemos la

presencia de la variable independiente ¢.

Y expresado en forma matricial es

X7 0 -2 0 X1 3
x5 =10 0 2 v |+ =2 |t
xé 1 0 0 X3 0

2.1.1 Notacién matricial para (SEDL)

La forma matricial para representar un sistema diferencial lineal es
X' =AX+F

y si el sistema es homogéneo se representa de la forma

X =AX
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Capitulo 2. SISTEMAS DE ECUACIONES DIFERENCIALES (SED)

donde X, A(t), X’, F(t) son matrices que se denotan de la siguiente manera

x1(t) ai(t) an(t) - a(f) fi(t)
X — x2(t) At) = a(t) axn(t) - au(t) F(1) = fa(t)
xn(t) api(t) ama(t) -+ awn(t) fu(t)

Se define un vector solucién a la matriz columna en un intervalo I, tal que

x1(t)
xa(t)
X =
Xn(t)
cada uno de sus componentes son funciones diferenciales que satisfacen al sistema

diferencial lineal X’ = AX + F.

Definicién 2.4. El vector soluciéon que se obtiene de X’ = AX + F se puede interpretar
de manera geometrica con x; = h;(t) coni € {1,2,...,n} ecuaciones escalares los cuales

representa una familia de curvas.

Teorema 2.1 (Principio de superposicion). Sea el conjunto de vectores X = X; coni €
{1,2,...,k} solucion del sistema homogéneo X’ = AX en el intervalo I. Por tanto, la combinacion
lineal

X=01X14+cXo+- -4+ X
donde c; coni € {1,2,...,k} constantes arbitrarias, es una solucion en I.

Definicién 2.5 (Dependendia e independencia lineal). Sea el conjunto de vectores X = X;
coni € {1,2,...,k} solucién del sistema homogéneo X" = AX en el intervalo I. Se dice
linealmente dependiente cuando existen las constantes c; coni € 1,2, ...,k diferentes de

cero de la combinacion lineal
aXi+oXo+ -+ aXe =0,

para todo x en I. Por otro lado, decimos que el conjunto de vectores es linealmente

independiente en un intervalo I si las inicas constantes para las que
aXi+oXo+ - FgXe=0

para toda x en el intervaloIsonc; =co = ... = ¢, = 0.
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2.1. Sistemas de ecuaciones diferenciales lineales (SEDL)

Analizando la Definicién 2.6, se encuentran dos casos de dependencia, cuando k = 2,
se tienen dos vectores solucién X; y X» se dice que son linealmente dependientes si son
multiplos, en cambio, para k > 2 se dice que el conjunto de vectores solucién es linealmente
dependiente si al menos un vector solucioén se puede expresar como combinacién lineal

de los vectores restantes.

Definicién 2.6. Se considera el determinante de la matriz construida por los vectores
solucién, formando asi una matriz cuadrada que también se la conoce como matriz

fundamental.

Definicién 2.7 (Wronskiano). Suponga que cada una de las funciones fi(x), f2(x), ..., fu(x)

posee al menos n — 1 derivadas. El determinante

f1 f2 . fTZ

W(fler/---,fn) = jil j:Z fn ’

fl(nfl) fz(nfl) o frgnfl)

donde las primas (apdstrofes) denotan las derivadas de las funciones, se denomina

wronskiano de las funciones

Teorema 2.2 (Criterio para soluciones linealmente independientes). Sean n vetores solucién

del sistema homogéneo X" = AX en un intervalo 1, donde

X11 X12 X1n

X21 X22 X2n
X1 = ] , Xo= ] , . Xy =

Xn1 Xn2 Xnn

Implica que es linealmente independiente el sistema de vectores solucién en I si, y solo si el

wronskiano
X11 X12 X1
X21 X222 - Xop
W(X1, X2, Xn) = | T #£0
| Xn1 Xn2 0 Xun |

paratodot € I.
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Capitulo 2. SISTEMAS DE ECUACIONES DIFERENCIALES (SED)

Ejemplo 43. Dado el siguiente (SED)

, 1 3
X = X,
5 3
cuyas soluciones son
1 3
X; = e y Xp= est.
-1 5
Veamos
e—2t 3e6t
W(X1,Xz) = = (e72)(5¢%) — (3¢")(—e %) = Bet + 3¢ = 8e* #£ 0.
_872t 5€6t

Se comprueba que el conjunto solucién de vectores es linealmente independiente.

Definicién 2.8. Todo conjunto X de n vectores solucién linealmente independientes del
sistema homogéneo X'= AX en un intervalo I se lo llama conjunto fundamental de

soluciones en I.

Teorema 2.3 ( Existencia de un conjunto fundamental). Para el sistema homogéneo X’ = AX

existe un conjunto de fundamental de funciones en I, siendo I un intervalo.

Teorema 2.4 (Solucién general: Sistemas homogéneos). Sea X en I, un conjunto fundamental

de soluciones del sistema homogéneo X’ = AX. Entonces,
X=0c1X14+cXo+ -+ Xg

donde cj coni € {1,2,...,k} constantes arbitrarias, es la solucion general del sistema en 1.

Tomando en cuenta que para los sistemas no homogéneos, notamos X, a la solucién particular
en un intervalo I, donde X, estd libre de pdramtros arbitrarios y las funciones satisfacen dicho

sistema, a continuacion tenemos el siguiente teorema.

Teorema 2.5 (Solucion general: Sistemas no homogéneos). Sea X, en I, una solucion del

sistema no homogéneo X'= AX + F, tal que
Xc = Cle + C2X2 + cte +Can
es la solucion del sistema homogéneo asociado.

X = AX.
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2.2. Métodos para resolver (SEDL)

Ahora, la solucién general del sistema no homogéneo en I, es
X=X+X,

donde X, es la solucion particular del (SEDL) no homogéneo.

2.2 Métodos para resolver (SEDL)

En esta seccion se estudiaran algunos métodos de resolucién para (SEDL), se considerd

pertinente tomar en cuenta lo siguientes:

e Método por eliminaciéon

Método por operadores diferenciales

Método por la transformada de Laplace

Métodos matriciales

Método por variacién de parametros

221 Meétodo por eliminacién

El método de eliminacién de ecuaciones diferenciales es muy similar al método algebraico

de una incégnita. Hacemos referencia a la forma normal de un (SEDL)

xi = PH(D)xl(t) + P12(D)XQ(t) + -+ Pln(D)xn(t) +fl(t)
x) = Py (D)x1(t) 4+ Poa(D)xa(t) + - - - 4 Pou(D)xy (t) + fo(t)

Xy = P (D)x1(t) + Pua(D)(#)x2 + - - - + Pun(D)xn(t) + fu(t)
donde escribiremos el sistema de dos ecuaciones de la forma

Xy = ayx1 + appxy + f1(t
1 =anx1 +anxy+ fi(t) 2.5)

xé = dy1X1 + ax»xy + f2(t)

donde a;; coni,j € {1,2} son constantes arbitrarias y f1, f> son dos funciones dadas.

En primera instancia, se puede resolver el sistema de la manera que las ecuaciones
sean igualadas a una misma variable, para lograr obtener una solucién del sistema que

satisfaga a todas las ecuaciones de este.
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Pasos para resolver el sistema de ecuaciones diferenciales lineales por el método de

eliminaciéon

1. Primero, despejamos la variable x; de la primera ecuacion del sistema, obteniendo

1
Xy = 7(3( —ainxy — fl( )) (26)
ain
encontramos su derivada
/ 1 1! / !
Xy = 7(9(1 —anxy — fl(t)) (2.7)
12

2. Luego, se sustituye las ecuaciones (2.6) y (2.7) para la incégnita x; y su derivada en

la segunda (ED) del sistema (2.5), donde

1

a
— (= anx] — fi(1) = anx1 + (¥} —anx — f(1) + fo(t)
ain aip

la cual obtenemos la ecuacién diferencial de segundo orden no-homogénea con

coeficientes constantes respecto a la variable dependiente
x7 — (a11 + a2) x| + (anazn — a2an)x1 = anfo(t) —anfi(t) + fi(t).

3. Encontramos la solucién general de la ecuacién anterior con respecto a la funcién

x1(t), es decir, el primer componente de la solucion general de sistema
x1 = x1(t,c1,¢2) (2.8)
tal que ¢; coni € {1,2} constantes arbitrarias.

4. Se sustituye el componente x1(t) y su derivada para obtener en la ecuacién de 1) para
su variable dependiente x,. Asi obtenemos la solucién general de el componente x»,

tal que

x2 = x2(t,¢1,¢2)
tal que c; coni € {1,2} constantes arbitrarias.

Asi se tiene las soluciones al (SEDL) (2.5).

x1 = x1(t,c1,02)

X = x(t,c1,02)

68



2.2. Métodos para resolver (SEDL)

Notaremos que las constantes arbitrarias de las componentes x1(t) y x2(t) son las

mismas.

Ejemplo 44. Resuelva el siguiente sistema de ecuaciones diferenciales, empleando el

método por eliminacion.
¥ =x+y,

y =3x—y.

Despejando “y” de la primera (ED) del sistema se tiene
y=x"—x,
hallemos ¥/, esto es
y=x"—x.

Luego, sustituimos y y su derivada i’ en la segunda (ED) del (SEDL), asf se tiene

"= = 3x— (¥ —x)
X' —x = 3x—x"+«x
x'—4 = 0,

teniendo asi la (ED) de segundo orden, ahora se escribe la ecuacién caracteristica
¥ —4x = 0
?—4 = 0
=2y rn=-2
Para estudiar a mayor detalle los métodos de resolucién de (ED) de orden superior a 1, se

recomienda revisar (Zill, D. & Cullen, M., p. 104 - 190)

Asi la solucién es x = cje?t + cye 2.

Una vez obtenida x calculemos x/, esto es

x' = 2c16% — 2cpe7

Ahora sustituimos x y x’ en la (ED)

y = x —x
y = 2ce* — 2007 — et oy
y = cie* —3ce
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Por tanto se tiene que la solucién al (SEDL) es

x = c1e?t + e

y = c1e?t — 3cpe 2

Dicha solucién, en forma matricial es,

1
= cre? + cre

2.2.2 Método por operadores diferenciales

Definicién 2.9. En calculo, a menudo la derivada se respresenta como

dy
=2 = py.
dx Y
Donde, llamamos a D operador diferencial.
_ 4
Cdx’

En resumen, el operador diferencial D transforma una funcién diferencial en otra funcién

que es la derivada de la funcién original.
Ejemplos. Veamos algunos casos donde se usa este operador diferncial

D[4e*] = dd—xélezx = 8%

D[2£3 —5t] = %[zﬁ — 5t =6t—5

D][cos(3x)] = —3sen(3x).

Ahora bien, este método por eliminacion es similar al sistema de ecuaciones algebraicas
por eliminacién (reduccién), en donde buscamos eliminar una de las variables del sistema

para enfocarnos en la resolucién de la otra.

Se realizard los pasos para un sistema de ecuaciones diferenciales no-homogéneos,

puesto que para el sistema homogéneo se particulariza.

Pasos para resolver el sistema de ecuaciones diferenciales lineales por el método de

eliminacién
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1. Sea el (SEDL) expresado en forma Prima o y’ (Para el caso de la variable y)

p

biy) + buoys + - + by, = anyr +any2 + - - -+ a1ln,

boyy + boyh + - - + banyy, = aniy1 + axnys + - - + a2,

bnlyll + any/z +--+ bnny;/q = adm1 + an2y2 +-- 1 AnnYn

Expresamos el (SEDL) usando la notacién del operador diferencial D,

"

b11Dy1 + b12Dys + - - - + b1, Dy = aniyr + apyz + - - + a1,Yn,

ba1Dy1 + b Dyo + - - - + by Dy, = axiy1 + anys + - - - + a2uYn,

by,1Dyy + byaDys + - - - + by Dyn = amiyn + a2y + - - - + apnlYn

Asociando términos semejantes tenemos

(a11 — Db11)y1 + (a12 — Dbia)ya + - - - + (a1, — Db1,)yn =0,

(a1 — Dby1)y1 + (a2 — Dby)ya + - - - + (420 — Dboyp)yn = 0,

(anl - Dbnl)yl + (anZ - Dan)yZ +---+ (ann - Dbnn)yn — 0/

\
2. Elegimos la variable que vamos a eliminar y escogemos el operador que acompafia a
la variable tomada y la multiplicamos de forma inversa con el signo contrario para

poder eliminarlos realizando la suma.
3. Realizamos las operaciones respectivas y eliminamos la variable elegida.

4. Obteniendo una ecuacién no-homogénea, donde la solucién de la misma puede ser

obtenida resolviendo su (ED) homogénea asociada y su ecuacion caracteristica.

5. Luego, debemos analizar con que método se puede resolver dependiendo si la

estructura es exponencial, seno o coseno, etc. Y encontramos una solucién particular.

Por ejemplo, veamos este proceso aplicado a un (SEDL) 2 x 2.

Dado el (SEDL)
(a11 — Db11)x + (a12 — Db1a)y = f1(t),

(a21 — Dby1)x + (a2 — Dby)y = fo(t).
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1. Comprobar que el (SEDL) esté expresado en notacién del operador diferencial D.

2. Elegir una variable a eliminar del sistema y se escoge el operador diferencial que
acompafie a la variable seleccionada, y la multiplicamos de forma inversa con el signo
contrario para poder eliminarlos realizando una suma, en este caso eliminemos la
variable y, elegimos el factor que acompafia a dicha variable con signo cambiado, este

es —(a1p — Dbyp) para la segunda (ED) y (422 — Dbyy) para la primera (ED) del sistema,
[(a11 — Db11)x + (a12 — Db12)y = f1(t)] % [(a22 — Db22)],
(a21 — Db21)x + (azz — Dbzz)y = fz(t) X [—(ﬂllz — Dblz)] .
Y tendriamos
(a2 — Db2p)(a11 — Db11)x + (a2 — Dby ) (a12 — Dbia)y = f1(t)(az2 — Dby),
—(a12 — Dbyp)(a21 — Dba1)x — (a12 — Dbyp) (a2 — Dby)y = — f2(t) (a1 — Dbyp).

Asi eliminamos la variable y del (SEDL) y tendriamos

[(a22 — Dby)(a11 — Dby1) — (a12 — Dbiz)(a21 — Dba1)] x = f1(t)(a22 — Dbaz) — f2(t)(a12 — Dbya).

Esta nueva (ED) suele ser de segundo orden, la cual al resolverla obtenemos la soluciéon
x(t).

3. Luego, para obtener y(t) se deberia seguir el procedimiento, o de acuerdo a la naturaleza
de las (ED) del sistema se podria obtener y(t) a partir de x(t), pero estos son casos

particulares.

4. Elimine las constantes adicionales sustituyendo las expresiones para x(t) o y(t) en una
o en ambas (ED) del (SEDL). Escriba las expresiones para x(t) e y(t) en términos de las

demads constantes.

Ejemplo 45. Considere el siguiente (SEDL) homogéneo

dy _
E_Zx
dx
E—4y.

Reescribamos el (SEDL) usando la notacién del diferencial D, esto es

Dy =2x Dy—2x=0
Dx = 4y. Dx —4y = 0.
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Ahora nos damos cuenta que tenemos un sistema lineal algebraico de dos variables,

resolviendo por eliminacién se tiene

—2x+Dy=0
Dx —4y = 0.

Multiplicando por (4) la primera (ED) y por D la segunda (ED) del dltimo sistema, se tiene

—8x+4Dy =0

D?*x—4Pby =0
D2x —8x =0

Esta nueva (ED)

D>’x—8x = 0

(D> -8)x = 0.
es una (ED) homogénea de segundo orden, la cual lleva asociada la ecuacién caracteristica

m*—8 = 0
m=2vV2 y my=-2v2
Acorde a los procedimientos para resolver (ED) de segundo orden vistos en ?, la solucién

a esta (ED) es
x() = 12V 4 cpe 2V

Con
X () = 2v/2¢162V2 — 21/2cp0 2V

Ahora, procedamos a eliminar la variable x y obtener la funcién solucién y(t).

Tomando el (SEDL) original, se proce a multiplicar por (—D) la primera (ED) y por la

constante 2 la segunda (ED), esto es

=2Px+D?y =0
—2by—8y=0
D?y—8y =0

Teniendo la nueva (ED)

(D*~8)y = 0

D*-8 = 0
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Con la ecuacion caracteristica
m*—8 = 0
my = 2v/2 y My = —2v/2

Una vez més haciendo alusién al procedimiento para resolver (ED) de orden superior

vistos en ? se tiene que la solucién es
y(t) = c3e?V 4 cpe 2V

Vemos que tenemos 4 constantes arbitrarias cy, ¢, c3, c4 pero calculando el determinante

del (SEDL) original se tiene

2 -D )
A= = -8+ D"
D -4
Observamos que el orden del determinante es 2, por lo que solamente admite dos
constantes arbitrarias, por ello se debe limitar el ntiimero de constantes, entonces

sustituimos y(t) y x’(t) en la primer (ED) del (SEDL) original, asi

dx

oy

dt Y
2v20162V% — 2200V = 4 (%ezﬁt + c;;e’zﬁt)
2v20162V2 — 232000V = 4cae?V 4 dcye 2V

Ahora, tal y como vemos para que la igualdad se mantenga, debe haber una relacién entre

las constantes ¢; coni = 1,...,4, esto es

2320102V = 4cze?V? y 220072V — 4,02V

4cze2V2 4ege2V2
“a= 2+/2e2V2t “= —2/2e-2V2t
2C3 2C4
1 = ——= Cr = —

V2 V2
Ahora, tendriamos que la solucién para el (SEDL) son las funciones
263 3 \ﬁt 2C4 ) ﬁt
x(t) = —=e - —=e
®="7 7
y(t) = cse?V? 4 o2V,

Ejemplo 46. Ahora veamos la aplicacion de este método por operadores diferenciales a un

(SEDL) no homogéneo, considere el siguiente (SEDL)

@ y=p
at TV

i,

IR
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Pasando a la notacién con el operador diferencial D, se tiene
Dx+y=1#
—x+Dy=1

En este caso eliminaremos la variable x, entonces multiplicamos por el diferencial D a la

segunda ecuacién, y obtenemos

Dx +y = t?
—Dx + D%y = D[1]

Di+y=+
—Px+ D% =0,
y obtenemos una nueva (ED)
D’y +y =t
]/H + y= t2‘

Y al resolverla, obtenemos la solucion
y(t) = cicos(t) + casen(t) + t* — 2.

Ahora, para encontrar la soluciéon x(t) podemos seguir el mismo procedimiento, pero
en este caso particular, si observamos la segunda (ED) del (SEDL), vemos que podemos
despejar la solucién x(t) teniendo en cuenta la derivada de y(t), por ello la calculamos y

es

y'(t) = —cysent(t) + cacos(t) + 2t.
Entonces, despejando en la segunda (ED) del (SEDL) se tiene

_dy
S dt

x
x(t) = —cisent(t) + cocos(t) + 2t — 1.

Asi el sistema solucion del (SEDL) es

x(t) = —cysent(t) + cocos(t) +2t — 1,
y(t) = crcos(t) + casen(t) + 2 =2
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2.2.3 Meétodos matriciales

Mostraremos la forma matricial del sistema, en donde incluimos la matriz columna X = x;

coni € {1,2,...,n} delas variables dependientes, tal que

X1

Insertamos la matriz cuadrada de orden n (n x n — matriz) y p(t) = (p;j(t)) coni,j €

{1,2,...,n}, tal que

pu(t) pt) - pu(t)

p(t) = (pii(8)) = pa(t) po(t) - pa(t)
= (pii(1)) = | ‘ .

p(t) pm2(t) - pan(t)

que son los elementos de la matriz cuadrada. en donde el indice i denota las filas de la

matriz y j dennota el nimero de columna de esta. Luego, introducimos la matriz columna

f(t) = (fi(t)) de las funciones f;(t),
fi(t)
fa(t)

fa(t)

El sistema de ecuaciones diferenciales lineales de primer orden se representa de la siguiente

manera
X1 pu(t) pu(t) - pu(t) X1 fi(t)
d | x pa(t) pa(t) -+ pa(t) X fa(t)
= = +
di’ . . . . . .
Xn pur(t) pu2(t) -+ pun(t) Xn fu(t)

Hacemos referencia a la regla de multiplicacion de matrices que se puede escribir de la

siguiente manera:
n

=) pij(t)x; + fi(t)

j=1
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coni € {1,2,...,n}, asi obtenemos todos las ecuaciones del sistema diferencial. Ademads,

puede representarse de una manera matricial simbdlica

X' = p(t)x + f(¢)

De la misma manera, introducimos el vector solucién x(t) = (x;(t)) por lo cual sus

componentes son funciones que satisfacen cada una de las ecuaciones de este, tal que

donde, cada componente del vector solucién es cada componente de la solucién del

sistema. Aplicando las condiciones iniciales para el problema del valor inicial o de Cauchy,

se tiene
x1(to) x]
X7 (to xY
(to) = _2 obien x(ty) = x°
Xy (to) x9

Por lo visto anteriormente, se tiene que las condiciones iniciales se representan como la
igualdad de dos vectores, en donde para las funciones incégnitas de un punto t = ¢y debe

ser igual a x° de valor inicial, respectivamente.

La dimencionalidad de los vectores es el nimero de componentes de los vectores, y el

orden de las matrices cuadradas son iguales al orden del sistema original.

Ahora se estudiardn algunos métodos matriciales para resolver sistemas lineales de

primer orden con n (ED).

1. Método de Euler para resolver (SEDL) homogéneos
Recordando el caso de las (ED) homogéneas con coeficientes constantes, para las cuales se
daba una solucién en forma de una funcién exponencial e, haciendo alusién a una funcién
desconocida que se debia obtener. Para el caso de (SEDL) homogéneos, conservaremos
esta nocién de la funcién exponencial, anadiendo ademas el vector solucién x(t), el cual

contiene las n funciones de t, denominadas x;(t) coni =1, ..., n
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Entonces consideremos el vector solucion, el cual conservara la forma con la funcién

exponencial e, esto es

1 x1(t) = vieM,
v x2(t) = vpe,
X(t) = Vel = '2 eM o bien 2() ' ? (2.9)
On xn(t) - vne/\t,
Es evidente ver que la derivada del vector (2.9) es
o x(t) = Avge,
v x5 (1) = AvgeM,
X(t) =AveM = | 2 | AeM obien 2(1) o (2.10)
Up x! (1) = Avye,

Se sustituye los vectores (2.9) y (2.10) en la forma normal o canénica del (SEDL) (2.4), esto

es
AveM = apoeM + apvee™ + .+ ay,00eM,

At

/\vze)‘t = a21v1e)‘t—|—azzvze +...—|—a2nvne)‘t,

t At t t
AvgeM = aveM + apvaeM + .+ apope.

Cancelando el factor comtin ¢ se tiene de manera explicita

AV = a1101 + a0 + ...+ 41,04, a11v1 — Avq + appvy + ... + a1,0, =0,
AV = a101 + A0 + ... + 2,0y, 2101 — AU + anvy + ... + 42,0, = 0,
AUy = 4,101 + 202 + ...+ Apn0y. A,101 — AUy + A0 + ... + ayyv, = 0.

(5111 — /\)Ul +apvy + ...+ a0, =0,

ax101 + (A — A)vg + ... + a2,0, =0,

(2.11)
a,101 + a0y + ... + (apy — A)v, = 0.
Como este sistema es de (ED) homogéneas, tiene solucién diferente de cero, solo si
(a11 — A) a1z e a1y
a2l ap —A) - a
(12 =) S )} 2.12)
an1 an2 oo (apy —A)
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Esta condicién (2.12) corresponde a la ecuacién algebraica de n-ésimo orden para calcular
el valor de A, por eso denominamos a la ecuacién (2.12) como ecuacién caracteristica de

la matriz A

Al (SEDL) homogéneas (2.11) lo podemos expresar de forma matricial como sigue

(a11 —A) a12 o A1n 01 0
a2l (ap —A) - ary, ) _ 0 ' 2.13)
A N ), Un 0
Y de forma simbdlica se tiene
(A—AI)V =0, (2.14)

donde I es la matriz identidad de orden n x n, por lo tanto, a la ecuacién (2.11) de la

matriz A se denota como
det(A — AI) = 0. (2.15)

En este punto es fécil ver que el problema de encontrar el autovector V y el pardmetro A

es precisamente el problema de autovectores y autovalores de la matriz A.

En resumen, el problema de resolver un sistema de ecuaciones diferenciales homogéneas
se reduce al problema de buscar los autovalores y autovectores de la matriz de coeficientes

de este sistema.

Cuando se habla de autovalores de la matriz de coeficientes, se refiere a las raices de
la ecuacién caracteristica (2.12). Es asi que se deduce la ecuacion tendrd n soluciones
que pueden reales diferentes, reales repetidas o complejas, las cuales vienen en pares

conjugados, por ello la necesidad de estudiar cada caso por separado.

2. Autovalores reales y diferentes
Sean todas las # raices de la ecuacién caracteristica (2.12) reales y diferentes entre si, estos

son los autovalores de la matriz de coeficientes A es decir
M#EA £ F Ay,

Este conjunto de autovectores se obtiene siguiendo los siguientes pasos,
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1. Teniendo el primer autovalor A = A4, lo sustituimos en (2.13) y se resuelve el sistema

obteniendo el primer autovector V(! que le corresponde al primer autovalor A;

2. Después se sustituye en el sistema (2.12) el segundo autovalor A = A, se resuelve ese
sistema y se obtiene 1 componentes del segundo autovector V(?), que corresponde

al autovalor Aj.

3. Este proceso se debe realizar n veces, cada vez sustituyendo los diferentes
autovalores de la matriz de coeficientes A, teniendo como resultado el llamado

conjunto completo de n autovectores de la matriz de coeficientes A:

(1) (2) (n)

U & U

(M ) ()
voo | 2 | vo_| 2 | .. yo_]| % |

Z)](11) Z),(12) v}(qn)

Luego, sustituyendo estos autovalores y autovectores en (2.10), logramos encontrar el
conjunto fundamental de 1 vectores solucién del (SEDL) (2.4).

(1) 2

v, 05
iV e

X(l)(t) — vttt — 2 Mt X(Z)(t) — V@t — 2 ehat
77511) v,(f)
o
o

XM (1) = vimert — 2 Mt
o

Una vez determinado el conjunto fundamental de vectores solucién, se puede proceder a
escribir la solucién general del (SEDL) (2.4), como una combinacién lineal de los vectores

fundamentales.
X(t) = aXW(t) + XD (t) + ..+ e X (8)
= ClV(l)(t)eAlt+C2V(2)(t)€A2t—|—...+Cnv(n)(t)e)‘”t

(1) (2) (n)

0 0 0
(1) (2) (n)
v v v
= q 2 Moy, | 2 M4+, 2 et
0511) 07(12) vgln)
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Finalmente, y si se lo requiere, se puede escribir esta solucién general para el (SEDL) de

forma explicita, esto es

1 2
X, = clvg JeMt 4 czvg Jehat 4 cnvgn)e“t,

Xe, = cwél)e/“f + czvéz)eAZt + .+ cnvgn)e)‘"t, 216)

1 2 .
| X, = croWeMt 4 cp@erat 1 4o plW hat,

Ejemplo 47. Considere el siguiente (SEDL), expresado en forma matricial

Empezamos escribiendo el sistema de ecuaciones algebraicas para dos componenetes

de autovectores V de la matriz de coeficientes,

4 1-A (%) 0

Luego, escribimos la ecuacion caracteristica (o auxiliar) para los autovalores A de la matriz

de coeficientes, es decir

Calculando el determinante tendriamos
(1-A)?—4=0.

Resolviendo,

—3-2A4+A2=0=A2-21-3=0,

se tiene los autovalores diferentes,
)\1 =3 y /\2 = -1
Ahora, empezamos a estudiar ambos casos.

1. Cuando A = 3 se tiene
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O de manera equivalente, tenemos su forma explicita

20" + ol =0
4ol — 20" = 0

Notamos que las ecuaciones son linealmente dependientes, pues la segunda de ellas se

puede obtener, si se multiplica a la primera ecuacién por la constante —2, asi que para

conseguir 1 (1) (1) i v h I
guir las componentes v;"" y v, para nuestro primer autovector acemos lo

siguiente, tomando la segunda ecuacién se tiene

4w — 20 = o
4v§1) = 2v§1)
1 1 a
o) = Lo
Ahora, para hallar valores numéricos, hacemos vgl) = 2, entonces se obtiene el valor
vgl) =1, asi el primer autovector serfa
v — [ 1
2
Cuando Ay = —1 se tiene que
2 1 o 0
4 2 o 0

O de manera equivalente, tenemos su forma explicita

20 40 =0
40 208 = 0

Nuevamente notamos la dependencia lineal entree stas dos ecuaciones, en especial

que la segunda ecuacion se obtiene a partir de la primera, multiplicando esta por una
. . (1) (1)

constante 2, asi que para conseguir las componentes v, ’ y v, ’ para nuestro segundo

autovector V(2 hacemos lo siguiente, tomando la primera ecuacion se tiene

20%2) + ng) =0 donde vemos que véz) = —2052)
Esta vez, damos el valor de 052) = 1 entonces obtenemos vgz) = —2, asi formando el
vector
v — 1
-2
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Ahora, recordemos el conjunto fundamental de vectores, para este caso serdn de dos

vectores solucion del (SEDL) original, estos son

XU (f) = vWeht = 1 A, X (f) = VMt — ot
2 ~2

Por ende, el vector solucién general es

X. = o X))+ X1,
— Clv(l)e)tlt +C2V(2)3/\2t,
1

= e+ C2 e
2 -2

Y la misma solucién general del (SEDL) pero expresado de forma explicita es

xe1(t) = 1€ + coe”t,

xo(t) = 2c1€3 — 2cpe L.

Ejemplo 48. Considere el siguiente (SEDL)

11 0
X = 1 2 1 |X
0 3 —1

y encuentre la solucion general del sistema dado.

Empezamos escribiendo el sistema de ecuaciones algebraicas para 3 componentes de

autovectores v de la matriz de coeficientes, es decir

-1-A 1 0 U1 0
1 2—-A 1 v | =10
0 3 -1-A U3 0

Ahora, fijamos la matriz caracteristica (o auxiliar),

-1-A 1 0
det(A—AI) = 1 2-A 1 = (=1-A)P2Q2-A)+0+0—-B(-1—=A)+(=1—-1)) = A3~
0 3 —-1-A
Obteniendo como autovalores Ay = —2, A, = —1y A3 = 3. Ahora, estudiamos el caso

para cada autovalor de A.
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1. Cuando A = -2

110 oV 0
141 s =1 o
03 1 o) 0

O de manera explicita
o) 4 oll) — o
vgl) +4v£1) + vél) =0
30&1) + vél) =0
Ahora, tomando la primera ecuacion se tiene

Ugl) + Ugl) =0= vgl) = —vgl).

y tomando la tercera ecuacion,
30 4 o) — 0= o) — 30D,
Con lo cual, si hacemos vél) = 1 entonces vgl) = -1y vgl) = —3y asi se obtiene el

primer autovector V, esto es

-1
V(l): 1
-3
2. Cuando A, = —1
010 ol 0
131 P =10
030 o) 0

De manera explicita se tiene
(2) _
v, =0

v§2) + 30&2) + v§2) =0
2)

30 =0
Tomando la primera ecuacién se concluye que vgz) = 0, asi tomando la segunda
ecuacion
ng) = _ng).

Ahora, si hacemos véz) =1, entonces ng) = —1 y se tiene

-1

v — 0
1
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3. Cuando A3 =3

4 1 0 o 0
1 -1 1 o =10 |,
0 3 —4 o) 0

que de manera explicita se tiene

il 4o =0
053) — vf) + véS) =0
308 —40l¥ =0
Tomando la primera ecuacion se tiene

v?) = 4053)

y tomando la segunda ecuacion se tiene

of) — 4o +0f = 0= of = 30"

Asi, si hacemos vgz) =1, entonces vf) =4y vé3) = 3, asi tenemos el tercer autovector
1
V(3) — 4
3

Ahora, recordando el conjunto fundamental de vectores para este caso serdn tres

vectores solucién del (SEDL) original, estos son

-1 -1
X(l)(t) — V(l)e)\]t — 1 E*Zt/ X(z)(t) — V(Z)e/\zf — 0 Eit,
-3 1
1
X (1) = vt — | 4 |2
3

Por tanto, el vector solucién general es

Xo = aXD#) + X (1) 4 c3XO(8),

-1 -1 1
= 1 e_2t+c2 0 e_t+C3 4 et
-3 1 3
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O de manera explicita se tendrfa

Xeg = —cie 2 — et + c3e3t
Xep = cre” 2 + 4cse’t

x5 = —3c1e” 2 + cpe~t + 3ezedt

3. Autovalores complejos y diferentes

Como en el caso anterior, consideraremos que

M # Ay # o F#E Ay
Es decir, los nn autovalores de la matriz de coeficientes A, serdn distintos entre si.

Esta vez, consideraremos el caso en el que algunos autovalores seran complejos, pero,
dado que todos los elementos de la matriz de coeficientes A son reales, por ende todos
los coeficientes de la ecuacién caracteristica (2.12) también son ntmeros reales, lo cual
significa que los nameros complejos solamente ocurren en pares conjugados, es decir que

dado un autovalor A, debe haber otro autovalor A, el cual es el conjugado del primero.

Para ver este hecho, consideremos la representacién simboélica (2.15), asi si tenemos que
Aq es raiz de la ecuacién caracteristica, entonces la ecuacion se transforma en la identidad

por sustituciéon de A por Ay, esto es

det(A —MI) =0

Eseguida notamos que la matriz A y I son de valores reales, por lo que sus conjugadas

serdn A* = A, y I =1, asi se obtiene
det(A — A3T) = 0.

Con lo que notamos que el conjugado complejo A} = A, también satisface la ecuacién

caracteristica (2.12).

Ahora, veamos los autovectores asociados a A} = A;, estos son v! y V(Z), también son
conjugados complejos, es decir

v — vy

Para estudiar este hecho, consideremos la representacion simbdélica de (2.14), ya que
el autovector V(1) satisface el sistema, entonces este se transforma en una identidad al
sustituir A; por Ay v por v

(A— 1DVl = 0.
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Esta es una identidad y al tomar su conjugado, se obtiene otra identidad, esta es
(A - A1)Vl =0,

De esta identidad, asf como V(1) satisface la ecuacion (2.13), su conjugado V1)* también
satisface al sistema de ecuaciones algebraicas para los vectores V cuando el pardmetro A

es igual al autovalor A, = A7.

En otras palabras, si V() es un autovector con autovalor A1, entonces su conjugado
complejo V) = V(D* también es considerado un autovector asociado a un autovalor A,

el cual es un conjugado del anterior, A, = AJ.

Para estudiar el proceso para encontrar y obtener un conjunto fundamental de n
vectores solucién X (t), X2 (t),..., X" (t) y construir un vector que sea la solucién
general de un (SEDL), cuando algunos de los autovalores son complejos y diferentes,
para ello consideraremos la idea de solamente obtener un par de autovalores complejos

diferentes, los cuales tendrén de forma
M=a+if A=A =a—Iip.

Los demds autovalores A; con i = 3, ..., nn seran reales y diferentes.

Para obtener el conjunto fundamental de los vectores y la solucién general, se debera

seguir los siguientes pasos.

1. Primero empezamos haciendo lo mismo que en el caso anterior de valores reales y
diferentes, esto es resolver la ecuacién caracteristica (2.12) y obtenemos todos los n
autovalores de la matriz de coeficientes A. Ay =« + i, Ay = A] =a —ip. El resto de

autovalores As, ..., A,; son reales y diferentes.

2. Luego, en el sistema de ecuaciones algebraicas (2.13) se sustituye cada autovalor y en
cada ocasion se resuelve el sistema, lo cual nos genera un conjunto de n autovectores

de la matriz de coeficientes A.

(1) (1)# (3) (n)

0y 0y 0y U1
1) (1)= (3) (n)

v | 2|y vy 2| 72 Ve | 2y | 2
oD oD* o) o)
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3. Como tercero se tiene que sustituir los n autovectores y los n autovalores, en la ecuacién

(2.10) y se tiene

Uq Uq
e ' oD '
X(l)(t) — vt — 2 e@tib)t X(Z)(t) — V(2>e?\zt _ 2. e@—ip)t
01(11) vgll)*
ng) Z)gn)
e oM
XO) () = VBt = 2 sy XU () = Vit — 2 oMt
Z),(13) 01(1”)

4. Como cuarto punto se tiene que determinar el conjunto solucién general del (SEDL),
para ello remplazamos los vectores solucién en el sistema (2.4) como una combinacién

lineal de los vectores.

X(t) = aXV () + XD (1) + X () + ... 4 e, XM (1).

= VWMt o vt (1) 4 eavBlehat o vt
’Ugl) vgl)* vg3) vgn)
(1) (1)* (3) (n)
v . v ‘ v v
= 2 e@tiB)t 1 ¢, 2' =Pt 4 ¢y 2 +..+cn 2

Z)'(11) Z)1(11)* 01(13) Z)1(111)

Ahora reescribiendo la solucién general del sistema en forma explicita, se tiene

xq(t) = clvgl)e(”‘“ﬁ) + czvgl)*e(“*"ﬁ) + csvgg)e)‘ﬁ + ..+ cnvgn)e"nt

X (t) = Clvgl)e(a-i—iﬁ) +CZU£1)*6(,X_1'/3) + C3U§3)e/\3t ot cnvg”)e%f .

| Xen(t) = clv,(})e(”iﬁ) + czvgzl)*e("‘*iﬁ) + C3v,(13)e)‘3t + ..+ cnvgn)e“t

5. Ahora, de acuerdo a la representacion los dos primeros vectores, XD () y X@(t) son
dos valores complejos ya que corresponden a los autovalores complejos A1 = a + i
y A2 = A] = a — iB. De tal manera que tanto (2.17) como (2.18) también se escribe en
valores complejos, sin embargo, se puede escribir tanto el conjunto fundamental como
la solucién general del (SEDL) en forma de valores reales, es por eso que en lugar

de vectores complejos y conjugados se debe tomar otros dos vectores que representan
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la parte real (R) y la parte imaginaria (J) de cualquier vector , asi es que se obtiene la

forma siguiente

0 0
e _ e ‘
XD = wvleM = n 2 e@tiB)t X2 (1) = gvDeht = 3 2 ee—iB)t.
’0;(11) ’Ugll)
U§3) vgn)
) )
XO(t) = VOt 2o et X0 (1) = Vet 2 et (2.19)

Como una aclaratoria se sigue que la notacién Rz y Jz representan la parte real e
imaginaria del nimero z respectivamente hablando, es decir, si tenemos z = a 4 i,

entonces R[z| = ay J[z] = B

De acuerdo con (2.19) se puede expresar el vector solucién general como

XC(t) = Clx(l)(t) + CZX(Z)(t) + C3X(3)(t) 4+t Cnx(n)(t>

= gRVWeMt 4 o, avWeht 4 ovBetst 1 4 ¢ V() hnt (2.20)
Ugl) Ugl) 053)
S S e
= R 2 et 4 03 2 e Pt 4 cq 2 et 2.21)
U;(,ll) 0;1) 07(13)
vgn)
(n)
v
+.. 4y 2 Mt
o

Ahora, escribimos la solucién general del (SEDL) (2.4) de manera explicita, esto es

( xa(t) = clﬂ%vgl)e(““ﬁ) + czjvgl)e(“*iﬁ)t + C3v§3)eA3t +..+ cnvgr‘)e""t,

xa(t) = clﬁ%vgl)e("‘*iﬁ) — czjvél)e(”‘_iﬁ)t + c;;vgs)ew +..+ cnu_g_")eA"t, 222)

xa(t) = ol e@+ib) ey ToWe@=iB)t 4 cap®ehst 1 o oMt

Es conveniente y de sencilla facilidad, escribir (2.22) en términos de funciones reales, y
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para ello emplearemos primero la férmula de Euler, es decir

" F = ¢ (cosp + isenp)

Lo cual corresponde al siguiente teorema

Teorema 2.6 (Soluciones reales correspondientes a un valor propio complejo). Sea A1 =
« + i un valor propio complejo de la matriz de coeficientes A en el (SEDL) (referencia), y V() y

V2 denotan lo vectores columna definidos en (referencia2). Entonces
X&l) = [X(l)cos,[%t - X(Z)senﬁt] et
xP = [X(Z)cosﬁt +X(1)sen[3t} e
son soluciones linealmente independientes del (SEDL) en (—oc0, 400).
Donde las matrices X! y x® generalmente se expresan como
XM = p(vi) y X = g(v),
Ejemplo 49. Considere el siguiente (SEDL) homogéneo
, -2 =5
X = X
1 2
Ahora escribimos el sistema de ecuaciones algebraicas para dos componentes de
-2—-A =5 v\ (0
1 2—A (%] 0

Luego, se escribe la ecuacién caracteristica para los autovalores A de la matriz de

autovectores v.

coeficientes
-2—-A =5
=0=(—2—-XA)(2—-A)—(-5) =0.
1 2—A
= 442X 2K+ A% +5 = 0.
= A ==+i
Asi

M =0+iy A=0—i

90



2.2. Métodos para resolver (SEDL)

Los cuales son autovalores complejos y conjugados.
Ahora, se sustituye el primer autovalor A1 = 0 + i en el sistema de ecuaciones algebraicas

para los autovectorres V de la matriz de coeficientes, esto es

-2—i -5 U1 0
1 2—1 (%) 0
y se tiene su forma explicita

(—2— i)Ul —52]2 =0
Z)1—|—(2—i)7)2:0

Considerando la segunda ecuacién del sistema hacemos

v+ (2—iv, = 0 con v, =1

=01 = —(Z—i).

Asi formamos el primer autovector v

En este punto deberiamos realizar el mismo procedimiento para hallar V(?) tomando en
cuenta el A,, pero, dado que este es el complejo conjugado de Ay, por definicién el V)

deberia ser el complejo conjugado de V), entonces podemos decir que

vo_ [ 20
1

Luego, el conjunto fundamental de los dos vectores solucion en valores reales del sistema
original es

240\ oy _ [ R(=2+i)e™

X(l)(t) - §R e - 7
1 Relit)
_ i —_ N elit)
CIOE R PO Il
1 Selit)

Ahora, teniendo en cuenta la f6rmula de Euler es decir

¢* = ¥ = ¥ (cosy + iseny) = e*cosy + ie“seny.
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Entonces desarrollando las expresiones obtenidas, para la primera componente se tiene

(—2+1i)et = (=2+1i)(e(cost + isent))
= —2cost — 2isent + icost — sent
= —2cost — sent + i(cost — 2sent)
=R <(—2 + i)eit> = —(2cost + sent)

& ((—2 + i)eit) = cost — 2sent.

Ahora para la segunda componente se tiene

et = e (cost + isent)
= R(e") = cost
J(e) = sent.

Ahora formando los vectores en valores reales se tiene

—(2cost + sent) cost — 2sent

X () = X2 (#) =
cost sent

Por lo tanto, el vector solucién general en valores reales estd expresado como

—(2cost + sent) cost — 2sent
Xe=0 + e
cost sent
Y en su forma explicita
Xc1 = —c1(2cost + sent) + cp(cost — 2sent)

X = c1cost 4 cpsent.

4. Autovalores repetidos

Ahora consideremos el caso en el que algunos n autovalores A1 = A, ..., A;, de la matriz de

coeficientes A, es decir algunas de las 1 raices de la ecuacién caracteristica, se repiten.

Supongamos que existe un autovalor, por ejemplo A = A; se repite m veces, es decir

que su multiplicidad es m y todos los demds n — m autovalores son diferentes, esto es

M=A = o= Ay Amst 7 Amsa 2 oo 7 An.

Para obtener el vector solucién general considerando la existencia de autovalores repetidos

y como en los casos de autovalores reales o complejos distintos, se puede escribir a la
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solucién general de (SEDL) como una combinacién lineal de los vectores fundamentales,

esto es

X () = arXV () 4 oo + X (1) + s XUV (1) + o+ X (1), (2.23)

Ahora consideremos el caso en el que tenemos vectores solucién fundamentales de
autovalores no repetidos, esto es que los n — m vectores solucion que corresponden a los
n — m autovalores diferentes se encuentran en la misma forma que en los casos anteriores,

es decir

X(m+1) — V(m+1)e)‘nz+lt, . X(n)(t) — V(n)e/\"t-

Para obtener los n — m autovectores V"1 V(") de la matriz de coeficientes A que
corresponden a los autovalores A1, ..., A, respectivamente hablando, se calculan tal
cual hablamos en los casos anteriores, es decir, del sistema de n ecuaciones algebraicas al

sustituir sucesivamente cada autovalor y luego resolver cada vez dicho sistema.

Ahora para determinar los vectores solucién fundamentales de autovalores repetidos
y para obtener los m vectores solucién que corresponden a un tinico autovalor A4, para

ellos se deben considerar dos situaciones:

a. Para algunas matrices de coeficientes A existe la posibilidad de encontrar los m vectores
solucién linealmente independientes cuya correspondencia es a un solo autovalor
A1, en otras palabras, lo que pasa es que luego de sustituir este autovalor repetido
en el sistema de n ecuaciones algebraicas, se obtiene como resultado un sistema de
ecuaciones, el cual nos da m autovectores diferentes y linealmente independientes

v v@ oy, y por correspondencia a los m vectores solucion de la forma

XU = yWerit - x(@) — y@phat | x(m) — y(m) it

b. Ahora supongamos que tnicamente existe un autovector V(! de la matriz de
coeficientes A asociado a un autovalor repetido A; con m de multiplicidad, en tal
caso se procede a construir los m vectores solucién siguiendo el proceso descrito a

continuacion

i. El primer vector solucién encontrado tiene la forma que habiamos visto

anteriormente

XD — vhetit
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ii.

1ii.

iv.

este autovector, con A su autovalor asociado, es la solucion del sistema de n

ecuaciones algebraicas tal que
(A—MI) =0.
Luego escribimos el segundo vector solucién como
X2 (1) = vileht 4yt

Notemos que el vector V(2 debe obtenerse a partir del sistema no homogéneo que

contiene su parte derecha el primer vector conocido V), es decir
(A - D)V = v,

Ahora, para el caso del tercer vector v (t), escribimos

2
XO) (1) = VDL ehit | y@ehit 4yt
2!
Notemos que el tercer vector V(%) debe obtenerse a partir del sistema no homogéneo

que contiene su parte derecha el vector conocido V(%) esto es
(A — M VE) = v,

De forma similar se presentan los sucesivos vectores solucién fundamentales que
corresponden al autovalor A; con m de multiplicidad, siguiendo el procedimiento,
se procederé a encontrar el nuevo vector V(P) el cual satisface el sistema no
homogeéneo que contiene su parte derecha el vector anterior conocido V(P~1),

La forma general para el m-ésimo vector solucién V(") (t) es

m—1 m—2

wm@:vmwl4ww+vwwiaww+m+vwwm

De esta forma se obtienen los m — 1 vectores, de tal forma que el dltimo vector v(m)
satisface el sistema no homogéneo ubicado en la parte derecha del anterior vector

conocido, en este caso de v (m=1)

(A — D)V = yin-1).

Este es el procedimiento que se debe seguir para encontrar el conjunto de todos los n
vectores solucién del (SEDL), luego sustituyéndolos en la expresion (2.23) se llega a
la solucién general del (SEDL) cuando un autovalor de la matriz de coeficientes A es

repetido.
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Ejemplo 50. Consideremos el sistema 3 x 3,
311
X'=0231|X
003

Escribimos el sistema respectivo de ecuaciones algebraicas para tres componentes del

autovector V de la matriz de coeficientes siguiente

3-A 1 1 (4] 0
0 3—-A 1 v | =10
0 0 3—-A U3 0

Ahora, escribimos la ecuacion caracteristica para encontrar los valores de A de la matriz

de coeficientes
3—A 1 1

0 3-A 1 =0.
0 0 3-A

Calculando el valor de A obtenemos que

B-A)P® =0
3-A =0
)\1/2,3 - 3

Sustituimos este triple autovalor A y se tiene

3-3 1 1 U1 011 U1 0
0 3-3 1 un | =] 001 v | =10
0 0 3-3 U3 000 U3 0

Asi obtenemos lo sieguiente

Uy + U3 = 0

U3 = 0.
Resolviendo las ecuaciones, entonces tenemos v, = v3 = 0, pero no tenemos una ecuacién
para vy, asi hacemos v; = 1 y tenemos el primer autovector correspondiente al autovalor

triple repetido A = 3 de la forma
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Ahora, nos resta construir dos vectores més para tener el conjunto completo de vectores
solucién fundamentales, es decir, buscamos V(%) y v, empecemos por obtener el vector

V(2), este se determina a partir de

(A-ADV® = v
011 (] 1
0 01 53 = 0
0 00 U3 0
De forma explicita se tiene
vy +uv3=1
v3 =0

De esto, obtenemos las ecuaciones v3 = 0y v, = 1, y por simplicidad tomamos v; = 1,

entonces tenemos el segundo autovector, esto es

1
V(z) — 1
0

Ahora, nuevamente hacemos el proceso anterior pero para obtener el vector V(®), esto es

(A—ADVE) = v
011 01 1
001 n | = |1
000 03 0

De lo anterior, se obtiene las ecuaciones v; +v3 = 1y v3 = 1 por tanto v, = 0, y por

simplicidad nuevamente tomamos v; = 1 asi construimos el tltimo autovector necesario
1
V(3) = 0
1

Ahora, una vez contamos con los tres vectores soluciéon, podemos construir el conjunto

fundamental de tres vectores soluicion del (SEDL), entonces tenemos

1 1 1
X(l) _ 0 e3t’ X(Z) —_ 0 teBt + 1 e3t’
0 0 0
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1 1 1
(3) 6D, B2 3t
X=10 (3_1)!8 +1 1 (3_2)!6 +1 0 |e.
0 0 1

Es asi que el vector solucién general es de la forma

y de forma explicita tenemos la solucién

xe1(t) = c1e¥ + cotedt + cre® + %C3€3t + c3tedt + cze®t
x2(t) =040+ cpe® + 0+ cste® +0

x3(t) =0+0+0+0+0+ cze®

xa(t) = & (c1 Voot o+ bos+ 2C3>
= x2(t) = €% (co + tcs)

xe3(t) = c3e®

\

2.24 Método por variaciéon de pardmetros

El sistema de variacién de pardmetros no solo se utiliza para coeficientes constantes,

también funciona para las funciones que involucren la variable independiente ¢.

Primeramente, cabe mencionar que este método de resolucion esta fuertemente disefiado
para la resoluciéon de (SEDL) no homogéneos y para la aplicaciéon de este sistema
es necesario resolver el sistema homogéneo correspondiente. Asumimos un conjunto
fundamental de n vectores solucién X (t) coni € {1,2,...,n} conocido y la solucién

general Xj,(t), del sistema homogéneo correspondiente.

Entonces su solucién general en el intervalo es la combinacién lineal

X = clx(l) ot X,
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o bien de forma matricial

X11 X12 X1n C1X11 + C2X12 + ... + X1y
X21 X22 X2n C1X21 + C2Xp + ... + CpXoy

X=c _ +c . + ..+ cy . = ) (2.24)
Xn1 Xn2 Xnun C1Xn1 + C2Xp2 + ... + CuXpp

Ahora, la matriz (2.24) se puede escribir como
X =®(t)C,

donde C es el vector columna n x 1 de constantes arbitrarias cy, ¢y, ...,c, y la matriz
®(t) la cual se denomina matriz fundamental y que consiste en los elementos de los
vectores solucion del sistema homogéneo X' = AX asociado al sistema no homogéneo

X" = AX + F(t). De forma mas detallada tendriamos que

X11 X12 - Xin

X21 X222 -+ Xop
O(t) =

Xnl Xn2 - Xnn

Para posteriores estudios que involucren a la matriz fundamental, se debe considerar

e La matriz fundamental ®(t) es no singular, es decir det(P(t)) # 0.
e Dado el (SEDL) X' = AX, con ®(t) su matriz fundamental, entonces
/(1) = AD(1). (2.25)
Siendo ®’(t) la inversa de la matriz fundamental ®(t).

e Las columnas de @' () son linealmente independientes, pues cada vector, es solucién

del (SEDL) X' = AX.

e Laindependencia lineal de las columnas de ®'(t) en un intervalo I garantizan que

d'(t) # 0, para toda ¢ en el intervalo.

e Dado que la matriz ®(t) es no singular, entonces @’ (t) existe para toda  incluida en

el intervalo.
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Ahora, con respecto al método de variacién de pardmetros, consideremos

Lll(t>
v = | 2V
Uy (t)
de manera que
X, = ©(H)U(t), (2.26)

es una solucién particular del sistema no homogéneo
X' = AX+F(t). (2.27)
De acuerdo a la regla del producto, si calculamos la derivada
X, = @(H)U'(t) + @' (£)U(t). (2.28)
Ahora, al sustituir, (2.26) y (2.28) en (2.27) se tiene
D(H)U'(t) + D' (+)U(t) = AD(+)U(t) + F(¢). (2.29)
Teniendo en cuenta (2.25) para sustituir ®'(t), entonces (2.29) ahora es
D(H)U'(t) + AP(t)U(t) = AD(+)U(t) + F(¢).
o bien, de la forma
D(H)U'(t) = F(t). (2.30)

Ahora, cuando ambos lados de la ecuacion (2.30) se multiplican por la matriz inversa @' (t)

se tiene

U'(t) = ' (t)F(t),

y por tanto
U(t) = /CD’(t)F(t)dt.

Y recordando que X, = ®(t)U(t), se concluye que una solucién particular de (2.27) es

X, = ®(t) /CD’(t)F(t)dt. (2.31)

Cabe mencionar lo siguiente:
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e Para calcular la integral indefinida de la matriz columna ®'(¢)F(t), se integra cada

elemento de dicha matriz.
e La solucién general del (SEDL) (2.27) es X = X + X,,.
e El item anterior se puede expresar como
X = ®(H)C + (t) / @' (£)E(t)dt.

Ejemplo 51. Considere el siguiente (SEDL) no homogéneo

X(t) = (

y resuelva empleando el método de variacion de pardmetros.

IS OV]
| |
— Ol
~—
s
+
~
[
—_
~
[y
I
\N

Dado que es un (SEDL) no homogéneo, primero se empieza resolviendo su (SEDL)

x’(t)(3 i)x

La ecuacién caracteristica de la matriz de coeficientes es

homogéneo asociado, este es

W

3—A -5 15
det(A — AI) = =0B-A)(-1—-A)+—.

3 4
7 —1—-A

Y se tiene la ecuacién de segundo grado

3
2 >
A 2A + —.

. 3 1
Luego, resolviendo tenemos que los autovalores son A = 5y Ay = 5>

Calculemos ahora los autovectores asociados.

3
e Cuando A = 5 se tiene

~
I NI
| |
Nior Q1
v
~
s (s
N— =
=z =
\—/
I
~
o o
v

O de manera explicita
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de donde se ve que la segunda ecuacién es multiplo de la primera, por lo tanto si

tomamos la primera ecuacién, tenemos

3 10
Evgl) = 50&1) = Ugl) = ?vg).
Entonces, si hacemos vgl) = 3, entonces v(l) =10, asi
v — 10
3
1 .
e Cuando Ap = 5 se tiene

IS
|

Niw U1
~—
~
s} Q
N~ ——
= =
~—

Il

/
o o
~—

(

O de manera explicita

De igual forma la segunda ecuacién es multiplo de la segunda, luego si tomamos la

primera ecuacion

5
Evgl) = 51)51) = vgl) = 2051).
Ahora, si hacemos vél) = 1, entonces vgl) =2yasi

vo— 2],
1

Ahora, armando el vector solucién se tiene
eSt/ZI X(Z) — V(Z)e/\i’ _

10 2
Xc=oc1 24 ¢ et’2.
3 1

El vector X, corresponde a la solucién asociada al (SEDL) homogéneo.
Ahora, se procede a calcular la solucién particular Xp.

Asi, considerando los vectores solucén del (SEDL) homogéneo, se tiene

X — 10 e3t/2 — 10¢/2 y X2 — 2 el/2 — 2172
3 363t/2 1 et/Z '
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Luego, para armar la matriz fundamental ®(t), para la primera columna, se toman los
elementos del vector X y para la segunda columna, se toman los elementos del vector
V(Z), asi

10e3t/2  Qpt/2

D(t) =
332 Gtl2

Recordemos que para calcular la soluciéon particular X, hace falta tener la matriz

fundamental, su determinante y su inversa, por ello ahora, para matrices 2 x 2, se tiene
1 et/Z _zet/Z
()= ——s
det(D(t)) | _3p3t/2 10e3t/2
Ahora,
det(D(t)) = 10e/2e!/2 — 3e3/2(2¢!/?) = 4™,

Luego, se calcula la inversa

q)/(t) 1 et/Z _Zet/Z
o @ _3e3t/2 1oe3t/2
q)l(t> B 1 €_3t/2 —23_3t/2
A\ a2 1002

A partir de la expresion (2.31) obtenemos

1063t/2 2€t/2 eth/Z _2873t/2 et/Z

X, = () [ @ (Rt = /i

3€3t/2 et/Z _36—1‘/2 108—1‘/2 _et/Z

1 [ 10e3/2 2¢!/2 3e!
= Z dt,
4 3€3t/2 et/2 / —13
1 [ 10e3/2 2¢!/2 —3e~!
T A gz g —13t
1 [ —30e'/2 — 26te!/?
A\ —oet2 _q3et?
_ 15 _ 13t
_ 2 2 et/2.
9 _ 13t
17 %
Ahora, la solucion del (SEDL) es
X = Xc + Xp.
15 _ 13t
X = 10 2 4 ¢ 2 et? 4 T2 ot/2.
3 1 —2 13
17 1
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2.2.,5 Latransformada de Laplace

Es un método util para la resolucién de sistema de ecuaciones diferenciales con coeficientes
constantes, bajo ciertas condiciones iniciales, en otras palabras, el problema se convierte
en un sistema de ecuaciones algebracias lineales para aplicar su transformadas de las

funciones incégnitas.

Definicién 2.10 (Transformada de Laplace). Sea f una funcion continua por tramos, para

t > 0, tenemos f(t), donde
F(s) = Z[f(t)] = /000 e S f(t) dt = lim Ox e SLf(t) dt

X—r00

Teorema 2.7 (Unicidad de la transformada de Laplace). Sea f, g funciones admisibles y
F(s) = G(s), para todo s, tenemos f(t) = g(t), donde son continuas. En otras palabras, si f y g

son continuas para t > 0, implica f = g.

Propiedades

e Linealidad: Sea . se denomina operador lineal, si f, g funciones, implica af (t) +

Bg(t) es admisible, entonces
Z(af(t) +Bg(t)) = aZ(f(t)) + BL(g(1))-
e Derivacién: Sea f una funcién derivable tal que f’ es admisible, implica que

Z[f'()] =sZ[f()] - f(0) = sF(s) — £(0)

En general, para la derivada de orden 1 y f(")(t) es admisible, entonces
ZUOO] = Z(F(0) =50~ .. = sfU2(0) = ()
Transformada de Laplace de funciones elementales.

1 f(t) =1

) ) _ ,—Sx
Z(1) ::/ e St dt = lim e st dt = lim l-e = 1
0

X—00 J( X—»00 S S

2. f(t) =t".Paran=1
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Para n = 2, tenemos

2
2y _
2(t°) = 3
Por induccién, se concluye
n!
L(t") = s,
3. f(t) = t"e", donde
n,aty __ n!
Z (") = Goap
4. f(t) = e, tal que
1
at
Z(e) = s—a
5. f(t) = senbt, tal que
b
Z(senbt) = 2 R o s >0
6. f(t) = cosbt, donde
Z(cosbt) = sz—iibz con s >0

7. f(t) = cosbt, g(t) = senbt, donde

Z(cos bt) +iZ(sen bt) = Ssz—:_lbbz

8. f(t) = e cos bt, g(t) = e sen bt
Z(e" cos bt) =

Z(e" sen bt) =

9. f(t) = tcos bt, g(t) = tsen bt

52 _b2
.,S/ﬁ(tcos bt) — m

2bs
g(tsen bt) - m
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Transformada inversa de Laplace

Sea la funcion racional F(s) =

P(s)

——, donde las funciones P, Q son polinomios con

Q(s)

coeficientes reales . Podemos encontrar los siguientes casos

1. Si @« € R es una raiz del polinomio Q tal que su descomposicién en fracciones

parciales es
Aq

AQ <An

7
S— K

(s—a)> 7 " (s—a)

En general para cada A; coni € {1,2,...,n} se tiene el resultado

o= ()

2. Sia +if es unaraiz de Q su conjugada también lo es, ambas se pueden expresar con

la misma multiplicidad n: Pueden englobarse estos factores a dos raices en un sélo

sumando.

Transformada inversa de Laplace de funciones elementales

2. F(s) = - conn =1,2,3,..

Sn+1
1
3. F(s) = p—""
b
4 FO) =g
s
5. F(s) = o
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6. F(s) = S

g—l (Sz—bz> - Senhbt

s2 —p2

1 <32in> = cosh bt

Pasos para encontrar la solucién por la trasformada de Laplace en (SEDL)

1. Aplicamos la transformada de Laplace a cada termino de las ecuaciones del sistema.

=3 (i;?) = anZ(x1) +anZ(x2) + -+ a1, L (xn) + ZL(f1(t))

Z (dd?) =anZ(x1) +anZ(x2) + -+ a2, L (xn) + ZL(f2(t))

< <d;t"> = an L (x1) + a2 (x2) + -+ + @l (x) + L (fu(t))

2. Aplicamos las férmulas de las derivadas de la transformada y reemplazamos en
las ecuaciones del sistema. Aplicamos las propiedades de las transformada de

constantes, exponentes, derivada, etc.
3. Realizamos las operaciones algébraicas con las ecuaciones del sistema.

4. Resolvemos el sistema utilizando la regla de Cramer. Dependiendo de cada resultado

aplicamos los productos notables.

5. Calculamos la inversa de transformada de Laplace y encontramos la solucién de

cada funcién incégnita, asi encontramos la solucién de todo el sistema.

Ejemplo 52. Resolver el siguiente (SEDL) no homogéneo utilizando el método por la

transformada de Laplace.
¥ =3x+y—1
y = —4x —y +3e%

sujeto a las condiciones iniciales x(0) = 0y y(0) = 1.
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Siguiendo el proceso descrito anteriormente, se tiene el sistema

ZLx' = 3Zx]+ Ly — £[1]
Ly = —4Z[x] - Ly +3L[eH

Recordando la transformada de la derivada se tiene

Z[x'] =sX(s) = x(0) y Z[y'] =5Y(s) - y(0).

Y llamaremos .Z[x] = X(s) y ZL[y] = Y(s)

Reescribiendo el sistema tendremos
SX@—0:3M®+Y@—%

3

sY(S) —1=—4X(s) —Y(s) + Py

Ordenando los términos de las ecuaciones algebraicas tenemos

(s —3)X(s) = Y(s) = —

S
4X(s) + (s + 1)Y(s) = ZJ_F;

Ahora resolvemos este sistema de ecuaciones algebraico, cabe recalcar que se puede usar
cualquier método para resolver este sistema, teniendo como funciones variables a X(s)
y a Y(s), mientras que a s como la variable de dichas funciones, entonces empleemos el

método de Cramer para resolver este sistema, asi se tiene que

L =(s=3)(s+1)+4=5"-25+1=(s - 1)

4 (s+1)

Ahora nos resta calcular A, y Ay, entonces

-7 1 1 s+1 2542
Ay = s = —“(s+1)— (-1 =
il EEE R SCHD =N = a0y
s—2
1
N (s-3) — _ (=341 427458
v st1 17 (s-2) s s(s—2)
s—2

Una vez calculados A, y Ay, se procede a calcular X(s) y Y(s), utilizando las férmulas

X@:MyY@:i
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Empecemos calculando

25+ 2
_ Ay s(s—=2) 25 +2

X =3 = -1 T se-26-1

Para poder continuar con este proceso, primero separemos en fracciones parciales, esto es

42 A, B C D
s(s—2)(s—1)2 s s—2 s—1 (s—1)2

25+2=A(s—2)(s—1) +Bs(s —1)> + Cs(s —2)(s — 1) + Ds(s — 2)

Para determinar los valores de A, B, C, D.

e Hacemoss =0

=2 = A(0-2)(0—1)*+B(0) + C(0) + D(0)

A = -1

e Hacemoss =1

=242 = A(0)+ B(0)+C(0) + D(1)(1 - 2)
D = -—4.

e Hacemoss =2

=4+2 = A(0)+B(2)(2—a)®+C(0)+ D(0)

6 = 2B
B =3
e Para hallar C, damos un valor arbitrario a s, asi hacemos s = —1

2(-1)4+2 = A(-1-2)(-1-1)2+B(-1)(-1-1)2+C(-1)(-1-2)(-1—1) +
+D(-1)(-1-2)
0 = (=1)(=3)(1) + B)(=1)(1) + C(=1)(=3)(=2) + (=4)(-1)(-3)
6C = —12
C = -2

Asi se tiene que
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2.2. Métodos para resolver (SEDL)

Ahora, calculamos la inversa, esto es

x(t) =27 1(X(s)) = 27! [‘1* siz - sil - (5—41)2}

Por la propiedad de linealidad de la transformada inversa de Laplace, se tiene

- [ [ [ 2] )

x(t) = —% +3271 [5_12} —2.771 [5—11] — 4771 [(5_11)2} .

x(t) = —1+3e* — 2¢f — 4te'.

Ahora, para determinar y(t) deberfamos seguir el mismo proceso que seguimos para
obtener x(f), sin embargo, en este caso, cabe notar la primera ecuacién diferencial del

sistema original, la cual es ¥’ = 3x +y — 1, vemos que a partir de esta podemos obtener la

funcioén y(t), entonces

y=x"—3x+1
Primero, calculemos x’(t), esto es
X (t) = 6e* —2e' — de' — 4te'.
Luego,
y = 66" —2¢' —de' —dte' —3[—1+3e* —2¢' —4te'] +1
y = 6e* —2¢' —de' — 4ted +3 — 9e* + 6e' 4 12te' + 1
y(t) = —3e* + 8te’ + 4.

Asf el conjunto solucién del (SEDL) es

x(t) = —1+4 3% — 2¢t — 4tet,
y(t) = —3¢* + 8te! + 4.
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APLICACIONES DE LOS SISTEMAS
DE ECUACIONES DIFERENCIALES

Las ecuaciones diferenciales constituyen un amplio campo de estudio, y su instruccién no
solo se centra en carreras como la de matematica pura o similares, sino que esta se extiende
a diferentes areas como ingenieria, quimica, biologia, medicina, contabilidad, economia,
etc., lo cual nos da una idea de la vasta aplicabilidad de las ecuaciones diferenciales, pero
es justamente aqui donde se quiere hacer hincapié, pues, ;le interesa a un quimico saber
sobre un teorema de existencia y unicidad de una solucién de una (ED), o a un economista
saber qué sucede con la tesis de un teorema al debilitar una hipotésis? La respuesta puede
variar, pero en general seria que no, por lo tanto el interés que se tiene por estudiar estos
topicos surge mas bien de ejemplos y aplicaciones de la vida real en el campo de estudio
al que pertenezca cada profesional, por ello es que se ha creido conveniente destinar
este capitulo al estudio, descripcién y anélisis de algunas aplicaciones que tienen los
sistemas de ecuaciones diferenciales lineales (SEDL), en concreto, hablaremos de tanques
interconectados y de circuitos eléctricos, los cuales serian ejemplos de aplicacion en las
areas de quimica y electricidad respectivamente hablando.

Estos ejemplos de aplicaciéon han sido tomados de

- Matematicas avanzadas para la ingenieria. Zill D. & Cullen, M. (2008)

- Ecuaciones diferenciales y problemas con valores en la frontera. Nagle, R. K., Saff, E. B., &

Snider, A. D. (2000)



Capitulo 3. APLICACIONES DE LOS SISTEMAS DE ECUACIONES DIFERENCIALES

3.1 Tanques interconectados

En esta secciéon hablaremos sobre la aplicacién de sistemas de ecuaciones diferenciales
dentro del estudio de tanques interconectados, donde varia el flujo de contenido de un
tanque a otro, conservando el volumen de ambos tanques de manera constante.

Para el estudio de este t6pico se cree conveniente introducir algunas definiciones para

mayor comprension.

Definicién 3.1 (Tanque interconectado). Un tanque es una cuerpo volumétrico que esta
disefiado para contener algtin elemento o alguna sustancia, y los tanques interconectados
son un sistema de dos 0 mds tanques, conectados entre si mediante tubos, donde existe
un intercambio entre las soluciones liquidas que contienen ambos tanques en un tiempo

determinado.

Definicion 3.2 (Mezcla). Se llama mezcla a la combinaciéon o unién de dos o mas elementos

o componentes que pueden encontrarse en igual o distinto estado de la materia.

e Una mezcla fSica es aquella en la cual no existe unién de los elementos, pero si

proximidad entre ellos, también las mezclas fisicas no crean sustancias nuevas.

e Una mezcla quimica son aquellas en las que los componentes reaccionan

quiimicamente entre si, por lo general al mezclarse crean nuevas sustancias.

Definicién 3.3 (Solucién). Una solucién, definicién en quimica, es una mezcla de dos
sustancias puras que no reaccionan entre si, también se la define como una mezcla de un

soluto en un solvente.

Dentro de esta secciéon de tanques interconectados, se estudiard el intercambio de
soluciones puras o mezcladas, asi como su flujo en este sistema de tanques interconectados,
para ello, tenemos que considerar algunas nociones bdsica a tener en cuenta,

dx
= E(H)-S(),
o dx -
La variaciéon It corresponde a la tasa de variacién , de donde E(t) es tasa de entrada y la

expresion S(t) como tasa de salida.

A la tasa de entrada se la puede calcular como el producto entre la concentracién de sal

en el tanque y la velocidad de entrada del liquido.
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3.1. Tanques interconectados

A la tasa de salida se la puede calcular como el producto entre la concentracién de sal

en el tanque y la velocidad de salida del liquido.

3.1.1 Problema de aplicacién

Dos grandes tanques, cada uno con 100 litros de liquido, estan conectados entre si mediante
tubos, de modo que el liquido fluye del tanque A al tanque B a razén de 3 litros/minuto y
de B al A arazén de 1 litro/minuto (véase el Grdfico 3.1.). El liquido dentro de cada tanque
se mantiene bien revuelto. Una solucién salina con una concentracién de 0.2 kg/litro de sal
fluye hacia el tanque A a razén de 6 litros/minuto. La solucién (diluida) sale del sistema
del tanque A a 4 litros/minuto y del tanque B a 2 litros/minuto. Si en un principio, el
tanque A contiene agua pura y el tanque B contiene 20 kg de sal, determine la masa de sal

en cada tanque en el instante ¢t > 0.

. A B
6 L/min 1 3 L/min I
0.2ke/L x(7) - 5 v(1)
\ 100 100
4 L/min x(0)=0kg - v(0) =20 kg 2 L/mim
- : —_—

1 L/min

Grafico 3.1: Tanques interconectados.

FUENTE: Nagle, R. K., Saff, E. B., & Snider, A. D. (2000)

3.1.2 Planteamiento del problema

Para plantear el problema, primero analizemos las variables a tener en cuenta, estas son:
x(t) : La masa de sal (en kg) en el tanque A.

y(t) : La masa de sal (en kg) en el tanque B.

t : El tiempo

También, el problema de aplicacién dice “Si en un principio... ” lo cual nos hace alusion a

condiciones iniciales en ambos tanques, entonces

x(0) =0kg 'y y(0)=20kg.
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Capitulo 3. APLICACIONES DE LOS SISTEMAS DE ECUACIONES DIFERENCIALES

V : El volumen en L (litros) de los tanques, en este caso, el volumen de ambos es de 100L.

c : Concentracién de sal en la solucién, estd determinada por

masa de sal
V 7

en este ejemplo, la masa de sal puede ser x(t) o y(t) y V = 100L.

Ademas, recordemos que

dx

= E(H) -5,

dx
La variacién It corresponde a la tasa de variacién , de donde E(t) es tasa de entrada y la

expresion S(t) como tasa de salida.

Ahora, consideremos lo siguiente para el caso del tanque A.

0,2kg
100L -

x(t)kg
100L °

Ingresan 6L /min de solucién, con una concentracién de

Salen 4L /min de solucién con una concentracién de

Salen 3L/min de solucién desde el tanque A hacia el tanque B, con una concentracién
x(t)kg
S TUAY

Ingresan 1L/min de solucién desde el tanque B hacia el tanque A, con una
y(tkg

concentracion de
100L

B.

, donde y(t) corresponde a la masa de sal en el tanque

Ahora, para el caso del tanque B.

x(t)kg
100L

e Desde el tanque A ingresan 3L/min de soluciéon con una concentracién de

y(t)kg
100L °

e Salen 1L /min de solucién desde B hacia A, con una concentracién de

y(t)kg
100L °

e Salen 2L /min de soluciéon con una concentracion de

Una vez que consideramos todas las variaciones de solucién en ambos tanques, armamos

las (ED) para cada tanque, entonces
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3.1. Tanques interconectados

e Para el tanque A

dx

= E()-50),

= [ (078) 15 () - o i) 5 (i) )

12t 0] T xtlg]

min  100min

100min

Para una mejor apreciacién de la (ED), obviaremos las unidades de medida, entonces

tenemos la siguiente (ED),

=124 - 3.1

e Parael tanque B

W By —s),

dt
_ (gL (xWkeNT [ L (y(Dkg\ L, L (y(kg
| min \ 100L min \ 100L min \ 100L
_ [3xkg ] _[yltkg ., y(t)kg
| 100min 100min =~ 100min |’

_ s x(t)kg] _ [3 y(t)kg} _

| 100min 100min

Nuevamente, para apreciar mejor la (ED), obviaremos las unidades de medida,

entonces
dy  3x 3y
d ~ 100 100° 52
Entonces, tomando las (ED) (3.1) y (3.2), armamos el (SEDL)
dx y 7x
ar ~ 21100~ 100
(3.3)
dy _ 3x _ 3y
dt 100 100

3.1.3 Caélculo matemético

En este apartado, se procederé a resolver el (SEDL) (3.3),

dx y 7x
a2 100 T 100
dy _ 3x 3y
dt 100 100
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Capitulo 3. APLICACIONES DE LOS SISTEMAS DE ECUACIONES DIFERENCIALES

Para ello utilizaremos el método por operadores diferenciales, estudiado en el Capitulo 2.

Expresemos entonces el (SEDL) (3.3) con notacién del operador diferencial D.

_ Yy 7x Tx Y
Dx =12+ 700 ~ 100 Dx+ 700 ~ 100 = V2
_ 3x 3y 3y 3x
DY =100 ~ 100 Dy + 100 ~ 100 =

7 y
= .

3x 3

Para hacer mads sencillo los célculos posteriores, eliminemos las fracciones, esto se consigue

si multiplicamos por la constante 100 los dos miembros de las dos (ED) del (SEDL),

7 y
= =
3x 3
_ I — —3x+ (100D +3)y =0
(100) 355 + 100 <D + 100) y = 0(100) ( )y

Ahora, nos proponemos a eliminar la variable x del (SEDL), para ello, multiplicamos la
primera (ED) del sistema por la constante 3 y a la segunda (ED) del sistema por el término

(100D + 7), asi tenemos
3(100D + 7)x — 3y = 360

—3(100D + 7)x + (100D + 3)(100D + 7)y = 0

3(100D—=7)x — 3y = 360
—3(100D=7)x + (100D + 3)(100D + 7)y = 0

Eliminando la expresién que tiene la variable x, obtenemos la siguiente expresion
—3y + (100D + 3)(100D + 7)y = 360 = [(100D + 3)(100D + 7)]y — 3y = 360.

100000y 4 1000Dy + 21y — 3y = 360 = 10000y” + 1000y’ + 18y = 360

Resolviendo la (ED) se obtiene por soluciéon

(=5+V7) ¢ (=5-V7) ¢t
y(t) =cie 10 4 cpe 10 4 20.

Ahora, calculemos su derivada,

y(t) = (\/1706 5)C1e(7 CE (_\{ZO_ 5)cZe(751700ﬁ)t.
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3.1. Tanques interconectados

Ahora, si nos fijamos en la segunda (ED) del (SEDL) (3.3), vemos que a partir de esta y
remplazando y(t) y su derivada y'(t), podemos obtener x(t), entonces dada la segunda
(ED) del (SEDL)

dy _ 3x 3y
dt — 100 100’

100y’ = 3x — 3y,
Remplazando tenemos,
— 547 —V7 - 57 517 5
3x = 100 (\/1?00 5)c1e( o + (Ev725) \{ZO S)Cze( 510071 +3 [me( o +cze( W +20

(=5+V7

(_ﬁ —5) (5o (=5+V7)t
3

547
3y — (\ﬁ—S)cle( 514(—]07)t+(
(V7 —5) <—51+0(@t+

x(t) = ~————=cqe

(=5-v7)t
3 ———————~(pe 10 + cpe 100 + cpe M0 +20

Asi el conjunto solucién general del (SEDL) (3.3) es

x(t) = (\ﬁg—S)CleW + (_\f37_5)cze(5100ﬁ>t + cle(fsﬂmﬁ)t + cze(fsfooﬁ)t +20

(=5+V7)t (=5—V7)t
y(t) =cle ™ 4 cpe 0 420

Ahora, considerando las condiciones iniciales que nos present6 el problema de aplicacién,

procedamos a calcular la solucién particular del sistema, entonces

e Cuando t = 0, se tiene x(0) = 0.

0 = (\/§3—5)Cle(51+06ﬁ)0 + (—\/;7—5)(:26(5100\@0 + Cle(isro?)ﬁ)o + Cze(isliooﬁ)[) + 20,
7-5 —7-5
—20 = <f3 )Cl + ( \/; )Cz +c1+c, (3.4)

e Cuando t = 0, se tiene y(0) = 20, entonces

(=5+v7)0 (=5-v7)0
20 = cpe 10 4 cpe W0 420,

0 = ca+tce,

= = —C.
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Ahora, remplazando c¢; = —c; en (3.4) se tiene
7—5 —V7-5
=20 = %)(—Cz) + (\/;))Cz + (—Cz) + co,
oy~ —(V7-5)at (V7 -5,
= 3 ,
—60 = —V/7cy+5c0 — V7cy — 50,
—60 = —2v7c,
-}
’ V7
sy = -2
1 Nea

Entonces, remplazando las constantes ¢; y ¢ en x(f) tenemos

) = V75 <_30> LR (V7= 5) (30> oS <_30> LR

3 V7 3 V7 V7
+ (30) e 420,
V7

) = _1OV750 s —10v7 250 o 30 s 30 s o

V7 V7 V7
(0 B 10+/7 — 50 + 30 eI N —50 — 10v/7 + 30 e 420,

V7 V7
547 2 57
x(t) = - (10 - 20) e - (10 + 0> e~ 420,
V7 V7

Y de igual manera, remplazando las constantes ¢; y ¢, en y(t), se tiene

30\ (5evne 30\ (5-voxr
y(t): _\F R \ﬁ e 10 + 20

Asi, la solucién particular del (SEDL) (3.3) es

(=5+V7)t 20 (=5-V7)t

x(t) = — (10_ﬁ> e ™ — <10+\ﬁ> e W +20

30 5ty +£e(751+5ﬁ)t+20

y(t) = _Wei \/7
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3.1. Tanques interconectados

3.14 Interpretacién de resultados

En esta secciéon hablaremos de los resultados obtenidos, es decir, del par de ecuaciones

x(t) e y(t), empezamos primero graficando ambas funciones, estamos son

kg kg

18 18 y(t)
1 16

i .

E

(a) Funcién x(f). (b) Funcién y(#).

Gréfico 3.2: Funciones solucién del (SEDL) (3.3).
FUENTE: Elaboracién propia.

Para el caso de la Grdfica 3.2 (a), vemos que la concentracion de sal en kg, parte desde
0kg y conforme avanza el tiempo t — oo, dicha concentracién aumenta, y en contraste con
la Grifica 3.2 (b), podemos notar dos cosas, lo primero es que cuando t aumenta en un
primer tramo, la concentracién de sal en kg disminuye drésticamente, para luego volver a
incrementar dicha concentracién. El segundo punto es que se puede concluir que conforme
t — oo la solucién se vuelve homogénea, es decir, la concentracién de sal en ambos tanques

serd la misma.
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Capitulo 3. APLICACIONES DE LOS SISTEMAS DE ECUACIONES DIFERENCIALES

3.2 Circuitos eléctricos

En esta seccion se considerard la aplicacion de los sitemas de ecuaciones diferenciales
lineales (SEDL) a circuitos eléctricos, empecemos por ver algunas notas introductorias con

respecto a circuitos sencillos RL y RC, para luego estudiar los més generales RLC.

Para empezar, introduzcamos la notacién necesaria para comprender la terminologia

que se usara en esta seccion.

Cantidad Representacion Unidades
literal

Fuente de voltaje E voltio (V)
Resistencia R ohm (Q))
Inductancia L henrio (H)
Capacitancia C faradio (F)
Carga q coulomb (C)
Corriente I amperio (A)

Cuadro 3.1: Notacion de circuitos eléctricos.

FUENTE: Nagle, R. K., Saff, E. B., & Snider, A. D. (2000)

Ahora bien, cuando se habla de circuitos eléctricos, se habla de los principios fisicos que

aqui se hallan, los cuales fueron establecidos por Gustav R. Kirchhoff en 1859, estos son

1. Ley de la corriente de Kirchhoff: La suma algebraica de las corrientes que fluyen en

cualquier punto de unién deben anularse.

2. Ley del voltaje de Kirchhoff: La suma algebraica de los cambios instanfaneos del

potencial (caidas de voltaje) en torno de cualquier lazo cerrado debe anularse.

La ley de la corriente de Kirchhoff implica que la misma corriente pasa por cada elemento

que constituye el propio circuito eléctrico.

Para aplicar la ley del voltaje de Kirchhoff, primero se debe conocer la caida de voltaje a
través de cada elemento que compone un circuito. Estas férmulas para el voltaje aparecen
a continuacién (Para un estudio exhaustivo, usted puede revisar un texto de introduccién

a la fisica para profundizar en los detalles que siguen).
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3.2. Circuitos eléctricos

. Acorde con la ley de Ohm, la caida del voltaje dada por Er a través de una resistencia
R, es proporcional a la corriente i(f) que pasa por la resistencia R en un tiempo
determinado ¢.

Er =i(f)R.
La resistencia R es llamada también como constante de proporcionalidad.

. Dadas las leyes de Faraday y Lenz, se puede ver que la caida de voltaje E;, a través de un

inductor, es proporcional a la razén de cambio instantdnea de la corriente I.

di dq

Llamamos inductancia L a la constante de proporcionalidad.

. La caida de voltaje dado por Ec a través de un condensador, es proporcional a la carga

eléctrica g sobre el condensador.

1
Ec = —q.
c= a4

Llamamos capacitancia a la constante C.

Consideremos el siguiente grafico,

0000 — ;
Ol O,

™

(a) Circuito en serie RL. (b) Circuito en serie RC.

Grafico 3.3: Representacion esquematica de circuitos en serie.

FUENTE: Zill, D. & Cullen, M. (2000)

Para un circuito en serie compuesto por s6lo un resistor y un inductor, la segunda ley
de Kirchhoff sefala que la suma de la caida de voltaje a través del inductor (L(di/dt)) a

través del resistor (iR) es igual a la cantidad de voltaje suministrado (E(T)) al circuito.

Vea el (Grdfico 3.3 (a)).
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Sabiendo que R y L son la resistencia e inductancia respectivamente, por lo tanto,

obtenemos la ecuacién diferencial lineal para la corriente i(f).

di .

La corriente i(t) se denomina como respuesta del sistema RL.

Por otro lado, la caida de voltaje a través de un capacitor con capacitancia C estd dada
por q(t)/C, donde g es la carga sobre el capacitor. Por lo tanto, para el circuito en serie

mostrado en el Gridfico 3.3 (b), la segunda ley de Kirchhoff nos sefiala que
Ri+ 1= E(t)
cl1= =

Un punto importante a notar es que la corriente i y la carga g estan relacionadas por

i = dq/dt, tal que la ecuacién anterior la podemos reescribir como
dg 1

Veamos ahora el esquema general para circuitos en serie RCL.

Resistencia R

Fuente - .
de voltaje E Inductancia L

|1
A

('Ll]hlx.'i[n]]\ ia C

Grafico 3.4: Esquema general de los circuitos RCL en serie

FUENTE: Nagle, R. K., Saff, E. B., & Snider, A. D. (2000)

Se podria notar que la caida de voltaje a través del condensador (E¢), la resistencia (Eg)

y el inductor (Ey ) se expresan como la suma siguiente

1 dq di d%q dg 1
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3.2.1 Problema de aplicacién

Determine un sistema de ecuaciones diferenciales de primer orden que describa las
corrientes I (), I(t) e I3(t) en el circuito eléctrico de la figura.
Suponga que todas las corrientes iniciales se anulan.

Determine las corrientes en cada rama de la red.

10 Q 50
NV NV
1 -1
—— 10V 20H oF 0
I
I 2 I

Gréfico 3.5: Circuito eléctrico

FUENTE: Nagle, R. K., Saff, E. B., & Snider, A. D. (2000)

3.2.2 Planteamiento del problema

En esta subseccién veremos las variables empleadas en el problema de aplicacién, se
estudiard su interaccién individual dentro del circuito RCL, con la finalidad de plantear un
sistema de ecuaciones diferenciales lineal, el cual serd resuelto en la siguiente subseccién

de este capitulo.

Bien, entonces empecemos planteando las variables que intervienen en el problema de
aplicacién.
E(t) = 10V : Cantidad de voltaje suministrado al circuito RCL.
I = L1(t) : La corriente uno a través del circuito RCL.
I, = I)(t) : La corriente dos a través del circuito RCL.
Iy = I3(t) : La corriente tres a través del circuito RCL.
R = 10Q) : El resistor mds proximo a la fuente de carga E(t) del circuito RCL.
Ry = 5Q) : El segundo resistor del circuito RCL.
L = 20H : El inductor del circuito RCL.

C= %F : El condensador del circuito RCL.
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En definitiva, en este problema de aplicacién se hallan tres variables que debemos
determinar, las cuales son las corrientes I,,(t) con n = {1,2,3}, por lo que al momento
de plantear el (SEDL), contaremos con tres ecuaciones diferenciales, es asi que se espera

obtener un sistema 3 x 3.

Analicemos el circuito por lazos descritos en la siguiente Grifica 3.6.

10 Q M 5Q I

3
7 AAYAY I A AAAY
I, 13
Lazo 3
I ) S
—_— 10V 20H oF —/—
Lazo 1
1 )} 1
1 I, 2 A 3

B
\ Lazo 2

Gréfico 3.6: Lazos descritos en el circuito eléctrico

Entonces veamos,

e Parael Lazo 1.
Consideramos la primera malla del circuito, partiendo desde la fuente de voltaje,
llegando al punto A, luego avanzando hasta el punto B llegando nuevamente a la
fuente de voltaje, recorriendo el mismo en sentido horario, se toma en cuenta las

siguientes variables.

- La corriente I; del circuito pasa por la resistencia R; = 10(), esto es RiI; =

1000 ].

- Ahora vemos que la corriente I; llega al punto A y se divide en dos corrientes

12 e 13.

- Notamos que la corriente I, parte del punto A, pasa por el inductor L = 20H

hasta llegar al punto B lo cual nos da como resultado la expresiéon

d, . _dl
L2 = 20H—2.

- Como en este lazo encontramos la fuente de voltaje, por la Ley de Kirchhoff

tenemos que la suma de caida de voltaje a través de un resistor y a través de un
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3.2. Circuitos eléctricos

inductor, es igual a la cantidad de voltaje suministrado en el circuito,

dl,

Ry +L52 = E(t
1L+ I (1)
I
100 +20H0;: = 10V.

Obviando unidades de medida para una mejor comprension tenemos la (ED)

101 4 201} = 10. (3.5)

e Parael Lazo 2.

Partiendo desde la fuente de voltaje E(f) = 10V, donde la corriente I; pasa por

la resistencia R; = 10(), tenemos la expresion R I;.

Pasa por el punto A y ahora la corriente I3 avanza a través de la resistencia

Ry =50, Ry135.

1
——Fg3 = 30Fgs.

Nuevamente por la Ley de Kirchhoff, se tiene que la suma de caidas de voltaje

Llegando hasta el capacitor C =

del circuito, es igual a la cantidad de voltaje suministrado en el circuito

1
RiL + Ryl + ch= E(t)

1
1001 QI3 + ——Fg3 = 10V.
0L +5 3+1/30 q3 ov

Obviando las unidades de medida, tenemos la siguiente (ED)
10I; + 513 + 30493 = 10. (3.6)
e Parael Lazo 3.

- Para este lazo, la corriente I3 parte del punto A, pasa por la resistencia Ry, = 50,

y obtenemos Ry I3 = 5Q0)15.

. . . 1
- La misma corriente I3 pasa por el capacitor C = @P, pero en este punto dentro

del circuito es importante notar que esta caida de voltaje es proporcional a la
1

1/30

carga eléctrica del condensador, esto es Fgz = 30F, tal que g3 es la carga

de la corriente I5.

- La corriente I3 avanza y llega al punto B, donde sube en sentido contrario a la
corriente I, por lo que debemos considerar el signo negativo, esto es

dl, dl
~L=% = —20H—.
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- Ahora, ya que es un circuito cerrado, se tiene que la suma de las caidas de
voltaje a traves del resistor, a través del capacitor y del inductor, es igual a cero,

y obtenemos

I
5Q15 + 30Fqs — ZOH% =0

Para mayor comprensiéon quitamos las unidades de medida y tenemos la (ED)
515 + 30g5 — 20I; = 0. (3.7)

e Corrientes I,, conn = {1,2,3}
Notamos la relacion entre las corrientes I, I» e I3 del circuito, pues la corriente I;
entra al mismo, mientras que las corrientes I, e I3 salen del circuito, esto se representa

como

L =1L+ Is. (3.8)

Ahora, tomando las (ED) (3.5, 3.6, 3.7) armamos el (SEDL),

10L; + 201, = 10,
10I; + 513 + 30g93 = 10, (3.9)
5I3 + 30g3 — 201} = 0.
Notamos que las (ED) del (SEDL) no son linealmente independientes, pues la primera
(ED) se puede obtener si restamos la segunda (ED) con la tercera (ED).
Entonces solamente tomemos las dos primeras (ED) del sistema, ahora, recordando la

dl
relacion entre la carga y la corriente = podemos expresar a la segunda (ED) como

d
I [1011 + 515 + 3OQ3] = 10
101{ + 5[_% +30I; = 0. (3.10)

Entonces, tomando (3.5) y (3.10) el nuevo sistema se expresa como

101, + 201, = 10,
101} + 514 + 3015 = 0.

(3.11)

Notamos que tenemos tres incognitas en un sistema de dos (ED), entonces se necesita
expresar la segunda (ED) del (SEDL) en términos de las corrientes I; e I, para ello

recordemos la relaciéon dada en la ecuacién (3.8), y tenemos que

=15 — I
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Entonces la segunda (ED) del (SEDL) (3.11) se expresa como
1011 +515+30; = 0
104 +5(L — L)' +30(L — L) = 0
10l + 515 — 515+ 30l — 30, = 0
15I] — 515 + 30 — 30, = 0. (3.12)

Con lo cual tomando (3.5) y (3.12) tenemos el (SEDL)

101; 4201, = 10
(3.13)

151; — 515 + 301, — 30L = 0.

3.2.3 Caéalculo matemético

Ahora, en esta subseccion se procedera a resolver el (SEDL) (3.13).
10L; + 2015, = 10
{ 151 — 515 4+ 30L; — 30, = 0.
Para su resolucion se puede aplicar cualquier método estudiado en el Capitulo 2, ya que el
problema de aplicacién nos sefala que las corrientes iniciales I,,(0) = 0 con n = {1, 2,3},
las cuales equivalen a las condiciones iniciales del (SEDL), en esta ocasién podemos aplicar

el Método por La transformada de Laplace.
Entonces, apliquemos la transformada de Laplace a cada (ED) del sistema,

10.2[1] 4+ 20.2[1}] = 10.2]1],
15.2[1]] — 5.2[15] +30.Z[L] — 30.Z[,) = .Z[0].

Para una mayor comprension hagamos un intercambio de variables, y llamemos
11 =X
Iz =Y.

Entonces tenemos el sistema en términos de x e y

10.7[x] +20.2]y'] = 10.Z[1],
15.2[x'] — 5.2y +30.Z[x] — 30.2[y] = Z[0).

Llamemos ahora
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Y recordemos que £ [x'] = s.Z[x] — x(0) = s.L[x] — 0 = s.£[x] = sX(s), de forma similar

para Z[y'] = sZ[y] = y(0) = sZLy] - 0 = sL[y] = sY(s).

Entonces tenemos el sistema

{ 10X (s) + 20sY(s) = 10(1/s) R { 10X(s) + (20s)Y(s) = 1
155X (s) —5sY(s) +30X(s) —30Y(s) =0 (155 4+ 30)X(s) — (5s +30)Y(s) = 0.

Emplemos ahora, el Método de Cramer, para encontrar las funciones X(s) e Y(s).

Entonces calculemos A, esto es

10 20s
(155 +30) —(5s + 30)

A=

= —(50s +300) — (3002 4 600s) = —50(6s> 4 135 + 6).

Ahora, calculemos A, y A, por conveniencia empecemos calculando A,,.

10 10

S

10 300
(15s +30) ©

= ——(15s +30) = — (150+ S) :

Ay = 2
y s

A
Para obtener la funcion Y (s), calculamos Xy, luego operamos y factorizamos obteniendo

300
— (150 + —
y(s) = 2 = s B 150(s +2) B 3546

A —50(6s2+13s+6) 50s(6s2+13s+6) s(2s+3)(3s+2)

Para poder continuar con el proceso, primero separemos en fracciones parciales, esto es

35+ 6 A B C
s(2s+3)(3s+2) s + (2s+3) T (3s+2)

3s+6 _ A(25+43)(3s+2) + Bs(3s +2) + Cs(25 + 3)
s(2s 2) s(2s 2)

3s+6 = A(2s+3)(3s+2)+ Bs(3s+2)+ Cs(2s +3).

Ahora, para determinar los valores de A, By C,

e Para obtener el valor de A, hacemos s = 0.

3(0)+6 = A(2(0)+3)(3(0) +2) + B(0)(3(0) +2) + C(0)(2(0) + 3)
6 = A(B3)(2)+0+0
=A = L

3
e Para obtener el valor de B, hacemos s = —5

(3= 2C() ) () (D (-

128



3.2. Circuitos eléctricos

B
5+e = 0-F(-5+2)

2 2 2
3 _ 158
2 4
12 2
B = —=-.
= 30 5
e Para hallar el valor de C, hacemos s = — 3

(3)e = 4G D))

—2+6 = 0+0—23C(—§+3>
2
- ()
1
o _3(6;C 18
=C =575

Por tanto tenemos la expresion en fracciones parciales

35s+6 1 2 18

Y(s) = s(2s+3)(3s+2) s * 52s+3) 5(3s+2)

Ahora, para obtener la solucién y(t), aplicamos la transformada inversa de Laplace, es

decir

y)y =27 Y] =27 E + 5(2sz+ 3) 5(3:i 2)} '

Por la linealidad de la transformada inversa de Laplace, se tiene
1 2 18
= -1 |1 -1 -1
y(t) Zz [J—i—f [5(25—#3)} Z [5(35+2)]
1 2 1 18 1
— g—l - 73—1 I 79?—1
M+5 [(25%—3)} 5 [(354—2)]

2 (1 18 (1
B e 02 B e 17
*5 (26 5 \3°

I R V9 S . 197
y(t) = 1 z¢ +5e .

Ahora, para obtener la soluciéon x(t) se deberia seguir el mismo procedimiento, sin
embargo, si observamos la primer (ED) del (SEDL) (3.13), notamos que podemos obtener

la funcién I} = x(t) a partir de la derivada de la solucién I, = y(t)
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Calculemos entonces v/ ()

4 3

1y — *,-2t/3 O 3t/2
y'(t) = ze 16¢ .
Ahora, tomando la primera (ED) del (SEDL)
10x +20y" = 10
_10—-20¢
T 0
4 3
10 — 2 T ,=2t/3 Y ,-3t/2
- 0—-20 <5€ 108
B 10
10 — 16e72/3 4 6e—3t/2
B 10
x(t) = 1— ge_zm + ge—St/Z'

Entonces volviendo a las variables I; e I> tenemos

8 3
Il(t) —-1— 7e*2t/3 + 7e*3t/2

5 5
6 1
L(t)=1- ge’zm - ge’?’t/z.

Recordando la relacién en la ecuacién (3.8), tenemos que

L = L-D
1 ge*”“ n geﬁ%/z _ (1 _ ge*ZW n éewz)
8 3 6 1
= 1-— 53—2% + ge—Bt/z 14+ ge—Zt/S _ ge—st/z
2 2
I = ge_?’t/z . ge—Zt/S
Teniendo como solucién a las corrientes
( 8 3
L=1- ge*Zt/?’ + 56*3”2
6 1
L=1-— ge—Zt/3 + ge—St/Z
2 2
s = 56731&/2 _ 56721%/3
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3.2.4 Interpretacién de resultados

Graficamente podemos ver el comportamiento de las corrientes Iy, I, I3 en las siguientes

graficas,

(a) Corriente I; del circuito (b) Corriente I, del circuito

Iy
(c) Corriente I3 del circuito

Gréfico 3.7: Corrientes 1y, I, I3 del circuito.

Notese que cuando ¢t = 0, las corrientes I,(t) = 0 con n = {1,2,3}, luego podemos

apreciar que cuando t — oo, las corrientes tienen diferente comportamiento:

Para el caso de la corriente I;, se encuentra circulante en la malla, notamos que esta
corriente es la que entra al circuito y luego se divide en dos corrientes, I, e I3, por lo que
es importante sefialar que la intensidad I; es mayor a estas dos intensidades de corriente,

aigual a susuma, es decir, I, Iz < I, y también I = I + I3

Para el caso de la corriente I, que se encuentra circulante en la malla, al solamente
pasar por el inductor L, la corriente no puede cambiar instantdneamente, es por ello que

notamos las gréficas de I; e I, muy similares.

Para el caso de la corriente I3 que se encuentra circulante en la malla, notamos que esta
corriente pasa por un resistor Ry, el cual se opone al paso de corriente eléctrica, ademas

atraviesa un capacitor C, el cual almacena energia para sustentar al circuito eléctrico.
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