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RESUMEN

El objetivo de este trabajo fue estimar el nimero bésico de reproduccién (Ry) asociado a un modelo
determinista de tipo huésped-pardsito, para la exploracién del ciclo de transmisién del cestodo
Echinococcus multilocularis, utilizando el Método de Matriz de Siguiente Generaciéon (NMG).
Este trabajo se desarrolld por etapas, comenzando con un andlisis cualitativo de las ecuaciones
diferenciales que gobiernan el fendmeno de estudio, luego se describid la teoria en la cual se basa
el Método de Matriz de Siguiente Generacién para el respectivo cdlculo del Ry. Posteriormente, se
utilizé un enfoque cuantitativo para el cdlculo de nimero bdsico de reproduccién en un modelo
epidemioldgico tipo huésped pardsito, implementando el algoritmo respectivo en el lenguaje de
programacién Python, con la finalidad de simular distintos escenarios para la obtencion de este
valor. El resultado obtenido de esta simulacién nos permitié mostrar que si Ry es mayor a uno, el
pardsito invade el sistema y da lugar a una epidemia, mientras que si s menor a uno, el ciclo de
transmision se detiene y el parasito no se reproduce, es decir no habra propagacién de infeccion.
Se concluye que este método nos permite dar una definicién matemadtica del Ry a través del valor
propio dominante de la NGM, ademds se mostré que sirve como un umbral para determinar cuando
una enfermedad puede resultar en epidemia, esto es si el nimero basico de reproduccion es superior
a la unidad, la enfermedad se propagard y se tendrd una epidemia, mientras que si es inferior a la
unidad, la enfermedad desaparecerd en el transcurso del tiempo. Para futuras investigaciones, se
recomienda profundizar sobre la persistencia de la enfermedad, ya que este resultado nos permitird
determinar si una enfermedad infecciosa a demds de generar una epidemia pasa a un estado de

pandemia.

Palabras clave: <MATRIZ DE SIGUIENTE GENERACION>, <NUMERO BASICO
DE REPRODUCCION>, <EQUILIBRIO LIBRE DE ENFERMEDAD>, <MODELOS
EPIDEMIOLOGICOS>, <MODELO HUESPED PARASITO>.
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ABSTRACT

The aim of this research work was to estimate the basic reproduction number (Ry) associated
with a deterministic host-parasite model, in order to explore the transmission cycle of the cestode
Echinococcus multilocularis, using the Next Generation Matrix Method (NGM). This research
work was developed in stages, starting with a qualitative analysis of the differential equations
affecting the study phenomenon, then the theory on which the Next Generation Matrix Method is
based was described for the corresponding Ry calculation. Then, a quantitative approach was used
to calculate the basic reproduction number in a host-parasite epidemiological model, implementing
the corresponding algorithm in the Python programming language, in order to simulate different
scenarios to obtain this value. The result obtained from this simulation allowed determining that, if
Ry is greater than one, the parasite invades the system and an epidemic occurs; while, if it is less
than one, the transmission cycle stops and the parasite does not reproduce itself, i.e. the infection
will not be spread. In conclusion, this method allows giving a mathematical definition of Ry through
the dominant eigenvalue of the NGM, in addition it is used as a starting point to determine when a
disease can result in an epidemic. If the basic reproduction number is greater than one, the disease
will spread and an epidemic will occur; while, if it is less than one, the disease will disappear in the
course of time. It is recommended for future research to deepen on the resistance of the disease,
this result will allow determining whether an infectious disease causing an epidemic, turns into a

pandemic state.

Keywords: <NEXT GENERATION MATRIX>, <BASIC REPRODUCTION NUMBER>,
<DISEASE - FREE EQUILIBRIUM>, <EPIDEMIOLOGIC MODELS>, <HOST - PARASITE
MODEL>.

Lic. Pail Rolando Armas Pasantez Mgs.
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INTRODUCCION

Los efectos de algunas enfermedades infecciosas han causado millones de pérdidas humanas a lo
largo de 1la historia, sobre todo aquellas consideradas endémicas. Los estudios cientificos no han
tardado en dar respuestas, y han hecho uso de las matematicas para comprender la dindmica de
propagacion de estas enfermedades a través de la modelacién matematica, ya que a partir de esta
nos permite describir el comportamiento de las variables que gobiernan el fendmeno y asi poder
estudiar, entender e interpretar la evolucion de estas enfermedades, a fin de tomar las medidas
necesarias para reducir el impacto que estas conllevan.

A partir de estos estudios, surge uno de los conceptos mas importante en epidemiologia, una
herramienta que es capaz de medir el potencial de propagacién de una enfermedad dentro de una
poblacidn, a este pardmetro se lo conoce como nimero basico de reproduccién, Ry y se lo define
como nimero promedio de personas infectadas después de haber estado en contacto con la primera
persona registrada con la enfermedad. Este nimero sirve de umbral para prevenir una epidemia,
siguiendo que: si el nimero bésico de reproduccién es inferior a uno, la enfermedad desaparecera
en la poblacién, pero si es superior a uno, la enfermedad persistird y se volvera endémica en la
poblacién. Esta nocién aparece en los trabajos de Alfred Lotka, Ronald Ross y otros ( Bsckh, 1886;
Dublin y Lotka, 1925; Ross, 1911; Kermack y Mckendrick, 1927), aunque su primera aplicacion se debe a
George Mcdonald ( 1952, pp. 813-929), cuando construyé modelos matemdticos para la propagacion
de la malaria.

En este trabajo, se presenta un método propuesto por Diekmann, O., Heesterbeek, J. A. P. y
Metz, J. AJ. (1990, p. 368), quien define a Ry como el radio espectral de la Matriz de Siguiente
Generacion. Esta definicién tiene interés para sistemas de ecuaciones diferenciales ordinarias
autondmas, y se centra a situaciones en la que la poblacién se encuentra en un equilibrio libre de
enfermedad (Desease-Free Equilibrium). Por lo que se tiene como objetivo explicar detalladamente
el funcionamiento del Método de la Matriz de Siguiente Generacion, y presentar un ejemplo de
aplicacion basado en un modelo epidemioldgico huésped-parésito.

Con este proposito en mente, el trabajo estd organizado de la siguiente manera: En el capitulo 1,
se exponen, brevemente, el andlisis cualitativo de ecuaciones diferenciales ordinarias, asi como
también los criterios de estabilidad segtin de Lyapunov y el principio de invarianza de LaSalle.
En el capitulo 2, se presenta la técnica utilizada para construir la Matriz de Siguiente Generacién
a partir del cual se dard la definicion matemadtica del nimero basico de reproduccion. Ademas se
establece el criterio de estabilidad referente al equilibrio libre de enfermedad, el cual nos permite
saber la dindmica de propagacién de una enfermedad. Asi como también, se desarrollan algunos

ejemplos de aplicacion de este método en modelos epidemiolégicos.



Finalmente, en el capitulo 3 se aplicard el Método de Matriz de Siguiente Generacion para obtener
el nimero reproductivo basico Ry en un modelo epidemiolégico tipo huésped- pardsito, para
la exploracién del ciclo de transicién del cestodo Echinococcus multilocularis. Por dltimo, se
muestran simulaciones para el modelo y asi comprender el comportamiento de la enfermedad para

dar conclusiones correspondientes a la propagacion de la enfermedad.



CAPITULO I
1. MARCO TEORICO REFERENCIAL

En este capitulo, se presenta las herramientas que se utilizardn para el desarrollo de los capitulos

posteriores. En lo que resta del documento, se utilizara la notacién x’ para representar la derivada de

" 1/2

X con respecto a 7, mientras que | - || se denotard como la norma euclidiana, ||x|| = { }_ ;|2

i=1
A continuacién, comenzaremos con el andlisis cualitativo de ecuaciones diferenciales, el cual se
centra en el estudio de puntos de equilibrio y su estabilidad.

Lo que sigue fue obtenido de (Catsigeras, 2013; Garfinkel et al., 2017; Serén y Braslavsky, 2000; Yépez, 2013)
1.1. Ecuaciones diferenciales autonomas y no autonomas

En esta seccidn se dardn las nociones de una ecuacidén diferencial auténoma y no auténoma.

Definicién 1.1. Una ecuacién diferencial auténoma, si dada una funcién f(x) continua, es una

ecuacion de la forma
/
x' = f(x). (1.1)
En esta ecuacion no aparece explicitamente la variable independiente z.
Definicion 1.2. Una ecuacién diferencial no auténoma, si dada una funcién f(x,z) continua, es

una ecuacion de la forma

X' = f(x,1). (1.2)
Esta ecuacion depende de las variables x y z.
Ejemplo 1.1. La ecuacién X' = 1 + 2x es una ecuacion auténoma donde f(x) = 1 + 2x es continua.

Mientras que la ecuacién x' = 2xr + 1 es una ecuacién no auténoma, puesto que la funcién

f(x,t) =2xt+ 1 depende de x y de 7.

Ejemplo 1.2. X" =x'+x— 1 es una ecuacién auténoma, con f(x’,x) = x' +x— 1. Mientras que
uacion x” —x't -2 = u uacio uto , pu u uncié
la ecuacién x” — X't —2 = 0 es una ecuacién no auténoma, puesto que la funcién depende de las

variables X/, x y 1.
1.2. Puntos de equilibrio

A continuacién, hablaremos sobre los puntos de equilibrio de una ecuacién diferencial o de un

sistema de ecuaciones diferenciales auténomas.



Definicion 1.3. Sea x* € R". Se dice que x* es un punto de equilibrio de (1.1), si satiface la

siguiente relacion

f(x')=0. (1.3)
Ejemplo 1.3. Consideremos la ecuacién logisticaconr >0,x >0y k>0
x’zrx(l—%). (1.4)
Cuyos puntos de equilibrio son x* =0y x* = k.
Ejemplo 1.4. Observemos que los puntos de equilibrio de la ecuacion
X=x+1
son x* =iy x* = —i. Pero x* ¢ R Por tanto, la ecuacién diferencial no tiene puntos de equilibrio.

Ejemplo 1.5. Ahora consideremos el sistema

¥ o= (x—2)%
y/ = 2y - 27
de donde tenemos
(x—2)2 = 0 =2
=
2y—2 =0 yoo= 1

Por lo tanto, el punto de equilibrio de este sistema es (2,1).

Ejemplo 1.6. Ahora, tomemos el siguiente sistema

¥ o= xX-1
y = —y-1
7 = 12-6z
Donde vemos que
-1 =0 o= 4l
—y—l = 0 = y* = —1
12—6z = 0 7 = 2,

Asf los puntos de equilibrio son (1,—1,2) y (—1,—1,2).

1.3. Estabilidad de puntos de equilibrio

Una vez encontrados los puntos de equilibrio del sistema de ecuaciones diferenciales, es de nuestro
interés estudiar el comportamiento de las soluciones cercanas a estos puntos. De acuerdo a esto, los

puntos de equilibrio se clasifican en estables, asintéticamente estables e inestables.
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Si las soluciones del sistema se dirigen al punto de equilibrio, diremos que el punto es estable (Ver
Figura 1-1a). Es asint6ticamente estable si las soluciones permanecen estables con el tiempo (Ver

Figura 1-1b). Mientras que si se alejan del punto de equilibrio serd inestable (Ver Figura 1-1c).
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(c) Inestable

Figura 1-1: (a) y (b) muestran que el origen es estable y asintdticamente estable. (c) muestra

que el origen es un punto de equilibrio inestable.

Fuente: Gutiérrez, Iskra, 2022.

A continuacidén, revisaremos algunos criterios sobre la estabilidad de los puntos de equilibrio
en sistemas de ecuaciones de primer orden. Para ello se suele dibujar una recta que contenga el
comportamiento de las soluciones de una ecuacién diferencial, tal como muestra la Figura 2-1.
Si la regién donde f(x) < 0 entonces el sentido es hacia la izquierda, y si f(x) > 0 entonces el

sentido es hacia la derecha.



Iy T

Figura 2-1: Linea fase de una ecuacién diferencial: x; es

inestable y x; es estable.

Fuente: Gutiérrez, Iskra, 2022.

La Figura 2-1 muestra que los puntos de equilibrio son x; y x,. Notemos que si f(x;) > 0 entonces
nos indica que las flechas se alejan del punto, es decir x; es inestable. Mientras que si f(x;) < 0 las
flechas apuntan hacia €l, con lo cual x; es estable.

A continuacién, indicaremos la estabilidad para las siguientes ecuaciones.

Ejemplo 1.7. Consideremos, nuevamente, la ecuacion (1.4)

x’zrx(l—%).

En donde se indica que rx > 0, lo cual nos dice que el sentido en x* = 0 es hacia la derecha. Por otro
lado, cuando x < k tenemos 1 — % < 0, entonces el sentido es hacia la derecha. Si x > k, entonces el

sentido es hacia la izquierda tal como se muestra en la Figura 3-1.

e, —_—
x =1

Figura 3-1: Linea fase de la ecuacion logistica.

Fuente: Gutiérrez, Iskra, 2022.

La Figura 3-1 indica que en el punto x* = 0, las flechas se alejan, mientras que en x* = k, las flechas

se acercan. Por ende, x* = 0 es inestable y x* = k es estable.

Abhora, introduciremos formalmente la nocién de estabilidad de puntos de equilibrio.
Definicion 1.4. Sea x* un punto de equilibrio del sistema (1.1). Se dice que:
e x* es estable si dado € > 0 arbitrario existe 6 > 0 tal que
[1x(t0) = x*[| < 6 = [|x(r) —x7|| <&,
paratodo t > 0.

e x* es asintdticamente estable si es estable y ademas si existe 7 > 0 tal que

*

Ix(t0) — 'l < = lim x(1) =x"

6



e x* es inestable si no es estable.

Esta definicion nos dice que para probar que un punto de equilibrio es estable, si dado cualquier
valor de € > 0, debemos determinar un valor 0 > 0 (que puede depender de €), tal que la trayectoria
que inicia en un entorno del punto de equilibrio de radio €, nunca salga del entorno. Es decir, un
punto de equilibrio es estable si todas las soluciones del sistema que comienzan en puntos cercanos
del equilibrio, permanecen cerca de él. Un punto de equilibrio es asintticamente estable, si todas
las soluciones que comienzan cerca del equilibrio no solo permanecen estables, sino que también
convergen al punto de equilibrio cuando ¢ tiende al infinito.

Observemos que no todo punto de equilibrio estable es asintéticamente estable. Para ello

consideremos el siguiente sistema de ecuaciones

/
X = =)

/

y = x

Cuyo punto de equilibrio es (0,0) y la solucién del sistema se expresa como

=

—
=~

=

XpCOSt — ygsent,

y(t) = xpsent—+ypcost.

Luego, sea € > 0 arbitrario, entonces existe 6 > 5 tal que

€ £
0| <= -0 < =.
=0 <%, o0 <%
Y ademds se verifica que para todo ¢ > 0.
E &
[l¥o = O[} = [lxo cos — yosent|| < [lxo cost|| + [lyosent|| < [lxoll + [lyoll < 5 +5 =&,

™

£
Iyo = Oll = |lxo sent +yo cost|| < [|lxosent|| + [lyo cost[| < [lxol| + [lyo[| < 5 + 5 =

Por ende, (0,0) es estable. Ahora, sea 7 > 0 tal que ||x(7)|| <7y ||y(f)|| < 1, entonces

11 t— t) =
;JTOO(XOCOS yosent) = oo # 0,

lim (xosent cost) = o0 #£ (.
Jim (xosent +ypcost) = oo #
Por lo tanto, (0,0) no es asintdticamente estable.

A continuacién, introduciremos una definicién que nos permitird discutir, mds adelante, sobre la

persistencia de la enfermedad.

Definicion 1.5. Seax* € R, un punto de equilibrio del sistema (1.1). Decimos que x* es globalmente

asintéticamente estable si x* es estable y si, Vp > 0 tal que
[e— * { f— *
Ix(to) —x*]| < p = lim x(r) ==

7



Esta definicién nos dice que el sistema alcanzard el punto de equilibrio desde cualquier punto inicial

posible.
Ejemplo 1.8. Consideremos el sistema
¥ =x(1—-x) (1.5)

cuyos puntos de equilibrio son x* = 0 y x* = 1. Notemos que x* = 1 es estable y asint6ticamente
t

l—cle"

estable, donde las condiciones iniciales del sistema se expresa como x(t) = Sin embargo,

no es global, esto se debe a que la condicion inicial x(z) = 0 cumple
01

Por lo tanto, al tener al menos un valor inicial que no converga al punto de equilibrio x* = 1, este

no es globalmente estable.

1.3.1. Anadlisis de estabilidad

Para determinar si el punto de equilibrio x* € R es estable o inestable estudiamos el signo de la

derivada de f(x) evaluada en x*, con lo cual tenemos el siguiente resultado.
Teorema 1.1. Sea x* el punto de equilibrio del sistema (1.1). Se dice que

e Si f'(x*) <0, entonces x* es estable.
e Si f'(x*) >0, entonces x* es inestable.
Demostracion. La demostracién de este teorema se encuentra en (Garfinkel et al., 2017, p. 135) [ |

A continuacién, utilizaremos este resultado al estudio de la estabilidad de los puntos de equilibrios

de la siguiente ecuacion.

Ejemplo 1.9. Retomamos la ecuacion (1.4). Ademds suponemos r = 1. Asi,

donde

cuya derivada es

F=1-="
Vemos que
FO=1-29 120 pu=1-%__i<o

k

Por el Teorema 1.1 deducimos que x* = 0 es inestable, mientras que x* = k es estable.



Si f'(x*) =0, el Teorema 1.1 no proporciona ningun criterio sobre la estabilidad del punto. Sin
embargo, puede suceder que el punto de equilibrio es estable, asintéticamente estable o inestable.

Para ello tomemos la siguiente ecuacién diferencial
X =(x—2)2,
cuyo punto de equilibrio es x* = 2, y ademas
() = £12) =2(x~2) =0.
En este caso, f(x) es positivo, por lo que las flechas se alejan del punto como se puede ver en la
Figura 4-1. Asi x* = 2 es inestable.

—_—)y —

T =2

Figura 4-1: Linea fase de la ecuacién ¥’ = (x —2).

Fuente: Gutiérrez, Iskra, 2022.

Este ejemplo muestra que si la derivada de f en el punto de equilibrio es nula, el punto de equilibrio
puede ser inestable.
Ahora consideremos el sistema

/
X =—x,

cuyo punto de equilibrio es x* = 0y f'(x) = —3x>. Donde
7o) =o0.

En este caso, f(x) es negativo, por lo que las flechas se acercan al punto como se puede ver en la

Figura 5-1. Asi x* = 0 es estable. Esta ecuacién muestra que a pesar que la derivada de f en el

=il
Figura 5-1: Linea fase de la ecuacién ¥’ = —x°.

Fuente: Gutiérrez, Iskra, 2022.

punto de equilibrio es nula, el punto de equilibrio es estable.
Ahora pasamos a estudiar la estabilidad de puntos de equilibrio en sistemas de ecuaciones
auténomas, en donde aparecen otros criterios de estabilidad, entre ellos la matriz jacobiana y

las funciones de Lyapunov.



1.4. Matriz Jacobiana y condiciones de estabilidad

El siguiente resultado nos da condiciones de estabilidad en un sistema de ecuaciones.

Teorema 1.2. Sea x* € R" un punto de equilibrio del sistema, donde f : Q — R" es una funcion
continuamente diferenciable y QO C R" es un abierto del origen. Ademds, A la matriz jacobiana

asociada a f. Donde

Ifilx*)  Ifix¥) 9fi(x")
oxy 0x) T 0x,,
oIft)  dpkt)  dhk)
Ay =| o P, (1.6)
Ifalx*)  Ifulx") 9 fu(x*)
aX] axz e axn

Sea A; con i =1, ...,n valor propio de la matriz A. Entonces,

e Para todo A; tal que Re(A;) < 0 entonces x* es asintdticamente estable.

e Si al menos hay un A; tal que Re(A;) > 0 entonces x* es inestable.
Demostracion. La demostracion de este teorema se encuentra en (Yépez, 2013, p. 16) [ |

Determinaremos la estabilidad de los puntos de equilibrio de los siguientes sistemas a través del

criterio de la matriz jacobiana.

Ejemplo 1.10. Sea el sistema

XYoo= -1,

/

y o= l-y

Cuyos puntos de equilibrio son (1,1) y (—1,1). La matriz jacobiana asociada al sistema viene dada

por
2x 0
Alx) =
0 -1
Evaluando en el punto (1,1) se tiene que
2 0
A(1,1) =
0 -1

Asi, los valores propios de esta matriz son ; = —1y A4, = 2, donde Re(A;) > 0y Re(A;) < 0. Por
ende, (1,1) es inestable.

Mientras que, evaluando en el punto (—1, 1) tenemos que

-2 0
A(-1,1) =
0 -1
Cuyos valores propios son 4} = —1y A, = —2, donde Re(A;) < Re(A;) < 0 lo que implica que el

punto (—1,1) es asintéticamente estable.
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Ejemplo 1.11. Tenemos el sistema

¥ o= x*—1,
y o= -y-1
7 = 12—-6z

el cual tiene como puntos de equilibrio (1,—1,2) y (—1,—1,2). La matriz jacobiana asociada al

sistema viene dada por

—2x 0 0
Alx) = 0 -1 0
0 0 -6

2 0 0
A,-1,2)=( o -1 o |,
0 0 -6

cuyos valores propios son A} = —1, Ay = =2y A3 = —6. De donde Re(A3) < Re(A2) < Re(A1) <0

lo cual implica que (1,—1,2) es estable. Por otro lado,

20 0
A-L,-1,2)=1 0 =1 0 ,
0 0 -6
cuyos valores propios son A; =2, A, = —1 y A3 = —6, como Re(A;) > 0 entonces el punto

(—1,—1,2) es inestable.

Para esta tltima parte, vamos a considerar otro método para el estudio de la estabilidad de un punto
de equilibrio que se denomina Método de Lyapunov. Este método nos permitird estudiar, m4s alld
de la estabilidad de los puntos de equilibrio, el comportamiento asintético de las soluciones en
casos en los que no podemos concluir, en particular cuando los valores propios son cero o tienen

parte real nula.

1.5. Funciones de Lyapunov

En lo que sigue supondremos que x* = 0 es el punto de equilibrio del sistema de ecuaciones. A

continuacién, introducimos las siguientes definiciones:

Definicion 1.6. Sea E(x) : @ — R una funcién real continuamente diferenciable definida en Q C R”

un entorno que contiene a x* = 0, entonces se dice que E es
e Definida positiva si

11



E(0)=0yE(x) >0, Vx#0.
o Semidefinida positiva si

E(0)=0yE(x) >0, Vx#0.
o Definida negativa si

E(0)=0yE(x) <0, Vx#0.
o Semidefinida negativa si

E(0)=0yE(x) <0, Vx#0.

Notése que la funcién E(x,y) = x> +y? , verifica que E(0,0) =0y E(x,y) > 0. Por ende es
semidefinida positiva. Mientras que la funcién E (x,y) = — (x —y)? verifica E(0,0) =0y E(x,y) <0
asi es semidefinida negativa.

A partir de la nocidén de definida positiva, enunciamos la definicién de funcién de Lyapunov.

Definicion 1.7. Sea x* € R” un punto de equilibrio del sistema de ecuaciones. Se dice que E(x) es

una funcién de Lyapunov si:
e E(x) es definida positiva.
e La funcién E'(x) = VE(x) - f(x) = %—E - f es semidefinida negativa.

Ejemplo 1.12. Tomemos el siguiente sistema

XYoo= y—x,

1.7

y o= —x=y

y E(x,y) = x5 4 3y?. Verifiquemos si E es en efecto una funcién de Lyapunov. Observemos que:

e E£(0,0) = (0)°+3(0)> =0y E(x,y) = x° +3y? > 0 entonces E es definida positiva, mientras

que

e E'(x,y) = —18x> — 12y? < 0, entonces es semidefinida negativa.

Por tanto E es una funcién de Lyapunov.

Para el estudio de la estabilidad de los puntos de equilibrio de sistema de ecuaciones, tenemos el

siguiente criterio conocido como el Método Directo de Lyapunov.
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1.5.1. Condiciones de estabilidad de Lyapunov

Teorema 1.3 (Teorema de Lyapunov). Sea x* = 0 € R" un punto de equilibrio del sistema de

ecuaciones.Se tiene las siguientes afirmaciones

e Si E(x) es una funcion de Lyapunov para el sistema, entonces el x* = 0 es estable. Ademds, si

esa funcion verifica que E'(x) es definida negativa, entonces es asintéticamente estable.

e Si existe una funcion E(x), entonces el punto de equilibrio x* = 0 es inestable si satisface las

siguientes propiedades:

1. E(x) es continua y tiene derivadas parciales de primer orden en alguna region que contiene al

origen.

2. E(0) =0, y cada circulo centrado en el origen contiene al menos un punto en el que E(x) es

positiva.
3. Si E'(x) es definida positiva.
Demostracion. La demostracién de este teorema se encuentra en (Yépez, 2013, p. 20) [ |

La funcion E(x) del teorema anterior recibe el nombre de funcién de Lyapunov. Ademas, el teorema
también se puede aplicar a puntos de equilibrios distintos a cero, basta con trasladarlos al origen
mediante un cambio de coordenadas y ademds, se cumplan todas las hipétesis alrededor de dicho
punto.

En los ejemplos siguientes, determinaremos la estabilidad de puntos de equilibrio de acuerdo a

Lyapunov.
Ejemplo 1.13. Consideremos el sistema

¥ o= y+ax,

y = x
Sea E(x,y) = x*> — y* definida sobre Q = {(x,y) € R?: x > 0,|y| < x}. Vemos que el punto
de equilibrio es (0,0). Y se verifica que: E(x,y) = x> —y* > 0 puesto que (x,y) € Q y
E'(x,y) = 2x(y +x3) + (=2y)x = 2xy + 2x* — 2xy = 2x* > 0.

Por tanto, tenemos que es definida positiva y por ende (0,0) es inestable.

Ejemplo 1.14. Retomando el sistema



y sea E(x,y) = x® 4 3y? una funcién de Lyapunov definida en R?. Notemos que el punto de
equilibrio es (0,0) Observemos que: E(x,y) =x%+3y? > 0y E’(x,y) = —18x*> — 12y? < 0, entonces
es semidefinida negativa.

Por tanto (0,0) es asintéticamente estable.

Ahora, presentaremos un resultado que nos permitird ofrecer una condicién suficiente para la

estabilidad global de un punto de equilibrio.

Teorema 1.4 (Teorema de invarianza de LaSalle). Sea x* € R un punto de equilibrio, sea x una
solucion global y acotada del sistema tal que {x(t) :t > 0} C Uy sea V : R" — R una funcion de
Lyapunov para el sistema tal que
lim V(x) = oo
[lc[| =
entonces x* es globalmente asintoticamente estable.

Demostracion. La demostracion de este teorema se encuentra en (Serén y Braslavsky, 2000, p. 91)

Este teorema de LaSalle no requiere que la funcién V sea definida positiva, nos permite concluir

que el punto de equilibrio es asintdticamente estable.
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CAPITULO 11
2. MARCO METODOLOGICO

En este capitulo, explicaremos el Método de Matriz de Siguiente Generacién, a partir del cual
se obtiene el ndmero bdsico de reproduccion, Ry. Ademds, presentamos diferentes modelos

epidemioldgicos en los cuales aplicaremos este método y asi obtener su respectivo Ry.
2.1. Nuamero basico de reproduccién

En esta seccién se presenta uno de los conceptos mds importantes en epidemiologia, el cual es un
pardmetro que nos permite conocer el potencial progresivo de una enfermedad infecciosa dentro de
una poblacién, a este pardmetro se le conoce como nimero bésico de reproduccion y denotado Ry.
Conocer R( es importante puesto que nos permite tener un criterio acerca de la aparicién de
una epidemia, es decir, nos permite establecer un umbral donde la enfermedad se propagara o

desaparecera.
2.1.1. Historia del niimero bdsico de reproduccion

Presentamos ahora, un breve resumen histérico del nimero béasico de reproduccién en el que se
explican los diferentes pasos que condujeron a su definicién matematica.

La nocién del nimero bésico de reproduccidn, procede originalmente de la demografia y la ecologia.
El primero en introducir este concepto fue R. Bockh (Bsckh, 1886 ) en 1886 cuando traté de calcular
el nimero promedio de crias nacidas por una hembra durante su vida. En 1925, L-J. Dublin y A.
Lotka (1925, p. 313), propusieron la primera férmula matemadtica vinculado al trabajo de R. Bockh, la

Cual Se expresa CcOomo:
Ro— / P(a)B(a)da,
0

donde P(a) es la probabilidad de supervivencia de las hembras en funcién a la edad y (a) la
tasa de fecundidad. De este cédlculo se obtiene como resultado el ndmero de crias que una hembra
produce durante toda su vida.

En este punto, vemos que la definicién de Ry tiene relacién con la demografia, pero atin no es un
concepto epidemioldgico. El vinculo con la epidemiologia se atribuye a R. Ross (Ross, 1911), quien
publicé a principios del siglo XX, una serie de libros dedicados al estudio de la propagacién y el
control de la malaria el cual desarroll6 un modelo matemdtico de esta enfermedad donde mostré

que la malaria podia ser erradicada siempre que el nimero de mosquitos por persona se situard por
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debajo de un valor umbral, es decir, no era necesario eliminar a todos los mosquitos sino que solo
era suficiente con reducir su densidad en la poblacidn, este resultado, se lo conoce como “Teorema
del mosquito” o “Teorema de Ross”.

Luego, Kermack, W. O.; & Mckendrick, A. G. (1927, p.700) en 1927 se propusieron ampliar
el concepto de umbral para enfermedades infecciosas, desarrollando el famoso modelo SIR
relacionado a la peste bubénica de 1905. A principios de los afios 30, se introdujo el concepto
de umbral en la epidemiologia, sin tener ninguna conexién con la demografia y la nocién de
formulacién de la reproduccion. Fue hasta 1952, donde G. McDonald (1952, p.815) define al nimero
basico de reproducciéon como “El nimero de infecciones distribuidas en una comunidad como
resultado directo de la presencia en ella de un tinico caso primario no inmune”.

A raiz de una serie de articulos publicados en el campo durante los afios 70, se introduce, finalmente
en 1982, la definicion del Ry desde el punto de vista epidemioldgico, la cual queda de la siguiente
manera: “Es el nimero promedio de infecciones secundarias producidas por un individuo durante
su periodo infeccioso en una poblacién totalmente susceptible” (Perasso, 2018, p. 126).

Finalmente, en 1990, O. Diekmann, J. A. P. Heersterbeek y J. A. J. Metz (1990, p.366) dieron
la definicién matemdtica de Ry a través del valor propio dominante de la Matriz de Siguiente
Generacion, el cual se basa en el estudio de la estabilidad de un punto de equilibrio, denominado ,
equilibrio libre de enfermedades, de un sistema epidemioldgico, de donde se desprende que: “El
nimero de nuevas infecciones producidas por un individuo infeccioso tipico en una poblacién en

un equilibrio libre de enfermedad”.

2.2. Modelo epidemiolégico SIR

En 1927, W. O. Kermack y A. G. McKendrik desarrollaron el modelo SIR del cual ajustaron los
datos recogidos de la peste de Bumbay de 1906. La formulacién de este modelo se basa en algunas
suposiciones, una de ellas consiste en dividir la poblacién en tres compartimientos en Susceptibles
(), Infectados (I) y Recuperados (R), donde:

S: Representa a los individuos que estdn sanos pero pueden contraer la enfermedad.

I: Es el nimero de personas que han contraido la enfermedad y son capaces de transmitirla a
personas susceptibles con las que entra en contacto.

R: Son aquellos individuos recuperados luego de contraer la enfermedad y han desarrollado algin
tipo de inmunidad. Cabe sefialar que en este compartimiento, también, se considera a aquellos que
han muerto por la enfermedad, esto se debe a que suponemos que la poblacién es constante.

Como el nimero de compartimientos evoluciona con el tiempo, entonces, consideramos a S(¢), 1(?)
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y R(t) como funciones que dependen de #, para todo ¢t > 0. De tal manera que
N(t) =S(t)+1(t) +R(t),

que representa la poblacién total y asumiremos que es constante.

Luego, se describe la dindmica que existe entre los compartimientos S, / y R. Cuando un individuo
susceptible entra en contacto con un individuo infeccioso, el individuo susceptible se convierte en
infectado con cierta probabilidad y pasa al compartimiento de infectados. Por lo que la poblacién
de individuos susceptibles disminuye y el nimero de infectados aumenta por ¢ unidad de tiempo.

Asi, el modelo SIR, se construye de la siguiente manera:

e La contaminacién de los susceptibles se produce por una tasa § > 0, llamada constante de
transmision, la cual es proporcional al producto de individuos susceptibles e infecciosos, es decir,

BSI. Por ende,
28'(t) = —BI(t)S(1). 2.1
El signo negativo representa la perdida de individuos susceptibles.
e Los individuos susceptibles que llegan a ser infectados pasan a I, con lo cual, BSI representa la

tasa de ganancia de individuos infecciosos. Por otro lado, tenemos una tasa de recuperacién y > 0,

por lo tanto Y/ es la salida de los individuos recuperados. Asi, obtenemos

I'(t) = BS()I(r) = ¥I(z). (2.2)

Donde los individuos que se recuperan dejan el compartimiento / y se mueven hacia el

compartimiento R, entonces
R'(t) = vI(1). (2.3)

De (2.8), (2.2) y (2.3) obtenemos el siguiente sistema de ecuaciones conocido como el modelo de

Kermack-McKendrick

§() = —=BSIQ),
I'(t) = BS)(r)—vI(t), (2.4)
R(r) = vI(1).

Con condiciones iniciales S(0) = Sp >0, 1(0) =Ip > 0y R(0) = Ry > 0 con 3,y € [0, 1] constantes
positivas.

Abhora, es de nuestro interés conocer si la infeccion se propaga en la poblacién y como evoluciona
en el transcurso del tiempo, es decir, si es que su agresividad aumenta o disminuye. Consideraremos

el compartimiento de los infectados 7 en el tiempo 7y = 0, en el que tenemos dos casos:
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e SiI'(r) > 0 en 1, entonces

I'0) =Ip(BSo—7) >0

de donde Sy > Z, y lo que nos indica que

B

@ > 1. (2.5)

En este caso, la tasa de infectados es mayor a la de recuperados, por lo que habra una epidemia.

e SiI'(r) < 0en f. entonces, tenemos

1I'(0) =Io(BSo—7v) <0,

donde obtenemos Sy < Z, entonces

B

FSo < 1. (2.6)

Asi vemos que el nimero de recuperados es mayor a la de infectados, entonces no hay epidemia.

Con lo anterior, podemos deducir que la enfermedad tiende a desaparecer si los infectados tienen
mds probalidad de morir o conseguir inmunidad antes de poder transmitir la enfermedad a otro
individuo, asi habrd mayor nimero de recuperados con respecto a los infectados y de esta manera
se controla la propagacién de la enfermedad. A partir de (2.5) y (2.6) se define

_ B3
,}/7

Ry 2.7)

el cual es denominado el nimero bésico de reproduccion.
A continuacién, presentamos la grafica del modelo SIR considerando los valores: Sy = 7900000,

Ih=10,=05yy=1/3

12
= Susceptibles
Infectados

10 Recuperados con immunidad

vk:}

Numero {1000000s)
(=]
(=1

0o o 20 40 &0 80 100 120 140 160

Tiempo /dias

Figura 1-2: Gréfica del modelo SIR.

Fuente: Gutiérrez, Iskra, 2022.
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Este método para cdlcular el nimero bésico de reproduccién se basa en andlizar las ecuaciones
que gobiernan el sistema, sin embargo, para modelos mds complejos aplicar esta idea ya es mas
dificultoso, por ello, a continuacion, presentamos el Método de Matriz de Siguiente Generacion,
el cual se basa en un estudio solo de los compartiemntos infectados y por ende nos permitird un

calculo mas eficiente del Ry.

2.3. Matriz de Siguiente Generacion

En esta seccién, explicaremos el método de la Matriz de Siguiente Generacién, a partir de la cual
se dard la definicién matemdtica para Ry.

Describiremos la técnica utilizada para la construccién de Matriz de Siguiente Generacidn propuesta
por Diekmann, O., Heesterbeek, J. A. y Roberts, M. G. (Dieckmann et al., 2010).

Recordemos que una poblacién estd dividida en n compartimentos, al cual partiremos en dos grandes
grupos: un grupo de infectados y otro de no infectados, donde los m primeros compartimientos
estan formados por los individuos no infectados, mientras que los n — m compartimientos estan

destinados a los individuos infectados. Por ende, la poblacién viene dada como

X=(X1,X2y ey Xm s Ximt1yeeosXn), (2.8)

no infectados infectados
donde, cadax; > 0coni=1,...,n, representa la cantidad de individuos en el compartimiento i en
el tiempo .
Ahora, consideremos que la dindmica de una enfermedad infecciosa esta descrita por la ecuacion

diferencial
X (1) = f(x(1)), 2.9)
donde f: R" — R", la cual tiene la siguiente descomposicién
f(x) =F(x) +V(x),

donde V(x) =V (x) =V~ (x).
Tomemos el compartimiento x;, del cual se hace un balance de lo que entra y sale de este, por lo

tanto definimos:

e Fi(x) el flujo de nuevos infectados en el compartimiento i. Se trata de nuevas infecciones,

obtenidas por cualquier tipo de transmisién.

e V;(x) los flujos de entrada y salida que se da en cada compartimiento, y estdn dados por
Vi(x) = Vi (x) = Vi (x),
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con V (x) los flujos de entradas relacionados con el compartimiento i. Es decir, lo que viene
de otros compartimientos sin relacion a la infeccion (desplazamiento, envejecimiento, etc.).
Mientras que V; (x) los flujos de salida relacionados con el compartimiento i. Se refiere a los

compartimientos de recuperados o muertos debido a la enfermedad.

Asi, el sistema (2.9) se expresa como
xi(t) = Fi(x) + Vi (x) = V; (x), i=1,...,n (2.10)

Ahora, definimos x; el conjunto de todos los estados sin infeccidn, es decir, una poblacién
susceptible, como:

Xs ={x |xXpy1 = ... =x, =0}. 2.11)

A partir de este conjunto, observamos que se puede determinar un punto de equilibrio para el
sistema (2.9). En efecto, tenemos que x; es fijo para i < m, mientras que para i > m se tiene que

x; = 0. Por lo que, el punto de equilibrio de una poblacién sin enfermedad se expresa como:

K [k k *
X' = (x],X%5, .., X,

0,...,0). 2.12)

Este punto de equilibrio se lo denomina como Disease-Free Equilibrium (Equilibrio Libre de
Enfermedades) y se denota como DFE.

Por otra parte, para las funciones J;(x), V;"(x) y V; (x) se dan las siguientes hipGtesis:

(H1) Como cada funcién representa una transferencia dirigida de individuos, todas deben ser no

negativas. Es decir,
six; >0 entonces F;(x), Vi (x), V; (x) >0 para i=1,...,n.

l

(H2) Cuando un compartimiento de infectados estd vacio, no tenemos transferencia de individuos

fuera de ese compartimiento. Por ende,
si x;=0 entonces V; (x)=0 para i=m+1,...,n

(H3) Los primeros m compartimientos corresponden a individuos no infectados, por tanto, no hay

nuevas infecciones en los compartimientos con indice i < m. Asi,
Fi(x)=0 para i=1,...,m.

(H4) Si la poblacién estd en un estado libre de la enfermedad, es decir, no hay portadores de la

enfermedad entonces no aparecerdn nuevos casos ni transferencias de infeccién. Por tanto,
si x* es un punto DFE, entonces F;(x*) =0, V" (x*) =0 parai=m+1,...,n.
La hipétesis, a continuacion, es un tecnicismo que relaciona a la estabilidad.
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(H5) Si F(x) = 0 para todo x, entonces todos los valores propios de la matriz jacobiana del sistema
(2.9) tienen partes reales negativas. Es decir, ausencia de una nueva infeccion, la poblacién estd en

un equilibrio asintéticamente estable.

A partir de las hipétesis (H1) - (H5) y el punto DFE dado por x* = (x},x3,...,x},,0,...,0),
obtenemos el sistema linealizado de (2.10) en el punto x*, y se expresa como
Df(x") = DF(x*) +DV(x"). (2.13)
Donde,
IF | (x*) IF | (x*) 2T (x*) 2T (x*)
dx; 0x,, 0Xpmt1 0x,,
9F 1 (x*) 9F 1 (x*) 9F(x*) 0Fu(x*)
DF(x*) = ox X Xt 1 0x,, 214
O =1 a5 T () 9T () 0% 11 (x°) 19
dx| X axm+1 Ix,
T, (") AT, (") AT, (x*) 3T, (x*)
8)“ z?xm 3xm+1 axn
. . . ., . 89’, (x*)
Notemos que por (H3), los m primeros compartimientos no hay infeccioén, es decir, F) =0
Aj
. . . F;(x*) .
para i < m. Por otro lado, al estar en el punto x* DFE se tiene que 3 =0 parai <myaque
Xi
no hay infeccion. Asi, la matriz (2.14) se reduce a
0 0 0 0
DF() 0 0 0 0
X =
9F e (x7) 9F e (x7)
0 R 7,
AT, (x*) AT (x*)
0O --- 0 T . s

Abhora nuestro interés es estudiar a la enfermedad en los comportamientos infectados, para ello

notamos que la matriz precedente se puede observar como

0
DF(x*) = (2.15)
0 F
Donde
0F;(x*
o950 (2.16)
(9)6 j

Por (H1) y (H4) obtenemos que la matriz I es no negativa.
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Adicionalmente, vemos que

aV(x*) aV(x*) dV(x*) IV (x*)

8X| 8x,,, 8xm+1 axn

IV (x*) IV (x*) IV (x*) IV (x*)
dxq . X . axmﬂ dx, . , (217)

Vi1 (x%) Vi1 (xF) Vg1 (x%) V1 (x%)
dxi X X1 x,,

IV, (x*) AV, (x*) AV, (x*) IV, (x*)
axl axm axrrH»l axn

la hipétesis (H4) nos indica que no hay transferencia de enfermedad a otros compartimientos por

IV;(x*) ) ) 3
loque ———— =0, parai >my j > m. Asi,
8x,-
IV (x*) IV (x*) IV (x*) aV;(x*)
0x1 X 0Xpmt1 dxy
IV (x*) IV (x*) IV (x*) AV (x*)
D’V (x* ) dxi X amerl dx,
IVp1 (x%) IVp1 (x%)
0 . 0 ﬁ . 3+7xln
IV, (x*) AV, (x%)
e I
Entonces, la matriz se puede ver de la forma
Ji h
DV(x*) = , (2.18)
0 Vv
donde
AV;(x*) AV;(x")
J=——-, = —", 2.19
1 e 2 ox, (2.19)
coni < my j>m;y lamatriz de los compartimentos infectados se expresa como
aV;(x*
V:&, j=m+1,... n. (2.20)
an

Como x* es el punto libre de enfermedad entonces por (H1), (H2) y (H4), la matriz V es una matriz
de Metzler, es decir, una matriz donde todas las componentes fuera de la diagonal principal

son no negativas. Luego, vemos que el sistema (2.13) se separa en dos matrices, las cuales

representan nuevas infecciones y las transferencias en compartimientos en un periodo de tiempo,

respectivamente.
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2.3.1. Deduccion de la matriz de siguiente generacion

A continuacién, indicaremos los pasos a seguir para la determinacion de la Matriz de Siguiente
Generacion. Para ello, introducimos un pequefio nimero de individuos infectados en una poblacién
susceptible, lo que nos conduce a decir que estamos en el equilibrio libre de enfermedad DFE.

Consideremos la dindmica de la poblacién cerca de los individuos infectados, para ello, tomemos

el sistema aproximado por su linealizacion alrededor del punto de equilibrio DFE x*.
X () =D(F +V)(x—x"). (2.21)

Para obtener el nimero de individuos infectados introducidos en la poblacién, entonces por las

hipétesis (H3) y (H4) tenemos que
Fi(x*)=0,parai=1,...,n.
Por lo tanto, el sistema (2.21) se reduce a
X (t) =DV(x—x"). (2.22)

A partir de este nuevo sistema, vamos a determinar el destino del pequefio grupo de individuos
infectados introducidos en la poblacién susceptible. Para ello, se define una funcién que representa
los nuevos individuos infectados.

Sea @(t) = (Qur1(t),-..,0a(¢))T, donde ;() con m+1 < i < n, el nimero de personas infectadas
que permanecen en el compartimiento i después de ¢ unidades de tiempo, y sea ¢(0) el vector del

ntimero de individuos infectados inicialmente en la poblacién. Partiendo del sistema (2.22) vemos

que
xi(t) —xi
IV (% av vV av
o (O) e G ) s e )
Xm (1) — X
OV (¥ OV ( OV (% Vi (% m
0 e O avm+l (x*) . aVerl (x*) '
9Xm+l Xn (P (t)
m-+1
3\7,, k& 8\7” %
O 0 ax1n+1( ) Txn(x ) (P (t)
n
Luego,
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iavglfc*)(xz-(t)—x;‘)Jr Z avalsc*)tpi(t)
i=1 1 i=m+1 i
b 2 i)+ ¥ T g
iy = | = i i i
¢ (t) a i anJrl(x*) (pi(t) 2.24)
i=m+1 (9)(,‘
" 9v (x
Z Va)(cl_ )(pi(t)

i=m+1

De la matriz anterior, solo tomamos la parte infectada, es decir, de los compartimentos m+ 1y

ademds, por (2.20) se deduce que

o Vi1 (x7)

Py () = @i(t)
" I’l;l (9)(,‘
lo que conduce al sistema
") = Vo),
¢'(1) (t) (2.25)
(p(O) = X0,
donde la solucién se expresa como
p(1)=C-e"
Utilizando la condicién inicial ¢(0), vemos que
o(1)=e"(0). (2.26)

Esta expresion muestra la trayectoria de un individuo infectado a través de los compartimientos
infectados desde la exposicion inicial hasta su recuperacién o muerte. Por lo tanto, la entrada

(i, j)-ésima de la matriz "’

, se puede interpretar como la probabilidad de que el individuo j,
introducido en el tiempo inicial (¢ = 0), se encuentre en el compartimento i en el tiempo ¢. Asi, el
tiempo esperado que el pequefio grupo de individuos infectados pasa en cada compartimento viene

dado por la integral

/ " p(t)di = / " 0(0)e"dt = —p(0)V . 2.27)
0 0

Donde la (i, j)-ésima entrada de la matriz V~! es el tiempo esperado que un individuo inicialmente
introducido en el compartimiento infeccioso j pasa en el compartimiento i.
Ahora, como F es el factor de aparicién de las nuevas infecciones en un corto periodo de tiempo,

integramos F¢(¢) para obtener el nimero esperado de nuevas infecciones que se producen por los
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individuos infectados inicialmente, obteniendo asi

/ ooIF(p(t)dt = —@(0)FV!, (2.28)
0

donde la entrada (i, j)-ésima de la matriz F es la tasa en la cual el individuo infectado del
compartimiento j produce nuevas infecciones en el compartimiento i.

Por tanto, la (i, j)-ésima entrada de —FV~! se interpreta como el valor medio de nuevos infectados
en el compartimiento i producido por los individuos infectados del compartimento j. Asi, se define
la matriz

K=-Fv! (2.29)

la cual se denomina Next-Generation Matrix (Matriz de Siguiente Generacion).

Observemos que [ es no negativa y V una matriz de Metzler, lo cual implica que —V~! es
no negativa (Diekmann y Heesterbeek, 2000, p.35). Por tanto, —FV~! es una matriz no negativa.
Mencionamos, adicionalmente que esta definicion difiere de la de Van Den Driessche et al. (2002, pp.

30-32), puesto que se considera la descomposicién
xi(x) = Fi(x) — Vi(x) (2.30)

con V;(x) = V; (x) — Vi (x). Definiendo asf la Matriz de Siguiente Generacién como K = FV~1.
Pero esta diferencia se debe a que Van Den Driessche aplica la teoria de M-matrices, mientras que
Diekmann utiliza la teoria de matrices de Metzler. Y adicionalmente, al usar la descomposicién
(2.30) se va a evidenciar que es mas sencillo abordar la invertibilidad de V~! y la no negatividad de

FV~! desde el punto de vista de las matrices de Metzler que desde la teorfa de M-matrices.
2.4. Definicion del Niimero basico de reproduccion

Ahora ya estamos en capacidad de definir formalmente el nimero bésico de reproduccion, pero sin

antes, dar las definiciones siguientes:

Definiciéon 2.1 (Radio espectral). Llamamos radio espectral de una matriz A de n x n, al valor

maximo de sus valores propios, es decir

p(A) = mix |1,

1<i<n

donde los A; son valores propios de la matriz A.

Definicion 2.2 (Mddulo de estabilidad). Sea A una matriz n X n, se define al médulo de estabilidad
como

0(A) = max{Re(A) : A es un valor propio de A}.
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Recordemos que las entradas (i, j) de K = —FV~!, representan el nimero esperado de nuevas
infecciones producidas en i por un individuo inicialmente infectado j, entonces tiene sentido pensar
que Ry representard la entrada mas grande de K. Entonces, a partir de la nocién de la Matriz de

Siguiente Generacién, Diekmann et al. (1990, p.368) dan la siguiente definicién matematica de Ry.

Definicion 2.3 (Numero bésico de Reproduccién). Si a(V) < 0 entonces el nimero bdsico de

reproduccion relacionado con el punto DFE del sistema (2.9) se define como
Ry=p(-FV1. (2.31)

En otras palabras, Ry es el valor propio mas grande en médulo de la Matriz de Siguiente Generacion.
Con tal definicién mostraremos a continuacién un resultado principal que se refiere a la estabilidad
del punto DFE y que tiene una implicacion epidemioldgica relevante, algo que los resultados de

Ross anunciaban.
2.5. Estabilidad del punto de equilibrio libre de enfermedades (DFE)

Antes de establecer la estabilidad del punto de equilibrio DFE, se necesita revisar los siguientes
resultados:
El teorema que se menciona a continuacién nos permitird demostrar la existencia del radio espectral

de la Matriz de Siguiente Generacion.

Teorema 2.1 (Teorema de Perron-Frobenius). Si A es una matriz no negativa entonces r es el valor

propio mds grande de A es decir || < r, donde A son valores propios de A.

Teorema 2.2 (Teorema de Varga ( 1960, p. 122)). Sea A una matriz de Metzler. A es de la forma
A=M-—-N

donde M es invertible con M—', N no negativas y A~" positiva. Entonces

_ p(A~'N)
MIIN)= " 2 <.
PIMN) = STy
Demostracion. La demostracion de este teorema se encuentra en ( Varga, 1960, p. 122). [ |

Para nuestros fines, notemos que A :=F+V =V +F =V — (—F), donde V es de Metzler y FF es
no negativa. El teorema anterior muestra que todos los valores propios de A son negativos si y solo
si el radio espectral de la matriz —FV~! es menor a 1.

También necesitamos el resultado auxiliar siguiente.
Lema 2.1. Si a(F+V) =0siysolosi p(-FV~1) =1
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Demostracion. La demostracion de este Lema se encuentra en (Diekmann et al., 2010, p.884) |
A continuacién, presentamos el resultado principal referente a la estabilidad del punto DFE.

Teorema 2.3. Sea x* un Disease-Free Equilibrium. Entonces si Ry > 1 el punto x* es inestable.

Mientras que si Ry < 1 el punto x* es estable.

Demostraciéon. Recordemos que K = —FV~! es no negativa. Asi, por el Teorema de Perron -
Frobenius tenemos la existencia del radio espectral de la matriz —FV~!, es decir, Ry = p(—FV~!).
Por otra parte, retomando el sistema linealizado alrededor del punto de equilibrio libre de

enfermedad x*, vemos que

Df(x") = DF(x")+DV(x*)

0 0 N
= +
0 F 0 Vv
I
0 F+V

Por el Teorema de Lyapunov sabemos si la parte real de todos los valores propios de Df(x*) es
negativa, entonces x* es estable, caso contrario, si existe un valor propio con parte real no negativa
implica que x* es inestable. Ahora bien, analicemos que sucede con los valores propios de Df(x*),
es decir, debemos estudiar el signo del médulo de estabilidad de J; y F+ V.

Supongamos que a(J;) > 0, entonces el punto x* es inestable. Ahora, si asumimos que o/(J;) < 0,
tenemos analizar el signo de los valores propios de F + V.

Luego, definimos la matriz
A=F+V=V4+F=V—(-F).
Supongamos que si &(A) < 0. Siendo V=A —F y A invertible, podemos escribir
~FV = _-FA-F)"'=-FA ' (1-FA™").

Denotamos G = —[FA~! una matriz positiva. Si A j»con j=1,...,n es el valor propio de la matriz

G, entonces, por definicién Gv = A v, con v > 0 un vector propio de G. Asi, se obtiene

A
~FV lv=G(I+G) 'v= "L,
1— A,

asi, por el teorema por el Teorema de Perron - Frobenius existe p(G) tal que A; < p(G) y ademds,

notemos que la funcién A — % es creciente, entonces por el Teorema de Varga

p(—Fv-y= POy

~ 1-p(G)

27



Por tanto, x* es estable si ot(F+V) < 0 <= p(—-FV~1) < 1.

Por otra parte, por el Lema 2.1 sabemos que
a(F+V)=0<=p(-FV 1) =1,
entonces, por continuidad de matrices obtenemos que
a(F+V) <0+ p(-FV <.

Asi, utilizando el antereciproco de la expresién anterior se tiene que si p(—FV~!) > 1, entonces

o(F+V) > 0 siempre que a(J;) < 0. Lo cual implica la inestabilidad de x* . [

Notemos que la condicién de estabilidad cuando Ry < 1 se cumple bajo las condiciones de ¢t (J;) <0
y o(F+V) <0.

La interpretacién bioldgica de este teorema es que si el nimero bdsico de reproduccién es superior
a uno habrd un brote de infeccién, lo que causard una epidemia, mientras que si es inferior a uno, la

enfermedad desaparecerd con el tiempo.
2.6. Calculo de Ry en modelos epidemiolégicos

Con la definicién del Ry y el criterio de estabilidad para el punto de equilibrio libre de enfermedad,
presentamos la aplicacién del Método de Matriz de Siguiente Generacidn en los siguientes modelos

epidemioldgicos.
Calculo de Ry del Modelo SIR

Retomemos el modelo SIR (2.4)

S'(t) = —BS(OI{),
I't) = BS@OI(t)—7yi(t),
VI(t)

X
—~
~
~—

Primero vamos a determinar el punto de equilibrio del sistema:
_ﬁS([)I(t) - 07

BS()I(1)—yi(t) = O, (2.32)
vi(t) = O.

Recordemos que para obtener el punto DFE, se considera una poblacién que no tiene infeccidn,

es decir el compartimento infectado /(¢) = 0, asi el punto de equilibrio viene dado de la forma

x* = (80,0). Luego, procederemos a identificar los flujos de nuevos infectados &, y los flujos de
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entrada y salida de V, de este modelo. Asi

F(x) = (BS(t)I(t)>, V*(x) = (0) . V()= <fy](t)>. (2.33)

Asi,
DF() = (Bs(r)), DV() = (—y). (2.34)
Evaluando en el punto x*, tenemos
= (pm). v ()
donde
—1 — _l
vol= (1), (2.36)
Asi, la Matriz de Siguiente Generacion es
S
K= —Fv1 =P, (2.37)
Luego, Ry viene dado como
S
Ro=p(K) = ﬁyo (2.38)

Recordemos que en la seccidn 2.3., para estimar el Ry de este modelo se desarrollé un andlisis
completo de cada compartimiento. Mientras que con la aplicacién de la Matriz de Siguiente
Generacion solo nos hemos centrado en el compartimento infectado. Si bien es cierto, en este
modelo emplear cualquiera de estos métodos no implica ningtin problema, sin embargo, cuando
nos presentamos ante un modelo mds complejo, es més ventajoso utilizar el Método de Matriz de

Siguiente Generacion.

Modelo SEIR

Otro tipo de modelo que se utiliza en epidemiologia es el modelo SEIR, el cual considera un
nuevo compartimiento formado por aquellos individuos que estdn infectados, pero no transmiten
la enfermedad, ya que los virus o bacterias que provocan la enfermedad necesitan un periodo de
incubacion, a este compartimiento se lo conoce como Latentes, E.

En este modelo SEIR, consideramos una poblacién constante N(t) = S(z) + E(¢) +I(¢) + R(z).
Donde las nuevas infecciones en el compartimiento £ se deben al contacto con individuos
susceptibles e infectados con una tasa BSI. Los individuos pasan del compartimiento E al
compartimiento / con una tasa K > 0 y desarrollan inmunidad a una velocidad y > 0. Ademds, para
simplificar el modelo se asume que la tasa de mortalidad i > 0 y la tasa de natalidad A > 0 es

constante.
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Por tanto, el modelo del SEIR viene dado por:

() = A—ps@)-BSMI),

Et) = BS(IW) — (u+K)E(), .
() = KE@)—(u+)I),
| R() = 71()—uRO).

Con condiciones iniciales S(0) = Sp > 0, E(0) = Ey > 0,1(0) =1, > 0y R(0) =Ry > 0.
Si tomamos los siguientes valores Ny = 10000, Sp = 99999, Ey =0, =1, =1, y=1/5,

Kk=1/7y u=A=0,obtenemos la grifica del modelo SEIR

12
10
Z 08 /
= —— Susceptibles
= Latentes
— 06
2 Infectadas
o - Recuperados con immunidad
E
S 04
=
02 £ A=
g o 20 40 60 80 100 120
Tiempo /dias

Figura 2-2: Grafica del modelo SEIR.

Fuente: Gutiérrez, Iskra, 2022.

Calculo de Ry del modelo SEIR

A continuacion, determinaremos los puntos de equilibrio del sistema

A—uS@)=BS@HI) = 0,
BS@)i(t) - (u+x)E(r) = 0,
KE(t) = (u+pI(1) = 0,
\ V() —uR(t) = 0

Notemos que E(¢) e I(¢) son los compartimentos infectados, por lo que E = I = 0, es decir, el punto
A
de equilibrio libre de enfermedad es x* = (So,0,0,0), donde Sy = ﬁ Entonces, la descomposicion

del modelo SEIR se expresa de la siguiente manera:

F(x) = pst , VHx) = 0 , V(x)= (u+r)E . (2.40)

0 KE (H+7)1
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Por lo que,

DF(x) = 0 BS , DV(x) = () 0 . (2.41)

0 0 K —(u+7)

Evaluando en el punto x*, tenemos que

0o b2 —(u+x 0
F= L), V= (1) : (2.42)
0 0 K —(u+7)
donde, |
- 0
vl= HEK - (2.43)

(H+K)(H+y)  p+y

Asi, la Matriz de Siguiente Generacion estd dada por

B BAx BA
K=-Fv'=_|[ wp+e)uty u+y|. (2.44)
0 0
Donde el radio espectral de K es
BAx
Ro=p(K)= . (2.45)
0P L )

A continuacion, nuestro interés se enfoca en el estudio de la estabilidad del punto x* = (S,0,0,0).

Asfi pues consideremos la matriz jacobiana asocada al sistema alrededor de x*:

A
AX") = 0 —(u+x) f (2.46)
0 kKo —(u+y)
Por tanto, el polinomio caracteristico
2 KBA
pA) = (p=A) A Qut ket A+t o)ty == = (2.47)

Ademads, notemos que

(Ro= 1)+ )1 +7) =+ k) + 1)~ B2
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De donde, al igualar el polinomio (2.47) a cero obtenemos los valores propios de A(x*)

Moo= —M,

o = _EEEY VORAEED At )Y (Ro— D)
2 2 ’

- 2ptkty VRuA kY2 -4+ K)(H+Y) (Ro—1)
2 2 ’

servemos que si Ry < 1, entonces A; < 2 < 3 < 0, por lo tanto, x* es estable. Mientras
Ob que si Ry < 1, ent M <0y A <0y A3 <0, por lo tanto, x* table. Mient

que si Ry > 1, A, > 0 lo cual implica que x* es inestable.
Modelo SEIT

El presente modelo tiene como meta mostrar que la descomposicién en Fy V no es inica y que
depende de las interpretaciones bioldgicas que se dan en cada compartimiento.

Este modelo conserva la estructura del modelo anterior, pero el compartimiento R es reemplazado
por T que representa a los individuos tratados, que tienen una inmunidad parcial, es decir, el
tratamiento puede fallar, por lo que los individuos tratados pueden reinfectarse a una tasa 3,7 .
Supongamos que los individuos infectados son tratados a una tasa r», pero el tratamiento es efectivo
parcialmente, lo que implica que solo ¢ de los individuos tratados desarrollan inmunidad, mientras
que p = 1 — g vuelven al estado latente E.

Entonces el modelo del SEIT viene dado de la forma:

S'(t) = b(N)—usS@)—PBiS)I(t),

) = BiSO)I(1)+BaT (1)1 (t) — (1 + K +r1)E(t) + prad (1), (2.48)
)

)

"(¢

(
(
(
(

tx

I(t) = KE(t)—(u+n)Ir),

= —uT(t)+nE{)+qrd(t)— BT (1)I(1).

.
T'(t

\

Con condiciones iniciales S(0) =Sy >0, E(0) =Ey >0,1(0) =1 >0y T(0) =Tp > 0.

Donde r; > 0 es la tasa de tratamiento de los individuos latentes, k > 0 es la progresion del estado

de infeccidn, b(N) representa la tasa total de nuevos individuos susceptibles y se considera una

funcién que depende del tamafio de la poblacién.

32



Calculo de Ry del modelo SEIT

Primero obtenemos el punto de equilibrio DFE, al resolver el sistema

b(N) —uS(t)—piS@)I(t) = 0
BiS(e)I(t) + BT (t)I(t) — (U + K +r1)E(t) + prad(t) = O,
(t) 0
) 0

/

)

2.49
KE(t) = (L+r)l(t) = =

—uT(t) +rE(t)+qrd(t) — BT (1)(t

Donde los compartimentos infectados son E e I por lo que £ = I = 0, ya que consideramos una

9

poblacién sin enfermedad. Asi, vemos también que 7" = 0, entonces como S+ E+I+T =N
b(So)

tenemos que S = N, por ende el punto DFE viene dado por x* = (S(,0,0,0) con Sy =
Presentamos dos consideraciones: La primera si el término pr,/(r) visto como progresion de un
individuo infectado.

Recordemos que pryl(t) representa la progresion de un individuo infectado a través de los

compartimentos de la enfermedad. Entonces, los flujos de nuevas infecciones son

SI+ pT1
Fx) = Pt P , (2.50)
0
y donde los flujos entrantes y salientes son
rl +xK+nr)E
v ), v (¢ VEY 2.51)
KE (u + 7'2)1
luego,
0 S+ BT —(U+K+r r
pr = (O PSTRTY - ey = (™ Vo) (2.52)
0 0 K —(,LL + 7’2)
Evaluando en el punto x*, tenemos
B1b(So)
0 === —(U+xK+r r
F— )L v= (u )oopn : (2.53)
0 0 K —([J + }’2)
donde
U+r pr2
1 Kpr +K+r +7r Kpr +K+r +r
vl = pra(i + D(u+72) p 2(“u+x+1;21(u ) | (2.54)

kpry—(U+x+r)(u+r) Kpro—(U+K+r)(U+12)

Ast, el radio espectral de K, Ry, se expresa como:

kPB1b(So) Bib(So) (1 +K+11)
K=| u(kpro—(u+x+r)(u+r)) u(kpra—(u+x+r)(u+r)) |. (2.55)
0 0
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Como Ry es el radio espectral de K, se tiene que
KP1b(So)
u(xpry—(L+K+r)(L+r2))

Ahora, estudiemos la estabilidad de x*(Sp,0,0,0) a través de la matriz jacobiana asociada al sistema.

Ry = (2.56)

Asi,
—u 0 0
b(S
A= 0 —(u+x+r) B (HO)—G—prz . (2.57)
0 K —(,LL+I’2)

Por tanto, el polinomio caracteristico igualado a cero viene dada como sigue:

(—u—2A) {kz—F(Z,u—H(—Frl+r2)7t+(u+r1)(u+r2)—1<<ﬁlbu(so) +pr2)} =0 (2.58)

Notemos que

(R(}e; 1) Kﬁ1Z(So)

Asi, los valores propios de la matriz A(x*) son:

— () —x (B0 ).

l]:—‘u,
\/(2u+x+r1 +rz)2—4Kﬁ1b(S°) (Ro_l)
A :_21.1+K+r1+r2+ u Ry
2 D) D) ’
b Ro—1
\/(2H+K+r1+rz)2—4Kﬁ1 (SO)< 0 )
C2utK+ritrn u Ry

As =

2 2

De donde, si Ry < 1, entonces ; <0y A, <0 A3 <0, por lo tanto x* es estable. Mientras que si
Ry > 1, entonces A; < 0, 4, >0y A3 < 0lo cual implica que x* es inestable.

La segunda consideracion nos dice que el tratamiento falla, por lo que este se considera una nueva
infeccidn, asi, el término pr,/ no se considerard en el compartimento /. En este caso, el flujo de

nuevas infecciones se expresa como

SI+ BTI1+ pral
F(x) = Pt prs , (2.59)
0
mientras que, los flujos entrantes y salientes son
0 +K+nr)E
vim=( 0). v (HTTE), (2.60
KE (L+r)l
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por lo que,

pF) = [ ° PS@+RT W)+ pra) DV(x) = ~lurn) 0 . @61)

0 0 K —(u+r)

Evaluando en el punto x*, tenemos

0 Bibls) o, —(UW+K+r 0
F= wo TPy (h ! , (2.62)
0 0 K —(,U + 1’2)
donde .
CptK+ 0
v!= prETn e (2.63)

(utx+rm)(utr) ptn

Asi la matriz de siguiente generacidn se expresa como
K(B1b(So) +upra)  Bib(So) + 1pr2)

K=—Fv!=| u(u+x+r)(u+r) pm(p+r2) . (2.64)
0 0

Por ende, el radio espectral de K, se expresa como

K(B16(So) + 1pr2)

. 2.65
Wkt (2:09)

Ry =p(K) =

Adicionalmente, estudiemos la estabilidad de x* = (S,0,0,0).
Retomando la ecuacién (2.58), vemos que que el polinomio caracteristico, igualado a cero viene

dado como

(—p-2) [/12+(2u+1<+r1+r2)7t+(u+r1)(u+rz)—i<<&i5w +om)| = 0

Observemos que

(7?3— 1) K(B1b(So) + pr2)
Ro u

= (et - (B0 ).

Asi, los valores propios de la matriz jacobiana A(x*) son:

ll =—H4,
Qp+ Kkt 472 — 4 K1 S0) T pr2) (7%3— 1)
2 :_2,u+l<+r1+r2+ u Ro
2 ) 5 7
(2u+ K+ ry +rz)2—4K(B1b(SO)+Pr2) <R0—1>
_2l~l+’<+r1+i’2_ U Ro

As =

2 2
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En este caso, si 1/38 > 1, entonces A; < 0, A, >0y A3 < 0, por tanto, x* es inestable. Mientras que

si IT?E < 1 tenemos que A1, A, y A3 < 0 son negativos, por ende, x* es asintGticamente estable.

Obsérvese que, matemdticamente, los valores de Ry y I/QB nos dan una estimacién de cudndo puede
ocurrir o no una epidemia, pero la diferencia radica en su interpretacion epidemiolégica. Notese
que en la segunda consideracion, la tasa de infeccion es de 1So + pra y se espera que un individuo
expuesto pase por unidades de tiempo k/(u + K+ r1) (1 +r2)) en el compartimento /. El fallo de
este razonamiento es que el fracaso del tratamiento no da lugar a un nuevo individuo infectado,
sino que solo cambia el estado de infeccién de un individuo ya infectado.

Ahora, obtenemos la grifica del modelo SEIT, con valores de A=5, B; =0.1, B, = 0.2, u = 0.1,
k=0.6,r1=0.14,,=03,¢g=02yp=1—-¢g=0.8.

Dinamica en el tiempo

25

20

15

10

0 250 S00 750 1000
tempo/dias’

Figura 3-2: Grafica del modelo SEIT.

Fuente: Gutiérrez, Iskra, 2022.

Donde los valores de Ry de cada consideracién estan dadas por:

Tabla 1-2: Valores de Ry del modelo SEIT

—

R Ry

15.625 9.35714

Fuente: Simulacion Python.
Realizado por: Gutiérrez, Iskra, 2022.
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Notemos que en este caso, tanto Rg como I/QB son mayores a uno, matemdticamente, esto significa
que x* es inestable, por lo que habra una epidemia, esto en las dos consideraciones.

Recordemos que en el caso de 1?0 consideramos la descomposicion en la que el tratamiento falla,
por lo que se espera un nimero promedio mayor de infectados que en el caso cuando el tratamiento
funciona. Sin embargo, este razonamiento no se cumple, ya que obtenemos valores donde Ry > 7?5,
por lo tanto, podemos decir que los valores obtenidos de Ry no nos proporciona un dato fiable.
Ahora, consideramos otros valores para los pardmetros, tales como:A =5, i =1, f,=0.2, u =0.3,
k=15,r=03,rn=2,4g=0.4yp=0.6.La grifica viene dada por

Dinamica en el tiempo
10 p—

.

0 250 500 750 1000
tiempo/dias

Figura 4-2: Grifica del modelo SEI.

Fuente: Gutiérrez, Iskra, 2022.

y tenemos los siguientes valores del nimero bdsico de reproduccion.

Tabla 2-2: Valores de Ry del modelo SEI

—~

Ry Ry

0.08634 0.09199

Fuente: Simulacién Python.
Realizado por: Gutiérrez, Iskra, 2022.

En este caso, los valores de Ry y I/QE son menores a uno, lo que implica que la enfermedad
desaparecerd en el tiempo. Sin embargo, biolégicamente, no podemos dar un criterio de cudl valor
se deberia considerar.

Notese que los dos valores obtenidos de Ry y I/QE nos permiten hacer el mismo andlisis de estabilidad

en el punto de equilibrio DFE, A demds, ya que el conjunto de pardmetros del modelo es el mismo
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para ambas descomposiciones, no es posible tener Ry < 1y I/QE > 1 o viceversa.
2.7. Persistencia de la Enfermedad

Recordemos que el Método de Matriz de Siguiente Generacidn nos asegura que, para sistemas de
ecuaciones y bajo los supuestos adecuados, el punto DFE es asint6ticamente estable si Rg < 1y
es inestable si Ry > 1, y es aqui donde nos interesa estudiar el comportamiento de los individuos
infectados y su grado de persistencia de la enfermedad, es decir, si la enfermedad permanece
inalterada en el tiempo. En esta seccién hablaremos de la persistencia de una enfermedad, ademas
presentaremos los resultados del estudio de estabilidad propuesto en el articulo (Perasso, 2018, pp.

134-135) , este analisis se basa en el principio de invariancia de LaSalle introducido en el capitulo 1.

Para ilustrar la nocién de persistencia vamos a considerar el modelo S/, el cual estd formado por
dos compartimentos: el compartimento de individuos que nacen sin inmunidad (susceptibles) y de
aquellos individuos que una vez infectados y sin tratamiento, permanecen infectados e infecciosos

de por vida y siguen en contacto con la poblacion susceptible. Este modelo se escribe como sigue:

§'(t) = A=BS(OI(t) — usS(),
I'(e) = BSOI() = wl(t).

Donde f es la tasa de infeccion que controla la tasa de propagacion que presenta la probabilidad de

(2.66)

transmision de una enfermedad entre un individuo susceptible y otro infeccioso. Mientras que Us y
Uy representan la tasa de natalidad y mortalidad, respectivamente, y ademds, para mantener una
poblacién constante se asume que son constantes.

A
Para el sistema (2.66), el punto x* DFE viene dado por x* = (Sy,0) donde Sy = H— Utilizando el
s

método de matriz de siguiente generacion se tiene que K = H y asi
sty

R B2

Usky
Por el Teorema 2.3 se sabe que el punto x* DFE es inestable si Ry > 1 pero esta condicién no es
suficiente para concluir que la enfermedad sea persistente. Para entender este hecho, observemos
que el punto x* es la unica solucién del sistema (2.66) con condicién inicial Sy >0y Ip =0,

entonces notemos que

liminf|[(S(z),1(z)) = (S0,0)| = 0

1—s00

es decir, el punto DFE es globalmente estable, lo que significa que cualquier solucién convergera
al punto x*. Por otro lado, sabemos que x* es inestable, lo que implica que hay al menos una

solucién que no converge hacia él. Por lo tanto, decir que el punto DFE es inestable no descarta
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la convergencia de algunas soluciones a la misma, lo que no nos prmite dar un criterio de la
enfermedad a largo plazo. Con esto nos damos cuenta de que necesitamos identificar otro punto
de equilibrio diferente al DFE tal que la poblacién inicial de infectados Iy sea distinta a cero. Esto

conduce a la definicion del equilibrio endémico.

Definicion 2.4 (Equilibro Endémico (EE)). Un punto de equilibrio endémico, lo denotamos como
X, es el estado en el que la enfermedad no puede ser erradicada por completo, pero permanece en la

poblacion.

En otras palabras, para que la enfermedad persista se debe estudiar cuando X tiene todos sus
componentes distintos a cero. Con esta relacién podemos enunciar la definicién matemética de

persistencia de una enfermedad.

Definicion 2.5 (Persistencia de una enfermedad). Una enfermedad es persistente si

Je>0,1p > 0= liminfI(r) > e. (2.67)

t—sfoo
Es decir, la persistencia significa que la poblacidn infectada se mantiene a lo largo del tiempo, con
un umbral minimo que es uniforme en la condicién inicial. Es decir, € se puede interpretar como el
nimero de la poblacién a partir del cual una enfermedad deja de ser epidemia y pasa a pandemia.

En el modelo SI, para ver si la enfermedad persista, debemos obtener el punto EE tal que

(8(),1(x)) #0.

Calculo del punto EE

Consideramos nuevamente el modelo SI (2.66)

A=BSt)I(t) —usS(tr) = O,
BS(0)I(r) — psS(1) 2.68)
BS@)I(t) —wl(t) = 0.
De la ecuacién (2.68) tenemos
16)(BS()—pr) = 0 (2.69)
Suponiendo que Iy > 0, entonces
Sa) = M (2.70)
B
Sustituyendo en (2.68), tenemos
- A U s
[(t)=———F=(Ro—1)—= 2.71)
( ) w ﬁ ( 0 )ﬁ
Por tanto, el punto EE viene dado como
w0 =60.00) = (5.5 w-) 272)



A continuacidn, tenemos el siguiente resultado que implica la persistencia de la enfermedad cuando

Ry > 1.
2.8. Estabilidad del punto equilibrio endémico (EE)

Con la definicién de punto de equilibrio EE, mostraremos a continuacién un resultado que se refiere

a la estabilidad del punto EE. Més concretamente tenemos:
Teorema 2.4. Sea x* el Disease-Free Equilibrium y X el punto de equilibrio endémico.
e Si Ry < 1 entonces el DFE x* es globalmente estable en Rt x R,

e Si Ry > 1 entonces el DFE x* es inestable y el punto EE X es globalmente estable en el octante

positivo & C R?,
Demostracion. La demostracion de este teorema se encuentra en (Perasso, 2018, p. 135) |

La interpretacion de este teorema es que a partir del punto endémico la enfermedad infecciosa
ademads de generar una epidemia pasa a un estado de pandemia.
En la siguiente parte, vamos a aplicar los resultados que obtuvimos a lo largo de este capitulo al

modelo huésped - parasito.
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CAPITULO 111
3. RESULTADOS Y DISCUSION DE LOS RESULTADOS

En este capitulo mostraremos un ejemplo de aplicacién, en el que destacaremos la utilidad
potencial del nimero bésico de reproduccién y la aplicacién del método de la siguiente generacién
cuando se refiere a la modelizacién eco-epidemioldgica de las infecciones parasitarias. Para ello,
consideraremos el modelo eco-epidemioldgico de una transmision de pardsitos entre un depredador

y dos presas.
3.1. Estudio del modelo

El impacto de la biodiversidad en la transmision de estas enfermedades zoonéticas se han convertido
recientemente en un importante problema de salud ptblica mundial. Las primeras investigaciones
sobre el impacto de la biodiversidad plantearon la hipétesis de la mitigacion, es decir, que la
biodiversidad puede ser protegida de la transmisién de patdégenos, y se explicé por una diferencia
en la competencia de los huéspedes para adquirir y transmitir el parasito.

Recientemente, se ha planteado una cuestion similar sobre la enfermedad parasitaria equinococosis,
esta enfermedad causada por la tenia Echinococcus multilocularis (Em). Asi, para existir y
desarrollarse, este pardsito necesita un ciclo especifico (Figura 3.1.): lo encontramos en huéspedes
definitivos (HD), como los cdnidos y muchos otros carnivoros salvajes, y en huéspedes intermedios
(HI), principalmente roedores salvajes.

Lifecycle of Echinococcus multilocularis

Definitive hosts
ingest infected rodents

<M
“I‘ ¥ ~ By
ey l@.‘_ Eggs released into
||'\ é\\.-,_ é JJ ,’ the environment
7 =, with feces
W - &\

(»rtx X
Echinococcus multilocularis ., ol
Lifecycle VW

}-{' Eggs ingested by

Eggs 4 ) intermediate host
= %
ngested e F !/x

by intermediate host )
£ g Eggs ingested by
intermediate

host from |

infected dogs Y/d

Eqggs contaminat
the environment

Figura 1-3: Ciclo de Echinococcus Multilocularis.

Fuente: Baudrot, V. et al., 2016.
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Los HD se infectan comiendo HI y luego excretando huevos en sus heces, siendo estas tltimas
una fuente de contaminacién para los HI. Los seres humanos se infectan cuando comen alimentos
(frutas, hierbas, setas) contaminados con excrementos de HI o potencialmente a través del contacto
con un animal infectado. Esté claro que la evolucion de la poblacion de pardsitos Em depende en
gran medida de la “calidad” de las cadenas alimentarias entre los HD como depredadores y los HI

COmo presas.

3.1.1. Formulacion del modelo depredador-presa

La formulacién del modelo es dada en (Baudrot, V. et al., 2016), donde los autores se centraron en
la transmision del pardsito en Europa del Este, donde los HD son zorros rojos y los HI son dos
pequeiios mamiferos, el topillo comiin y el topillo acudtico. Asi, pasamos a describir la transmisién
del parasito Echinococcus multilocularis.

Teniendo en cuenta la dindmica de transmisién del parésito, las densidades de las poblaciones en el
momento tiempo ¢ se denominan z(z) para el depredador y x;(¢) y x»(¢) para la presa. En cuanto
a la dindmica de las tres especies, adoptamos la hipdtesis cldsica de que la presa y el depredador
crecen de forma andloga con sus tasas de crecimiento intrinsecas (r, > 0 para el depredador y » > 0
para la especie presa) y su capacidad de carga (k;,k > 0).

Al centrar nuestra atencion en el comportamiento de alimentacion del depredador, consideramos que
las presas son especies cercanas que comparten la misma capacidad de carga k. También, asumimos
la misma tasa de crecimiento para las presas, r. Para un sistema con multiples presas, la tasa de
consumo de una presa puede depender de las densidades de las otras presas, por lo que se modela
mediante la funcién ®;(xi,...,x,), donde i = 1,...,n se refiere a la i-ésima presa y xi,...,x,
las densidades poblacionales de las presas. Para nuestro modelo, tenemos que i = 1,2 y ademas
denotamos con § a la poblacién susceptible e I a la de infectados. Dadas estas consideraciones, el

modelo viene descrito por el siguiente sistema de ecuaciones:

Crecimiento Depredacién Epidemia
xg = bxi— (m+ (b—m)wyﬁs —d),-(xl,xg)x)%fz —alixis ’
g = bzz—(m +(b;—m z)ZS]:a)ZS _ZSan (x1) 2 +'UZI’
Xy o= - (m+(b—m)w>x” —‘Di(ﬂvxz)x%z +alixis,
7 = 7<mz+(bzfmz)zsljz1)21 +25 ) MiP; xl,xz) +”ZI'
Z J
no infectado infectado

3.1)
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Donde,

b,b, : Tasa de natalidad de presas y depredadores,

m, m;: Tasa de mortalidad de presas y depredadores,

k,k,: Capacidad de carga de presas y depredadores,

u: Tasa de recuperacion del depredador,

7n;: Probabilidad de que las larvas de la presa i puedan madurar en el depredador,

I';: Tasa de infeccion de las presas,

®;: Tasa de ingestién de la presa i.

Notemos que, debido a la estructura del modelo, no se puede calcular explicitamente el punto de
equilibrio. Por lo tanto, antes de calcular el nimero bésico de reproduccién, daremos algunos pasos
para simplificar el sistema original (3.73) y luego aplicar el Método de la Matriz de Siguiente

Generacion.

3.1.2. Simplificacion del modelo depredador - presa

Primero, vamos a considerar la dindmica de la poblacidn sin infeccién que se describe mediante el

siguiente sistema de ecuaciones:

stz

Zf? = bzz_<mz+(bz_mz) Sk ]>ZS7
Z

S X +x- .

M = bx,._(m+(b_m)wﬂ%m_q)l.(xm)mz,
zs-l—ZIk 5 (G.2)

Z} = _<mz+(bz_mz) X >Z],

Z
X = —<m+(b—m)zj is Jl)xi1—®i(x1,x2)fz.

i
A partir de este sistema, denotamos z’ = z§ +z;, y considerando r, = b, — m_, entonces
7 =z, <1—£> . (3.3)
k;
Andlogamente, para x; = x} +x/;, y teniendo en cuenta que ®;(x1,x2) = p;(x1,x2)O(x1,x2), donde
pi(x1,x2) € [0,1], tal que p; + p2 = 1, es la proporcién de presa i ingerida por el depredador en
funcioén al conjunto de presas. Por otro lado, la funcién ®; es la alimentacién global, es decir, el

consumo total de recursos, por lo que ©@; = ®;(x,x2) + P2 (x1,x2). Entonces,

X1 +x
x :x,-r<1 S L A 2) = pi(x1,x2)O(x1,x2)z G4
Ahora, parai = 1,2 se obtiene
X1 +x
X, = xlr(l— lk 2>—p1(x1,xz)®(x1,x2)z 3.5)
X1 +x
X, = xzr(l— lk 2)—(1—p1(x1,x2))®(x1,x2)z. (3.6)
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De (3.3), (3.5) y (3.6), obtenemos el sistema simplificado

Z
/ = 1——)
. Zrz( k.)’

x'l = X1r (1 — al —I-XQ) —P1 ()C] ,Xz)@(xl,XQ)Z, (3.7)

k
) — (1= p1(x1,%2))O(x1,%2)2.

X1+ x2
k

X, = xor (1 —
Suponemos que el depredador y la presa estdn en el equilibrio (z*,x7,x}) para varios ciclos de vida

del pardsito, es decir

rZ(l_kZ) -0 (3.8)

)—p,-(xl,xz)@(xl,xz)z = 0.

Xir (1 _ it
' k

Sir,=b,—m;yr=>b—my loreemplazamos en el sistema anterior, obtenemos las siguientes

relaciones:

*

<

k;’ (3.9)
b = m—l—(b—m) +x2+<I>(x1x2)

b, = m (bz —mg) —

Si evaluamos el sistema original (3.73) en (z*,x],x5) y como las poblaciones estdn en equilibrio,
utilizando las relaciones anteriores y que zg = z* — 27 y X;s = X; — X;; entonces tenemos que el

sistema (3.73) reducido es:

Z} = —bzy+ Z —ZI an X1>x2 — Mz,
t (3.10)

xﬁ; = —bxjy +Z1Fi(x,- — Xir).
Ahora abordaremos el estudio de la existencia del punto de equilibrio libre de enfermedad, para

ello, hacemos el siguiente cambio de variables

X1

(x1,x2) > (X1 +x2, , (3.11)
N—— X1 +xZ
A T
Y1

. X . .
donde A es la densidad total de las presas e y; = ' representa la proporcién de la presa i.
X1 2

A partir del sistema (3.7), procedemos a determinar A’ e y|, donde

A
A’:x’1+x’2:rA(lfz)f®(A)z, (3.12)
1 O(A)
—=01—P(A . 3.13
Y1 = (0] +x1%5) i) 1 —Pi(A, 1)) z (3.13)
Asi, el nuevo sistema reducido viene expresado como:
, A
Al = rA(1- E) —0(A)z,
3.14)
BO(A)z (
i = rr—pi(An)) (A) ;
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donde pi(x1,x2) = p1(A,y1) y 0(x1,x2) = O(A).

Entonces, el sistema del modelo huésped-pardsito puede reescribirse completamente con las

Z
o)
S 4 kz

variables A e y; como sigue:

A
A = M<P%)—®Mk, (3.15)
OA
o= - pA) 2AE

Obsérvese que este nuevo sistema de dindmica de presas se basa en este nuevo par de variables
(A,y1). El vinculo entre los estados estables de las variables (xj,x;) y las variables (A,y;) viene
dado por la siguiente equivalencia:

dxy _ dx } {dA_‘@_}
{dt_o dt =0 dt O’dt_ ’

Con lo cual, un punto de equilibrio (z*,A*,y}) para el nuevo sistema es:

= km
(é) = O, (3.16)

i = pi(A%y)),

y mediante este cambio de variables se obtiene el punto de equilibrio siguiente

x" = (7",x],%x5,0,0,0).
3.2. Aplicacion del Método de Matriz de Siguiente Generacion

Ahora consideremos el sistema reducido (3.10) del cual procederemos a la obtencién de la Matriz

de Siguiente Generacién y para més adelante obtener el nimero bésico de reproduccion, Ry.

Xil
—bz1+ (2" —z an xl,xz)x —uz = 0,

1
—bxj+ziTi(xf —xiy) = 0.
Recordemos que para obtener el punto de equilibrio x*, se considera una poblacién sin infeccidn,
por lo que los compartimentos infectados z; = x1; = xp; = 0, asi el punto de equilibrio viene dado
por:

), (3.17)

zs xX1s  Xos 2 X1 Xoq
donde, 7" :=z=zs+ 71 y X} :=x; = xis + xi1.
Ahora, como la matriz de siguiente generacion esta dada por FV~!, entonces, primero procederemos

a identificar los flujos de nuevas infecciones F y los flujos entrantes y salientes de V del modelo,
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los cuales vienen dados de la forma siguiente:

% x ey Nil
(z —ZI)Zniq)i(xla)CZ)x*l* b.zi+ Uzy
1

F(x) = V7 (x) = bx1; . (3.18)

il (x] —x17) ’

2o (x% — xor) bxyy

Luego, calculemos las matrices IF y V, las cuales se pueden obtener a partir de la matriz jacobiana
de las funciones Fy V.

M@ )k (@ —)mPig,) (2 =) P (,5)

X7 X} x5
DT (x) = Ty (xf —x17) Ty 0 . DV(x)= 0 b 0
I (x5 —x2r) 0 -zl 0 0 -b

Evaluando en el punto x* = (z*,x7,x5,0,0,0), obtenemos

nlq)l (leﬁrx;)z* TIZCI’Z(XTvaﬁ)Z*

0 ¥ o —(b.4p) 0 0
F=1 rx 0 0 , V= 0 b 0 |. 19
x5 0 0 0 0 -b
Donde,
1
b,+u
v= o -1 0 |. (3.20)
b
0 0 —-
b

Asi, la Matriz de Siguiente Generacién para este modelo esta dada por

mP, (xTaXZ) Z an)Z(XT?x;) z*

0
bx*{ bx§
ix*
K=_-Fv!= Ladl 0 0 : (3.21)
b, +y
0 0
b, +u

Entonces, Ry se expresa como

R _ Z*(ﬂ]F]@l()CT,XE)+n2r2¢2(xT7x§))
’ b(b.+u)

. 3.22)

Con el cambio de variables establecido en (3.11), y bajo los supuestos realizados en la seccién

anterior para calcular el punto de estabilidad (z*,A*,y}), reescribimos R de la siguiente forma:

o= \/bz(bz(Jru)) [A*(m Ty = nal2) + 1] (3.23)
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Estabilidad del DFE

Ahora, nuestro interés es estudiar la estabilidad del punto de equilibrio x* = (z*,x7},x5,0,0,0). Para
ello, notemos que la competencia de un huésped intermediario i es la eficiencia para infectarse y
transmitir el pardsito, y estd definido por n;I';, entonces vamos a definir como competencia relativa
del huésped intermediario i al parasito con:

= Nl _ nili
" oml 4l 8

con g=ml1+nl» (3.24)

Es decir, si la y; tiende hacia 1, entonces la presa 1 es mds propensa a estar contaminada por
el pardsito, y si 71 = 0.5, entonces ambas especies tienen la misma competencia para infectarse.
Este parametro 71, es por tanto, una medida de diferenciacién de rasgos de las especies, segtin la
infectividad del parésito.

Abhora, si sustituimos el valor de Ry (3.23) en la ecuacién (3.24), tenemos

RO:\/M[A*(ZM—U‘FU—%)]' (3.25)

Si tomamos y; = 0.5, el valor anterior se expresa como
0.5z*0(A*
Ro— | 2520 )g. (3.26)
b(b.+u)

b(b.+ 1)
0.52°6(A*)’

Si se cumple la relacién siguiente

donde b(b, + ) es el grupo de susceptibles de depredador y z*0(A*) es el nimero de presas
ingeridas, entonces Ry < 1 lo cual implica que el punto x* es estable. Lo que significa que el
parasito no invade al sistema. Por otra parte, si se tiene que

b(b.+ 1)

0.5z°6(A*)’

entonces Ry > 1 por tanto x* es inestable, por lo que el parasito invade el sistema.
3.3. Simulacién del modelo Huésped - Parasito

En esta seccion ilustraremos con aproximaciones de las soluciones del sistema (3.73) el
comportamiento de las poblaciones que participan en dicho modelo cuando estdn en presencia de la
infeccién. Mediante una simulacién numérica utilizando el lenguaje de programacién Python.

En la siguiente tabla se muestra los rangos de los valores que se van a considerar en esta simulacién

para cada pardmetro del sistema.
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Tabla 3-3: Rango de valores para los pardmetros del modelo huésped - parasito.

Parametros | Interpretacion Rango de valores

b Tasa de natalidad de las presas [1/365,25/365]day™!

m Tasa de mortalidad de las presas [2/365,10/365]day™!
b, Tasa de natalidad natural del depredador [0.5/365,1.5/365]day™!
k Capacidad de carga para la presa Normalizado

k; Capacidad de carga para el depredador 2

u Tasa de recuperacién del depredador [1/15,1/90)day~"

n; Probabilidad de que las larvas del topillo i maduren | [0,1]

I Tasa de infeccién de los huevos [1x1074,5x 10~*]day~!
T Competencia de la presa para infectarse y transmitir | depende de n; y I';
@;(x1,x0) Tasa de ingestion de la presa i [0,5] presas day™!

Fuente: Competence of hosts and complex foraging behavior are two cornerstones in the dynamics of trophically transmitted
parasites.
Realizado por: Baudrot et al., 2016.

Primero se indicard como es graficamente la dinamica del sistema (3.73).

s+ 21

.
% = bz— (mz+(bz—mz) )ZS—ZSZTqu)i(XlaXZ); +uzy,
j 1

Z

Xis+x; X
Xig = bxi—<m+(b—m)2] : 'll)xis—‘Pi(xl,m);sz—zﬁixz's,
k X (3.27)
/ zZs+ 21 Xi, ’
= —(mg+(b;—m;) A ZI+ZSZT’1‘(I)1‘(X17X2);+HZD
Z i 1
Y ixjs+xji X;
Xy, = —<m+(b—m)%)xil—CID,-(xl,xz)x—'Iz—i—z[Fixh.
1

Donde consideramos que las densidades iniciales para cada compartimento estdn dadas de
la siguiente manera: para la poblacién de depredadores tenemos una densidad de 500/700
depredadores susceptibles, mientras que para infectados un 200/700. Para el compartimiento
de susceptible de la presa 1 se considera 400/700 y para la de infectados se tiene 100/600; y para
la presa 2 se tiene una densidad de susceptibles 300/700, mientras que la de infectados 500,/600 y
considerando los siguientes valores para los pardametros: b = 50/365, b, = 1.5/365, m = 7/365,
m,=1—-b, k=15 k =20, r=b—m, r,=b,—m,, pu=1/15, 71 =055 m=1-mn,
[ =12x104T,=1.5x1074, &, =0.15y @y =1 - P,.

Con estas consideraciones, la Figura 2-3 presenta las graficas de la dindmica del comportamiento de
la poblacién de depredadores y presas tanto susceptibles como infectados, cuando Ry = 0.208397 es

decir, es menor a uno.
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Modelo eco-epidemiclogico

0.5 1
o
E 064 i i . —
.g - - Poblacion Susceptible - Huésped definitivo
i} Presas susceptibles 1
",5 —— Presas susceptibles 2
; 0.4 1 —— Poblacion Infectada - Hugésped definitiva
= Presas infectadas 1
g Presas infectadas 2
w02
[
0.0 1

Tiempo/dias

Figura 2-3: Dindmica de poblacién del modelo huésped-parasito.

Fuente: Gutiérrez, Iskra, 2022.

Se puede observar en la Figura 2-3, la densidad de susceptibles de la presa 1 estd en crecimiento,
mientras que los otros compartimentos disminuye con el tiempo, esto se debe a que la densidad de
X1, €S menor en comparacion a las otras, por lo que al disminuir la densidad de infectados estas
pasan al estado no infeccioso rapidamente.

A continuacidn, se tiene la grafica de la competencia del depredador con las presas en el tiempo.

Con z = zg + 27, X1 = X15 + X171, X2 = X25 +X21.

Modelo eco-epidemioldgico

200 —— Predadar

175 Total de presas

150
125

100

Densidad Poblacional

o 2 4 & B 10
Tiempo/dias

Figura 3-3: Dindmica de poblacion de predador y presas.

Fuente: Gutiérrez, Iskra, 2022.

Notemos que la densidad del depredador va disminuyendo con el tiempo. Recordemos que
el pardsito se desarrolla en los huéspedes definitivos, por lo que al haber menos densidad de

depredadores, el pardsito tiene menos probabilidad de reproducirse y por ende la infeccion
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desaparece. De esta manera, las presas tienden a recuperar su densidad poblacional con el tiempo,

tal como podemos ver en la Figura 3-3.

Por otro lado, se presenta la grafica de la proporcién poblacional de las dos presas.

Modelo eco-epidemiclogico

—— presa l
12 presa 2
10
o o8
=
= \
E 0.6
04
02
o 2 4 3 B 10

Tiempo/dias

Figura 4-3: Dindmica de poblacién de las dos presas

Fuente: Gutiérrez, Iskra, 2022.

Como podemos observar, la densidad de la presa 1 disminuye levemente pero se recupera y aumenta
con el paso del tiempo, mientras que la densidad de la presa 2 va disminuyendo y no se recupera
con en el tiempo. Con esto, podriamos decir que la presa 2 es mds propensa a la infeccién del
parésito, con respecto a la presa 1.

Abhora, a partir del sistema simplificado (3.15)

Z'S = zrz<1—li)7
A = rA (1 — ?) —0O(A)z,

2
o= o) 2%
estudiamos la relacion entre la preferencia y la competencia en la transmisidon del pardsito y
suponemos que la alimentacién global ® es independiente de la distribucién de la presa y;.
De esta manera, consideramos las siguientes respuestas funcionales Holling tipos I, IT y III, indicadas
en (Baudrot et al., 2016, p.161). Donde el tipo I representa un incremento lineal en el consumo de la
presa. Se supone que los cambios en la densidad de poblacion de depredadores son proporcionales
a la densidad de poblacién de presa disponible, es decir, a la tasa de ataque de una poblacién de
depredadores aumenta linealmente con la densidad de la poblacién de depredadores hasta que se
alcanza un punto en el que la tasa de ataque méaxima se vuelve constante. En el tipo II, aparece un

segundo pardmetro denominado tiempo de manipulacion, 4. El cual incluye el tiempo de perseguir,

dominar y comer a cada presa, como también el tiempo que el depredador toma para prepararse
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e ir a buscar mds presas. En este caso, el tiempo de biisqueda disminuye y el tipo de respuesta
resulta en un incremento desacelerado del consumo a medida que aumenta la poblacién de presas
consumidas hasta que la funcién se estabiliza puesto que el depredador se satura; y el tipo III,
describe la cantidad de presas atacadas por depredador que aumenta lentamente a bajos niveles de
poblacién de presas, luego disminuye a altas densidades hasta que se estabiliza. Aqui, la cantidad
de presas consumidas se acelera con el aumento de la densidad de presas hasta que el tiempo de

manipulacién comienza a limitar su consumo. De esta manera, cada funcién se expresa como:

aA aA?

donde a es la tasa de ataque global de la presa (saturacion).
A continuacién, procederemos con la simulacién y consideramos los pardmetros dados
anteriormente y tomamos los siguientes valores para la tasa de ataque a y el tiempo de manipulacién

h.

Tabla 4-3: Valores de la tasa de ataque y

el tiempo de manipulacién

a 2

h 0.25

Fuente: Iskra Gutiérrez.
Realizado por: Gutiérrez, Iskra, 2022.

A partir de estos valores, obtenemos las siguientes estimaciones de Ry para cada tipo Holling.

Tabla 5-3: Valores de R para cada tipo
Holling I, 1T y III.

Tipo 1 Tipo 11 Tipo III

RL=0203 | R} =0203 | RIT=0.028

Fuente:Simulacién Python.
Realizado por: Gutiérrez, Iskra, 2022.

Observemos que sucede con cada una de las graficas que describe cada tipo Holling:
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Modelo de dinamica de poblaciones sin infeccion - Holling Tipo |

0.8
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Figura 5-3: Dindmica de poblacién del modelo huésped -

pardsito sin infeccién - Holling tipo 1.

Fuente: Gutiérrez, Iskra, 2022.

En la Figura 5-3 representa la dindmica de la poblacién Holling Tipo I, donde Ry = 0.203. Se
puede observar claramente que la densidad del depredador tiende disminuir muy ripido en los
primeros dias, mientras que, por parte de las presas, estas los primeros dias disminuyen, pero con
el tiempo van incrementando su densidad, esto se debe a que este Tipo I considera un aumento
lineal del consumo con el aumento de la presa. Por tanto, podemos concluir que la transmisién de

parésitos tiende a desaparecer.

Modelo de dinamica de poblaciones sin infeccion - Holling Tipo 1l
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Figura 6-3: Dindmica de poblacién del modelo huésped-

pardsito sin infeccién - Holling tipo II.

Fuente: Gutiérrez, Iskra, 2022.

Nétese que esta gréfica es muy similar a la Figura 5-3 esto se debe a que R} ~ RY/. Sin embargo, en

este Tipo I, se observa que el depredador presenta una saturacion, esto debido al tiempo de captura
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el cual disminuye y se obtiene un incremento desacelerado del consumo a medida que la densidad
de presas aumenta (ver Figura 3-3). Por lo que la densidad de los depredadores disminuye y por

ende el pardsito no se reproduce y no hay transmisién de los mismos.

Modelo de dinamica de poblaciones sin infeccion - Holling Tipo 1l
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Figura 7-3: Dindmica de poblacién del modelo huésped-

parasito sin infeccion - Holling tipo III.

Fuente: Gutiérrez, Iskra, 2022.

Observemos que la Figura 7-3, representa la dindmica del modelo Holling Tipo III, con una valor
de Ry = 0.028. Se mantiene el mismo criterio que en las graficas anteriores, es decir, a bajas
densidades del depredador se pierde efectividad en la captura de la presa, lo que implica que

la transmisién pardsitos permanece en la poblacién pero solo por un determinado periodo de tiempo.

En general, los valores de Ry obtenidos en esta simulacién son inferiores a uno, lo que
matemdticamente significa que el pardsito no invade el sistema, sino mds bien, al disminuir la
densidad de los depredadores, los cuales, recordemos, eran su principal fuente para desarrollarse y
existir, no son capaces de reproducirse provocando que la poblacién de presas infectadas disminuya

con el tiempo, terminando asi con el ciclo de transmisién y su desaparicion.
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CONCLUSIONES

Se realiz6é un estudio sobre la teoria de estabilidad para ecuaciones diferenciales autdnomas
en modelos epidemioldgicos, donde se observd que en estos modelos, la poblacién se divide
en compartimientos, cuyo principal interés fue analizar los estados de infeccién. Entre estos,
destacamos en los que los individuos pasan a estar inmediatamente después de infectarse. Estos
compartimentos desempefian un papel particular en la definicién y célculo de Ry, que se define
como el radio espectral de la Matriz de Siguiente Generacidn asociado a un determinado sistema de
ecuaciones.

Se proporcioné un esquema para la construccion de la Matriz de Siguiente Generacion, a partir
del cual se di6 la definicién matemaética de Ry, donde se mostré que sirve como un umbral para
determinar cuando una enfermedad puede resultar en epidemia. Ademads, se comprobd la eficacia
del método para el célculo de Ry en modelos epidemioldgicos méds complejos, asi como también se
mostré que no necesitamos trabajar con todas las ecuaciones del sistema, sino que nos centraremos
solamente en los compartimentos de la poblacién infectada.

Se aplic6 la técnica de la Matriz de Siguiente Generacién en el modelo huésped - pardsito, lo
cual permitié analizar el nimero basico de reproduccién del ciclo de transmision del parasito
Echinococcus multilocularis (E,,), entre un depredador y dos presas, con datos obtenidos de (Baudrot,
V. et al,, 2016). El andlisis realizado a Ry demostrd que si esta tasa es superior a la unidad, el parésito
invade el sistema y da lugar a una epidemia, pero si es inferior a la unidad, el ciclo de transmisién
se detiene y el parasito no se reproduce, es decir, dado un cierto tiempo, desaparece. A demads, se
mostré que la aplicacion directa del método no es posible sin antes hacer algunas simplificaciones

al modelo.
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RECOMENDACIONES

Considerando la importancia que tiene este proyecto de investigacidn y en funcién a los resultados
obtenidos al finalizar este estudio se formulan las siguientes sugerencias:

Durante el desarrollo de la aplicacién del método de la Matriz de Siguiente Generacién en el modelo
SEIT, se obtuvieron dos descomposiciones, de las cuales surgieron dos valores de Ry y a partir de
estos se pudo brindar una interpretaciéon matematica, sin embargo, para futuras investigaciones, se
recomienda buscar, analizar y ofrecer una interpretacién biolégica al momento de obtener dos o
mads valores de Ry en modelos de este tipo.

Debido al limitante de este trabajo de investigacién con respecto al estudié de la persistencia
de la enfermedad, se recomienda profundizar en este topico, ya que este resultado nos permitira
determinar si una enfermedad permanecerd inalterada en el tiempo.

Para el estudio de estabilidad del punto libre de enfermedad, en el modelo huésped - parésito, se

sugiere considerar las condiciones de estabilidad expuestas en (Baudrot, V. et al., 2016).
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