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RESUMEN

El objetivo fue modelar las ecuaciones diferenciales parciales mediante diferencias
finitas y elementos finitos como herramienta de apoyo para estudiantes de cuarto
semestre de la carrera de Fisica de la Escuela Superior Politécnica de Chimborazo. Los
estudiantes de la carrera de Fisica continuamente requieren de la modelacion de
ecuaciones diferenciales elipticas o parabdlicas, las cuales tienen una dificil solucion por
métodos exclusivamente analiticos cuando las condiciones de contorno e inicial no son
sencillas. Por ello, la necesidad de aplicar métodos numéricos, el método de elementos y
diferencias finitos, y analizar cual proporciona una mejor comprension. Se recopilo
informacion bibliografica de la resolucion analitica de los métodos, para ser aplicados en
MATLAB, ademas se recopild informacion del modelamiento en dicho software de
ecuaciones diferenciales parciales. Se aplicd una encuesta para determinar la percepcion
de los estudiantes acerca de la ensenanza de ecuaciones diferenciales parciales. Se obtuvo
6 codigos principales para cada una de las ecuaciones diferenciales parciales (parabdlica,
eliptica e hiperbodlica) para los métodos de elementos finitos y diferencias finitas, por lo

que se recomienda ser aplicados en la ensefianza de los estudiantes de la carrera de fisica.

PALABRAS CLAVE: MATEMATICAS, ELIPTICA, PARABOLICA,
HIPERBOLICA, MATLAB (SOFTWARE), METODOS NUMERICOS.
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SUMMARY / ABSTRACT

The aim was to model partial differential equations using finite differences and finite
elements as a support tool for students in the fourth semester of the Physics career at
Polytechnic School of Chimborazo. Physics students continuously require the modeling
of elliptic and parabolic differential equations, which have a difficult solution by
exclusively analytical methods when the boundary and initial conditions are not simple.
Therefore, the need to apply numerical methods, including the numerical and the finite
elements methods and analysis which provides a better understanding of the matter.
Bibliographic information on the analytical resolution of the methods was collected to be
applied in MATLAB. In addition, modeling information was collected using the
differential equation software. On the other hand, a survey was developed to determine
the perception of students about teaching partial differential equations, 6 main codes were
obtained for each of the partial differential equations (parabolic, elliptic and hyperbolic)
for the finite element and finite differential methods, which are recommended to be

applied in the teaching of Physics.

KEY WORDS: <MATHEMATICS>, <ELLIPTIC>, <PARABOLIC>,
<HYPERBOLIC>, <MATLAB (SOFTWARE)>, <NUMERIC METHODS>.
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CAPITULO I
1. INTRODUCCION

1.1. Situacion problematica

Los estudiantes de la carrera de Fisica continuamente estan formandose en temas
asociadas a la descripcion de los fendmenos fisicos del entorno que los rodea, los cuales,
por su naturaleza, resultan ser complicados para su comprension, y mas, si la técnica o
método aplicado para la resolucion de problemas son en su mayoria analiticos y no

facilita el aprendizaje de los estudiantes.

Generalmente los problemas fisicos de estado estacionario, problemas de
evolucion temporal o cualquier otra investigacion que implique la descripcion de los
fendmenos fisicos, son analizados con modelacion de ecuaciones diferenciales elipticas
o parabdlicas, las cuales tienen una dificil solucion por métodos exclusivamente
analiticos cuando las condiciones de contorno e inicial no son sencillas, y en muchos
casos no es posible encontrar una solucion analitica, en especial problemas fisicos reales

que tienen regiones con una geometria irregular.

Para la resolucion de ecuaciones diferenciales, generalmente se utiliza métodos
complejos y demasiado largos en la obtencion de una solucién numérica estable y
precisa. Sin embargo, tampoco se debe elegir una técnica demasiada pequena, de lo
contrario, la precision de la solucion numérica no se puede mejorar o incluso puede

empeorar en algunos casos.

Ademas, la cuantificacion de incertidumbres probabilisticas en las salidas de
sistemas fisicos, bioldgicos y sociales regidos por ecuaciones diferenciales parciales con
entradas aleatorias requiere, en la préctica, la discretizacion de esas ecuaciones, para los
cual no se ha considerado el uso de métodos estocasticos de elementos finitos. Estos se
refieren a una amplia clase de algoritmos para la solucidon aproximada de ecuaciones
diferenciales parciales que tienen datos de entrada aleatorios, donde las aproximaciones
completamente discretas requieren una mayor discretizacion con respecto a las

dependencias de la solucion en las variables aleatorias.

Los métodos de elementos finitos (MEF) se han utilizado ampliamente para

evaluar ecuaciones diferenciales parciales (EDPs). Aunque estos métodos han tenido



mucho éxito, requieren procedimientos que requieren mucho tiempo para construir
numerosos elementos volumétricos y resolver sistemas de ecuaciones lineales de gran

tamano.

Los esquemas de diferencias finitas también se utilizan ampliamente para
resolver ecuaciones diferenciales parciales. Los métodos de elementos finitos consumen
mucho tiempo en comparacion con los esquemas de diferencias finitas y se utilizan
principalmente en problemas donde los limites son irregulares. En particular, es dificil
aproximar derivadas con métodos de diferencias finitas cuando los limites son
irregulares. Ademads, los métodos de elementos finitos son mas complicados que los
esquemas de diferencias finitas porque utilizan varios métodos numéricos como la
interpolacion, la integracion y métodos numéricos para resolver grandes sistemas

lineales.

Es por esto que es necesario el andlisis y contraste del método de elementos y
diferencias finitos para conocer cual proporciona una mejor comprension en la resolucion
de ecuaciones diferenciales parciales (parabolica, eliptica e hiperbolica) en el aprendizaje
de los estudiantes de cuarto semestre de la carrera de Fisica de la Escuela Superior
Politécnica de Chimborazo.

1.2. Formulacion del problema

(Cudl es el método numérico mas apropiado que facilite la comprension y

aprendizaje en la resolucion de ecuaciones diferenciales parciales para los estudiantes de

cuarto semestre de la carrera de Fisica de la Escuela Superior Politécnica de Chimborazo?

1.3. Preguntas directrices

e ;Cudles son los métodos numéricos que permiten encontrar la solucion de
ecuaciones diferenciales parciales?

e ;Como se resuelve la ecuacion diferencial parcial parabdlica con diferencias
y elementos finitos?

e ;Como se resuelve la ecuacion diferencial parcial eliptica con diferencias y
elementos finitos?

e ;Como se resuelve la ecuacion diferencial parcial hiperbolica con diferencias
y elementos finitos?

e ;Cudl es el método numérico que mas se aproxima a la solucion de las

ecuaciones diferenciales parciales?
2



e ;Como la modelacion y comparacion de la solucion de ecuaciones
diferenciales parciales mediante diferencias y elementos finitos sirve como
herramienta de apoyo para estudiantes de cuarto semestre de la carrera de

Fisica de la Facultad de Ciencias?

1.4. Justificacion

El Analisis ha constituido por mas de trescientos anos una de las ramas mas
importantes de la Matematica, y las ecuaciones diferenciales constituyen una parte central
de este, puesto que aparecen frecuentemente en modelos matematicos que tratan de
describir fendmenos del mundo fisico. En la ciencia y tecnologia se presentan muchos
fenémenos que habitualmente son modelados por medio de Ecuaciones Diferenciales
Parciales una pequefia muestra: las ecuaciones de Maxwell, piedra angular de la teoria
electromagnética; las ecuaciones de Navier-Stokes, fundamento de la hidrodindmica; la
ecuacion de Schrodinger, sustento de la revolucion cuéntica en la fisica, la ecuacion de
Black-Scholes que es una ecuacion diferencial parcial estocéstica en la cual se basan los

calculos de los derivados financieros.

Las ecuaciones diferenciales parciales fueron fundamentales para la demostracion
de un Problema del milenio, la conjetura de Poincaré. Sin embargo, muchas veces dichas
ecuaciones no pueden ser resueltas mediante los métodos clasicos motivo por el cual
acudimos a los métodos numéricos como una potente técnica que permite convertir
modelos matematicos en procedimientos computacionales, cuyos resultados pueden ser
contrarrestados con la solucidon analitica, en los casos que estas existan. Uno de los
métodos numéricos mas difundidos es el método de diferencias finitas, donde el problema
con las condiciones de borde, de un dominio continuo se discretiza de tal modo que, las

variables dependientes existen s6lo en puntos discretos.

Las derivadas se aproximan mediante diferencias, lo que da origen a una
representacion algebraica de las ecuaciones diferenciales parciales convirtiéndose en un
problema de algebra matricial, dando un sistema de ecuaciones que deben ser resueltos.
Otro de los métodos sobresalientes es el método de elementos finitos el cual divide el
dominio de la solucién en regiones de formas sencillas o “elementos” en lugar de una

malla rectangular, proporcionando una mejor aproximacion a la solucion.



Los métodos numéricos han cautivado la atenciéon de muchos matematicos y
fisicos como una herramienta de andlisis cientifico y tecnologico poderoso. El poner a
disposicion a los estudiantes de cuarto semestre de la carrera de Fisica de la Facultad de
Ciencias de la Escuela Superior Politécnica de Chimborazo permitird mejorar las
capacidades de andlisis e interpretacion de los fendmenos fisicos que ocurren en la

naturaleza mediante algoritmos cuyas operaciones aritméticas son menos complejas.

Ante el gran esfuerzo y complejidad matematica muchas ecuaciones diferenciales
parciales se resuelven utilizando software computacional. Es por ello que el presente
trabajo de titulacion se enfoca en utilizar los métodos numéricos de Diferencias Finitas y
Elementos Finitos con Matlab para modelar y simular la solucion aproximada de las

ecuaciones diferenciales parciales.

1.5. Objetivos
1.5.1. Objetivo general

Modelar las ecuaciones diferenciales parciales mediante diferencias finitas y elementos
finitos como herramienta de apoyo para estudiantes de cuarto semestre carrera de Fisica

de la Escuela Superior Politécnica de Chimborazo.
1.5.2. Objetivos especificos

1. Revisar los conceptos de diferencias y elementos finitos en la resolucion de
ecuaciones diferenciales parciales.

2. Resolver la ecuacion diferencial parcial parabolica con diferencias y elementos finitos
con Matlab.

3. Resolver la ecuacién diferencial parcial eliptica con diferencias y elementos finitos
con Matlab.

4. Resolver la ecuacion diferencial parcial hiperbodlica con diferencias y elementos
finitos con Matlab.

5. Comparar los resultados obtenidos de los dos métodos numéricos.

6. Facilitar el algoritmo numérico como una herramienta de apoyo a los estudiantes de

fisica de la Facultad de Ciencias.



1.6. Hipotesis
1.6.1. Hipdtesis general

HO: Los métodos numéricos sirven como herramienta de apoyo para la resolucion de

problemas reales a los estudiantes de fisica de la Facultad de Ciencias.

H1: El uso de Matlab facilita la resolucion de ecuaciones diferenciales a nivel de pregrado

en el aprendizaje de los estudiantes.

1.7. Identificacion de variables

Variable independiente:
e M:¢étodo diferencias finitas (MDF) con MATLAB
e M:¢étodo elementos finitos (MEF) con MATLAB

Variable dependiente: Fortalecimiento de las capacidades de andlisis e interpretacion de

problemas reales en los estudiantes de fisica de la Facultad de Ciencias.



CAPITULO I
2. MARCO TEORICO
2.1. Antecedentes del problema

Al revisar varios trabajos de investigacion que relacionan el trabajo de tesis y nutren a

este trabajo, se tiene que:

En la tesis doctoral “Aplicaciéon Del Método De Diferencias Finitas Generalizadas A
Problemas De Elasto-Dinamica” (Acevedo, 2012) se aplica el método de diferencias
finitas en la resolucion de la ecuacion de la viga de Euler sometida a cargas estaticas y
dindmicas a placas delgadas y a la resolucion de la ecuacion de ondas en dos
dimensiones. Se comprueba la convergencia y estabilidad para el paso temporal mediante
un analisis de Von Neumann. Las ecuaciones diferenciales son dependientes del tiempo,
por lo que se hace una discretizacion temporal al igual que espacial. Para las EDP’s de 4
orden con condiciones de contorno de tipo Dirichlet con 24 nodos se obtuvo un error de

0, 00001471 %

En la tesis magistral “Solucién numérica de ecuaciones diferenciales parciales en medios
aleatorios y heterogéneos” (Cuervo Ferndndez Omar Andrés, 2017) se hace un estudio a
la ecuacion de onda y presion en medios aleatorios. Como método numérico se utilizo
los elementos finitos, con condiciones de frontera de tipo Dirichlet y Neumann y distintas
condiciones iniciales. El nimero de iteraciones fueron de 100 y 1000 obteniendo valores

muy cercanos a la solucion analitica.

En el articulo “Algoritmo para la solucion numérica de la ecuacion de Poisson usando
diferencias finitas” (Yohan Diaz Ferrer, 2019) se hace una adaptacion al método de
diferencias difinitas para problemas de valor de frontera. En dicho procedimiento se
utiliza el método iterativo de Gauss-Seidel para resolver el sistema lineal producido. El
error de truncamiento es 0 en cada paso. El tamafo de la red es de 0.125 en cada eje y
requiere la solucion solamente de un sistema lineal de 9x9. Al ser un sistema pequefio se
simplifica considerablemente el costo computacional. Para asegurar la estabilidad se

utilizd la técnica directa de la eliminacion Gaussiana.

En el paper “Modelacion matematica de la propagacion de calor con el uso de las

ecuaciones diferenciales parciales y diferencias finitas” (Jos¢ Diaz Santamaria, Bolivar
6



Flores Nicolalde, Francisca Flores Nicolalde, 2016), se resuelve un modelo matematico
para la propagacion del calor en una placa rectangular dicho modelo se basa en la
ecuacion diferencial de Laplace. Para el andlisis de las diferencias se discretiza la placa
rectangular en pasos constantes, planteando una matriz de 4x5 con 20 nodos en total. El
error obtenido entre el método analitico y diferencias finitas es de 0.01 lo cual es un error

aceptable.

En la tesis “Consistencia, estabilidad y convergencia de la solucién de ecuaciones
diferenciales parciales hiperbolicas mediante la utilizacion de diferencias finitas” (Bryan
Poemape, 2021) el autor analiza la consistencia y estabilidad de las ecuaciones
diferenciales parciales hiperbolicas resueltas mediante el método de diferencias finitas.
Para la convergencia utiliza el teorema de equivalencia de Lax en la ecuacion de onda
de una variable espacial y una variable temporal; ecuacion de onda de dos variables

espaciales y una variable temporal;

Weiss (2000) menciona en su articulo cientifico denominado “Wavelets y la solucion
numeérica de ecuaciones diferenciales parciales”, donde presenta un nuevo método
numérico para la solucion de ecuaciones diferenciales parciales en dominios no
separables. El método utiliza un solver wavelet-Galerkin con una adaptacion no trivial
del método de matriz de capacitancia estdndar. Las soluciones numéricas exhiben
convergencia espectral con respecto al orden de la base de ondas de Daubechies con
soporte compacto. Ademas, se encuentra que la tasa de convergencia es independiente

de la geometria.

El trabajo investigativo titulado “The moving finite element method: Applications to
general partial differential equations with multiple large gradients” de Gelinas (1981)
aplica el método de elementos finitos méviles (MFE) en el programa de solucion
automatica DYLA para sistemas generales de ecuaciones diferenciales parciales
transitorias (EDP) en 1-D. En el trabajo se presentan varios ejemplos de prueba que
ilustran el movimiento de nodo unico y las caracteristicas de control sistematico que son
intrinsecas en ¢l método MFE. Finalmente, se discute brevemente la extension del

método MFE a 2-D.

Alpert (2002), desarrolla en su trabajo “Adaptive Solution of Partial Differential

Equations in Multiwavelet Bases”, representaciones multirresolucion de operadores



derivados y exponenciales con condiciones de frontera lineales en bases multiwavelet,
usada para desarrollar un esquema adaptativo simple para la soluciéon de ecuaciones
diferenciales parciales dependientes del tiempo no lineales. Los resultados obtenidos se
compararon con métodos de diferencias finitas, elementos finitos y elementos
espectrales, asi como ejemplos numéricos con la ecuacion del calor y la ecuacion de

Burgers.

En el articulo titulado “A Computational Study with Finite Element Method and Finite
Difference Method for 2D Elliptic Partial Differential Equations” de Papanikos (2015),
considerd dos métodos, el método de diferencia central de segundo orden (SCDM) y el
método de elementos finitos (MEF) con elementos triangulares para resolver ecuaciones
diferenciales parciales elipticas (EDP). Estos dos métodos tienen casi la misma precision
desde el punto de vista tedrico con limites regulares, pero generalmente el método de
elementos finitos produce mejores aproximaciones cuando los limites son irregulares.
Para investigar qué método produce mejores resultados desde el punto de vista numérico,
el autor aplico estos métodos en ejemplos especificos con limites regulares con un
tamano de paso constante para ambos. Los resultados obtenidos confirman, en la mayoria
de los casos, que son el método de elementos finitos (MEF) se obtienen los mejores

resultados.

Por otro lado, Mingui (2003), menciona que los métodos de elementos finitos (MEF) se
han utilizado ampliamente para evaluar ecuaciones diferenciales parciales (EDPs).
Aunque estos métodos han tenido mucho éxito, requieren procedimientos que requieren
mucho tiempo para construir numerosos elementos volumétricos y resolver sistemas de
ecuaciones lineales de gran tamafio. El autor utiliza un nuevo método de procesamiento
de senales para resolver las ecuaciones diferenciales numéricamente mediante el uso de
una red neuronal artificial. Concluye que el método ANN proporciona una poderosa

alternativa al método MEF tradicional para una variedad de aplicaciones practicas.

Gunzburger (2014), explica en su investigacion titulada “Stochastic finite element
methods for partial differential equations with random input data”, que la cuantificacion
de incertidumbres probabilisticas en las salidas de sistemas fisicos, bioldgicos y sociales
regidos por ecuaciones diferenciales parciales con entradas aleatorias requiere, en la
practica, la discretizacion de esas ecuaciones, lo cual se efectia mediante un método de
elementos finitos. El autor ha desarrollado varios enfoques, incluyendo enfoques
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intrusivos como los métodos estocasticos de Galerkin, para los cuales se acoplan los
grados de libertad fisicos y probabilisticos, y enfoques no intrusivos como el muestreo
estocastico y los métodos de colocacion estocastica de tipo interpolador, para los cuales
los grados de libertad fisicos y probabilisticos estan desacoplados. Se proporcionan
detalles sobre la construccion de los diversos algoritmos y sobre las estimaciones de
errores tedricos y los analisis de complejidad de los algoritmos. En todo momento, se
utilizan ejemplos numéricos para ilustrar los resultados tedricos y proporcionar mas

informacion sobre las metodologias.
2.2. Bases Teoricas

2.2.1. Ecuaciones diferenciales parciales

Las ecuaciones en derivadas parciales se emplean en el campo de la matematica
para el analisis de procesos de la fisica y otras ciencias que estan relacionadas con los
fenomenos del espacio y el tiempo, como la dindmica de fluidos, la elasticidad, la
propagacion del sonido o del calor, la mecanica cudntica, la electrostatica, la
electrodinamica y muchos otros (Alpert, 2002).

En matematicas, Bernal (2006) define a una ecuacion en derivadas parciales (en
algunas ocasiones nombrada como EDP) a la relacion entre una funcion u de variables
independientes como x, y, z, etc., y las derivadas parciales de u respecto de las variables

independientes. Las ecuaciones diferenciales parciales tienen la siguiente estructura:

02 02 02
[ g 2 9T, (1
d0x? dx dy = dy?

Donde A y B son constantes del sistema de ecuaciones diferenciales.
Las ecuaciones diferenciales parciales se clasifican mediante el valor

discriminate (D), el cual se define como:

D < 0 Eliptica
D = B2 — 4AC{D = 0 Parabdlica
D > 0 Hiperbolica

Romero (2001) menciona que en el caso en que los coeficientes de las ecuaciones
diferenciales sean de distinto orden, la forma correcta de obtener la clasificacion es
considerando los coeficientes de mayor orden, por lo que sera:

o Eliptica: si todos los coeficientes son del mismo signo y son no nulos.
9



2 2
o + o _ 0 Ecuacioén de Laplace (2)

ax2 = ayz

e Parabolica: si en la ecuacion existe un coeficiente nulo.

2
%€ + p%°¢ — 0 Ecuacion de difusién (3)
ot 0x?

e Hiperbolica: en el caso de que uno de los coeficientes sea de signo diferente, y

que todos no sean nulos.

ac ac ., .,

— — U— =0 Ecuacion de adveccion (4
at ox

GEI a%c .,

— — a— =0 Ecuacion de onda (3
ot? 0x?2

Para el andlisis y calculo de este tipo de problemas se cuenta con varios métodos
muy sofisticados, pero para el presente trabajo investigativo, dos métodos relativamente
sencillos y que se pueden aplicar en un gran numero de casos son los métodos mediante

diferencias finitas y elementos finitos (Pugarin, 2015).

2.2.2. Método de diferencias finitas

En el método de diferencias finitas en la resolucion de ecuaciones diferenciales parciales,
(Gelinas, 1981) considera que se tiene un problema asociado a una ecuacion diferencial
en derivadas parciales. Para determinar el problema, se completa con las condiciones del

entorno y las condiciones iniciales, representados de la siguiente manera:

A) =f (6)

Doénde A es el operador diferencial en derivadas parciales, el cual se supone que integra

las condiciones de contorno y las condiciones iniciales.
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A= 1] (7)

d ac ac
A= -5 (ag (%)

B = define las condiciones de contorno e iniciales

A es el operador que actiia sobre las funciones de u, de modo que la solucion es
una funcidén que toma valores del dominio RY o R¢ x R, por lo que la funcién u es un

espacio funcional de una dimension infinita.

En general, los métodos numéricos que permiten la resolucion de la ecuacion 6 se
basan en la sustitucion de este por un problema algebraico, donde el método de
Diferencias Finitas es uno de los métodos, que consiste en buscar a u en un numero finito

de puntos dentro del dominio en el cual se define, por lo que se sustituye con:

Ap(up) = fn (9)

Doénde 4 define la distribucion de puntos del dominio que ha elegido para
aproximar a la ecuacion 6, nombrando a esta distribucion como “mallado del dominio”.
A medida que h se acerca a 0 (h — 0), el numero de puntos del mallado del dominio se
acerca al infinito (). Si se considera que N es el nimero de puntos, entonces f; se

determina por f'en esos puntos (Gémez, 2012).

En consecuencia, f}, y la solucion de uy, en la ecuacion 9 son vectores de RN, Esto
implica que se debe resolver un sistema con N ecuaciones y N incdgnitas, y el proposito

del sistema numérico es comprobar que u;, se aproxima a la solucion de u.

Mendoza (2016) menciona que el calculo de una ecuacion diferencial en derivadas
parciales por el método de diferencias finitas trata de discretizar las ecuaciones, y para
evaluar el error de un sistema de ecuaciones diferenciales por este método se deben

cumplir dos condiciones:

e Elesquema en diferencias debe ser consistente, y se verifica con la ecuacion:
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Apu— fp =1, 2 0cuando h - 0 ( 10)

doénde;
u es el vector de RN siendo u; = u(x;) parai=1,... N.
7, = ((1;)); € RY el cual es el error de consistencia.

e Debe ser estable, si existe una constante C que se independiente de A:

lvall < CllAp vl (11)

Dénde || . || es una norma en RV,

Si el método de la ecuacion 9 para resolver la ecuacion 6 es consistente y estable,

se dice que el método es Convergente, definido por:

lle]| = 0 cuando h - 0 (12)

Donde e; = u(x;) — y;

Al utilizar este esquema en diferencias el sistema sera consistente (Gunzburger,
2014). Sin embargo, garantizar la estabilidad y la convergencia (o sea que converja a la
solucion de la ecuacion diferencial y no a otra solucidon no es trivial). Existen diferentes
alternativas para establecer un esquema en diferencias finitas. Sin embargo, los
incrementos de las variables no se pueden elegir independientemente, incluso
considerando valores muy pequeios (forzando una gran precision), se puede presentar un

sistema inestable.

2.2.2.1.Deduccion de formulas de Diferencias Finitas

Las formulas de las diferencias finitas se pueden deducir geométricamente o por

las series de Taylor.

La derivada en punto esta dada por:

fx+h) - fx) (13)

0=l

Si se asume que h es pequeiia, se tiene que:
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zf(x+h)—f(x) (14)

f'&) .

Esta formula es una aproximacion de la primera derivada. Sin embargo, cabe mencionar

que es una aproximacion lo que implica la existencia de un error.

+ error (15)

iy LGN /@

A esta ecuacién se le conoce como diferencia hacia delante de la primera
derivada. Este método para obtener las aproximaciones de diferencias finitas es intuitivo,

un método mas general es mediante las series de Taylor.

La serie de Taylor esta dada por:

PO+ R) = FGO + hf () + 3 (P79 + 3 (07 (6) + - (16)

despejando la primera derivada,

1 1
h) — — = (h)2f" = (h)3f"
i LD £ G0 -5 ( )h () + 3y (WG + ] (17
reordenando,
h) — 1 1
f/(x) — f(x + i)l f(x) _ <E(h)fu(x) +§(h)2flu(x) + ) (18)

finalmente se trunca la serie obteniendo como resultado una férmula con error de orden

mayor a (h)"

+0(h) (19)

, fx+h)—fx)
f160) = ———

La ecuacion 19 corresponde a la formula de diferencia hacia delante de la primera
derivada con orden de error O(h'), cuyo error de aproximacion es proporcional al
tamano del incremento h.

Si se considera el incremento h hacia atras, entonces se tiene la siguiente serie de Taylor:
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_ : Lo oen 1 3t (20)
fx=h)=fx)+ (-h)f (x)+5(h) f (X)+§(—h) f"'(x) ...

Despejando la primera derivada:

! — 1 2¢11 1 3¢ (21)
(I () = £ = 1) = [ FG) = 5 (WG + 35 (WP () + -

reordenando,

- —h 1 1
pry = LTI (e — -0 + ) @

finalmente se trunca la serie obteniendo como resultado una férmula con error de orden

h. La ecuacidn se conoce como diferencia hacia atras.

fO) = flx-h)
h

f1e0) = +0(h) ()

Si se procede a restar las series de Taylor hacia adelante y hacia atras de la

aproximacion de la primera derivada entonces:

fx+h)—flx—h) =2f"(x)h (24)

despejando la primera derivada entonces:

h) - f(x—h
froo = L8F )th(x NG (25)

Esta representacion se denomina diferencia finita centrada con una aproximacion de
segundo orden.

Ahora para la segunda derivada sumamos la ecuacion 16 y 20:

fle+h)+ flx—h) =2f() + " () (h)? + - (26)

Despreciando términos de orden 3 y despejando la segunda derivada se tiene:
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2.2.2.2.Fases del método de Diferencias Finitas

En general, de la ecuacion diferencial parcial dada, para poder utilizar este
método, (Papanikos, 2015) cita que se debe seguir los siguientes pasos:

e Se comienza generando una malla, o un conjunto de puntos, por medio de los
cuales se encontrara una solucioén aproximada a la ecuacion.

e Posteriormente se sustituye las derivadas correspondientes con las formulas de
diferencias finitas centradas, con el cual se obtiene un sistema algebraico de
ecuaciones Ax = b.

¢ Finalmente se resuelve el sistema de ecuaciones en la obtencion de una solucion

aproximada para cada punto en la malla.

Figura 1-2. Numeracion de nodos para una malla de dos dimensiones.

Fuente: (Gunzburger, 2014)

2.2.3. Método de elementos finitos

Es una técnica numérica muy utilizada, la cual se ha destacado por permitir la
modelaciéon en dominios irregulares, sistemas de cargas complejos, condiciones del
entorno, etc., asi como también se ha caracterizado por ser de facil utilizaciéon en la
seleccion del mecanismo de aproximacion de las variables involucradas en el problema
que se va a resolver (Landeau, 2017).

Este analisis parte de la definicion del dominio de un problema, que mediante
este método es discretizado en regiones de tamafio finito. Posteriormente, las variables
de estado se identifican mediante el establecimiento de sistemas de referencia globales

para un sistema completo y locales para los elementos del problema (Mendoza, 2016).
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De esta manera, Mingui y Yan (2003) construyen funciones que aproximan a
cada elemento, las cuales son la base para determinar las ecuaciones a nivel de cada
elemento aplicando dos métodos: directo y variacional o también llamado de residuos
ponderados. Al introducir las condiciones de contorno, se procede a la resolucion del
sistema de ecuaciones formado, resultando los valores aproximados de las variables de
estado en cada uno de los nodos del dominio (Romero, 2001).

Los valores de las variables de estado son interpretados y/o utilizados para el
calculo de otras cantidades fisicas. Este método se ha obtenido buenos resultados, al
comparar con otros andlisis diferentes, para el mismo problema basados en diferentes
discretizaciones.

El método de elementos finitos descompone el dominio de una funcién en un
conjunto de elementos de formas sencillas, que se unen entre si mediante nodos. Dentro
de cada conjunto, las variables dependientes interpolan mediante sus valores en los
nodos. Para determinar los valores en los nodos, se utiliza un principio variacional
equivalente o un método residual (o forma débil).

Para un elemento plano e con m nodos, las variables dependientes de la funcién f se

exXpresa como:

felx,y) = z NE (x,y).f& = N°Tfe (28)
i=1

Donde f;° son los valores en los nodos del elemento de la variable dependiente, N (x, y)
representan las funciones de interpolacion de cada nodo y f¢ son los valores de la
incognita del problema.

El método de elementos finitos trata de resolver una ecuacidn diferencial de la forma:

2 2
o°F 0 _, (14)
dx? 0y?

A través de una aproximacion

f(x,y) = Y™ N: (x,y).f; con coeficientes desconocidos, que por medio de este
método se trata de hallar estos coeficientes imponiendo condiciones y criterios

especificos.
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Es preciso que existan segundas derivadas que permitan la sustitucion aproximada en la
ecuacion diferencial, por lo que la funcién aproximada y su primera derivada deben ser
continuas. Esta condicion es demasiado exigente, por lo que generalmente se recurre a
planteamientos alternativos que no estén basados en la ecuacion diferencial; ciertas
condiciones pueden complicar la resolucion del problema como la discontinuidad (

Lopez, 2004).

2.2.3.1.Fases del metodo de Elementos Finitos

Vargas (2010) explica que, para el desarrollo de los elementos finitos en la
resolucion de un Problema de Valor de Frontera, el cual integra ecuaciones diferenciales
y condiciones de entorno, se siguen los siguientes pasos metodoldgicos:

e El problema se reformula de manera variacional.

e Para el dominio espacial de las variables independientes, se debe dividir a través
de una particion en subdominios, conocidos como elementos finitos. Se construye
el espacio de elementos finitos, donde la soluciéon numérica obtenida por
elementos finitos es una combinacion lineal en dicho espacio vectorial.

e Finalmente, el calculo numérico debe realizarse mediante un sistema de

ecuaciones.

Con esta metodologia, se construye un problema de célculo diferencial, en uno
de algebra lineal, el cual se plantea en un espacio de dimension no finita, que se resuelve
de manera aproximada encontrando la proyeccion en un subespacio de dimension finita,

con un numero finito de ecuaciones.

o o o o o o o o
o o o o o o
a a
i Ji
o o o o o o o o
o o o o o o
a a
if JJ
A=|o o o ) o o o o
o o o o o o o o
o o o o o o o o
o o o o o o o o

Figura 2-2. Discretizacion de un dominio

Fuente: (Vargas, 2010)
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2.2.4. Ecuacion diferencial parcial hiperbdlica

Las ecuaciones hiperbolicas en derivadas parciales son ecuaciones de segundo orden del
tipo:
0%u 0%u

AW +2B dxady

Ju ou
—+E—+F=0 (15)

2u
+Ca—yz+Dax ay

Donde la matriz Z = [é g] tiene un determinante menor que 0.

Ecuaciones hiperbolicas comunes son la ecuacion de onda.

2.2.5. Ecuacion diferencial parcial parabdlica

La resolucion de ecuaciones diferenciales parciales parabodlicas requiere de un
dominio espacio — temporal abierto, cuya solucion depende de un conjunto de
condiciones iniciales y de frontera llamados Problemas de Valor de Frontera (PVF), con
una condicidn inicial. La ecuacion se calcula hacia adelante satisfaciendo las condiciones
del entorno y a partir de la condicién inicial (QianJohn, 2000).

Como ejemplo de una ecuacién diferencial parabdlica se tiene el modelo

unidimensional del flujo de calor en un alambre aislado x en el instante t, expresado por:
2
0.5.%(3@1:)=c2371;(x,t):paraOSxSa yO0<t< o (16)

Cuya condicion de temperatura es:

u(x,t) =f(x)parad <x <ayt=0 (17)

Las condiciones de frontera que se deben considerar son:

{u(O,t)zclparax=0y0 <t< o
u(a,t) =c,parax=ay0 <t <oo

Considerando a ¢ como el coeficiente de conduccion térmica, o el calor

especifico, y § la densidad del material, las cuales son las constantes de la ecuacion.

2.2.6. Ecuacion diferencial parcial eliptica

Una ecuacion eliptica es una ecuacion diferencial parcial donde los coeficientes

de la derivada de grado maximo son positivos (Romero, 2001). Las ecuaciones
18



diferenciales elipticas generalmente corresponden a problemas estacionarios, y tienen la

forma:

LAY AL LN L (18)
dx? 0x0y dy? dx ady B

Donde la matriz Z = [é

Ecuaciones elipticas comunes son la de Poisson, Biarmonica, la de Schrédinger y uno

g] es definida positiva.

de los ejemplos mas tipicos es la ecuacion de Laplace.

62u 62u aZu (19)

a2 "oy Yoz

Esta ecuacion describe el flujo del potencial o la transmision de calor por conduccion en
ausencia de las fuentes de calor, donde u es la temperatura.
Las ecuaciones de conservacion estacionarias de la cantidad de energia y movimiento

son de tipo eliptico.

2.2.7. Condiciones de contorno

Las ecuaciones en derivadas parciales suelen tener un nimero infinito de
soluciones. Para solventar la funcion cuya solucion sea unica, se debe imponer ciertas
condiciones que caractericen al sistema que esta representando. Estas condiciones se

agrupan en dos categorias: condiciones iniciales y condiciones de frontera.

2.2.7.1.Condiciones iniciales

Las condiciones iniciales pueden ser de posicion, velocidad y temperatura. Estas

condiciones fijan el estado del objeto en el instante inicial.

e Para la ecuacion de onda, que es de segundo orden en el tiempo, necesita dos
condiciones iniciales.
Posicion inicial:

u(x,0) =f(x)
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e Para la ecuacion de calor al ser de primer orden con respecto al tiempo, necesita de
una sola condicion inicial que es la temperatura:

u(x,0)=f(x), t=0

e En la ecuacion de Laplace que es estatica, no tiene sentido fijar el estado inicial del
objeto, ya que dicho estado es la incognita del problema.

2.2.7.2.Condiciones de frontera

Las condiciones de frontera o contorno determinan la interaccion del objeto con
el medio que lo rodea (tienen sentido cuando el objeto estudiado tiene frontera). Por
ejemplo, en la ecuacion de onda, las cuerdas de una guitarra si tienen frontera y la cuerda
vibrante infinita no.

Existen tres tipos principales de condiciones de frontera que se suscitan con
frecuencia en la descripcion de los fenomenos fisicos.

e Condiciones de Dirichlet (valor fijo): Especifica los valores que la funcion

incognita u(x, t) toma en la frontera de una region.
u(0,t) =0, u(a,t)=0

e Condiciones tipo Neumann (flujo fijo): Especifica los valores de la derivada de

la funcion incognita u(x, t) con respecto a x a lo largo de la frontera.
au(Ot)—O au( 0 =
ax T g YT 9
e Condiciones tipo Robin: Las condiciones de borde especifican una relacion

lineal entre la funcioén u(x,t) y sus derivadas normal al borde.

0 auOt—O t+au t)=0
('t)+a( ) )_ ) u(a,) ax(a' )_
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2.3. Modelacion en Matlab

MatLab es un entorno para computo cientifico el cual ofrece un lenguaje de
programacion de alto nivel para procesos de modelacion y simulacion matematica, ya
que contiene una enorme cantidad de funciones ya predeterminadas que el desarrollador
puede utilizar al instante. Los beneficios del uso de MatLab es su enorme capacidad de
ser ampliado y adecuarlo a las necesidades del usuario a través de los llamados toolboxes,
que entre otras cosas ofrecen la capacidad de realizar: anélisis de datos, procesamiento
de imagenes, optimizacion, etc. (Alpert, 2002).
Las principales funciones para el analisis de matrices que se usan en el presente trabajo
investigativo son:

e Basicos
b = zeros (5, 1); // vector de tamano 5
A = zeros (5, 5) // matriz de tamafio 5 x5
b (1) = 2; // asignacion en la posicion 1
b(3)=41;A(1,1)=32;// asignacion en la posicion (1, 1)
AQ@B,4)=5;

SP = sparse (A); // SP es la matriz donde se guardan los valores no cero de A

e  Multiplicar matrices por vectores
A = Axb; // multiplicacion matriz—vector
Solucidén de sistemas de ecuaciones Ax = b
// Ax =b x =1in v (A)*b; // usando directamente la inversa
[ L, U]=1u(A) // factorizacion LU
C = chol (A) // factorizacion cholesky
x = pcg (A, b) // gradiente conjugado

e Graficar
plot (x, y) // gréafica 2D
mesh (X, y, z) // malla

surface (X, y, z) // superficie
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CAPITULO III
3. METODOLOGIA DE INVESTIGACION
3.1. Tipo y diseiio de la investigacion

Es importante manifestar que en esta investigacion se realiz6 de la manera descriptiva 'y

correlacional.

La investigacion descriptiva se define como un método de investigacion que describe las
caracteristicas de la poblacion o fendomeno estudiado; estd disefiado para describir la
distribucion de una o més variables, sin tener en cuenta ninguna hipdtesis causal o de
otro tipo. Esta metodologia descriptiva se enfoca mas en el “qué” del sujeto de
investigacion que en el “por qué” del sujeto de investigacion. Los estudios descriptivos
pueden ser de varios tipos, a saber, informes de casos, series de casos, estudios
transversales y estudios ecologicos. En los tres primeros se recogen datos de personas,

mientras que en el Ultimo se utilizan datos agregados de grupos (Bernal, 2006).

En el presente trabajo investigativo, se describe las caracteristicas de las variables
dependientes e independientes, como son el método diferencias finitas (MDF), y el
método elementos finitos (MEF), sus caracteristicas, su método de desarrollo y
resolucion de ecuaciones. Ademas, se analiza el uso del software aplicando MATLAB y
sus toolbox, para facilitar el calculo de las ecuaciones diferenciales parciales elipticas,
parabdlicas e hiperbolicas, para el fortalecimiento de las capacidades de aprendizaje de
los estudiantes de cuarto semestre carrera de Fisica de la Escuela Superior Politécnica de

Chimborazo.

De acuerdo con la definicion de investigacion correlacional, la investigacion
correlacional se refiere a un tipo de método de investigacion no experimental que estudia
la relacion entre dos variables con la ayuda del analisis estadistico. El disefio de
investigacion correlacional no estudia los efectos de variables extrafias sobre las
variables en estudio. La investigacion correlacional es un tipo de investigacion no
experimental en la que el investigador mide dos variables y evalta la relacion entre ellas
con poco o ninguin esfuerzo por controlar las variables extrafas. Se caracteriza porque
no se piensa que la relacion sea causal, y que ninguno de los puntajes de la prueba causa

el otro, por lo que no hay una variable independiente para manipular. De hecho, los
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términos variable independiente y variable dependiente no se aplican a este tipo de

investigacion (Bernal, 2006)..

Se correlacionara los resultados obtenidos de los dos métodos numéricos aplicados en
Matlab (método diferencias finitas MDF y el método elementos finitos MEF), para
determinar cudl de ellos arroja los mejores resultados en la resolucion de ecuaciones
diferenciales parciales de tipo parabolicas, elipticas e hiperbolicas, para la ensefianza de

los estudiantes de la carrera de Fisica.
3.2. Métodos de investigacion

En la presente investigacion se aplico el método deductivo y el método analitico; en el
método deductivo Landeau (2017) menciona que los investigadores pasan de niveles
generales a niveles mas especificos. El enfoque de investigacion permite estudiar y
analizar trabajos anteriores relacionados con el tema, donde se lee las teorias existentes
de cualquier fenémeno que esté estudiando y luego prueba las hipotesis que surgen de
esas teorias. En este caso, se comienza con una declaracion general, o hipdtesis, y
examina las posibilidades de llegar a una conclusion 16gica especifica; el método usa la
deduccion para probar hipotesis y teorias, que predicen ciertos resultados si son

correctos.

El método deductivo es de gran utilidad para la comprobar por medio de la criticidad del
investigador si la hipdtesis es correcta, afirmando que los métodos numéricos
efectivamente sirven como herramienta de apoyo para la resolucion de problemas reales
a los estudiantes de fisica de la Facultad de Ciencias. En este caso, el proyecto de
investigacion aplica el método deductivo en la sintesis de los métodos numéricos para

elaborar un cédigo general para cada tipo de ecuaciones diferenciales parciales.

Por otro lado, Landeau (2017) afirman que el método analitico permite usar detalles o
informacion ya disponible y analizarlos para crear una mirada critica de los resultados.
Por medio del método analitico, se desarrollan los codigos matematicos que los
estudiantes de fisica de la Facultad de Ciencias podran aplicar en el aprendizaje de
resolucion de ecuaciones diferenciales parciales, mediante los métodos de diferencias y

elementos finitos.
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3.3. Enfoque de la investigacion

El enfoque cualitativo se utiliza para comprender el fendmeno estudiando a partir de la
observacion y la interpretacion. Es una técnica no estructurada y exploratoria que se
ocupa de los fendmenos altamente complejos y generalmente se realiza para comprender
el tema en profundidad. Se lleva a cabo tomando la entrevista con preguntas abiertas,

observaciones que se describen con palabras, etc., (Pita & Pértegas, 2002).

Pita y Pértegas (2002) habla de que el enfoque cuantitativo se basa en los métodos que
desarrollan hechos concretos y datos numéricos, y establecen la relacion de causa y
efecto entre dos variables utilizando diferentes métodos estadisticos, computacionales y
estadisticos. Este tipo de investigacion se utiliza generalmente para establecer los hechos
generalizados sobre un tema en particular, el cual generalmente se realiza mediante

encuestas, experimentos, etc.

En esta investigacion se aplica un enfoque cualitativo y cuantitativo, es decir que se
combina para obtener resultados de las variables y efectos sobre una determinada
poblacion, y de esta manera analizar y determinar la mejor metodologia para la

ensenanza de ecuaciones diferenciales parciales utilizando métodos numéricos.
3.4. Alcance de la investigacion

El alcance de la investigacion se determina en relacion con la informacion en los
objetivos planteados.

(Qué se haré con el tema?

Se requiere determinar el método numérico que permita una mejor comprension y
aprendizaje de los estudiantes de cuarto semestre carrera de Fisica de la Escuela
Politécnica de Chimborazo en la resolucion de ecuaciones diferenciales parciales,
mediante la aplicacion del software Matlab.

(Qué haré con el problema de investigaciéon?, ;Qué uso le daré¢ a la informacién
recolectada?

Se modelard en Matlab las ecuaciones diferenciales parciales de tipo elipticas,
parabdlicas e hiperbdlicas aplicando el método de diferencias finitas y elementos finitos,
y determinar cudl es el método mas sencillo y facil de comprender.

Los resultados obtenidos en la presente investigacion serdn de gran aporte tanto para los

docentes y estudiantes de la carrera de Fisica, ya que los docentes dispondran de una
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herramienta para la ensefianza de sus estudiantes, y los alumnos entenderan los métodos
de resolucion de ecuaciones diferenciales aplicando métodos numéricos.

3.5. Poblacion y muestra

3.5.1. Poblacion

La poblacion de una investigacion son las personas, objetos que van a ser investigados en
el trabajo de investigacion, los cuales poseen una caracteristica observable en momento
y lugar determinado (Bernal, 2006). En el presente estudio, la poblacion comprende a
aquellos estudiantes de cuarto semestre de la carrera de Fisica de la Escuela Politécnica
de Chimborazo del 2022, los cuales, dentro de las tematicas abordadas, estan los métodos

numéricos y ecuaciones diferenciales.

3.5.2. Seleccion de Muestra

Se define como la muestra como la parte de la poblacién que es seleccionada para el
andlisis y obtencion de informacion del estudio en cuestion, en la cual se realizara las
mediciones u observaciones de las variables de estudio (Bernal, 2006). Considerando
que la poblacién de la presente investigacion es pequefia, se considera una muestra no

probabilistica, por lo tanto, toda la poblacion se toma como la muestra.
3.6. Recoleccion de datos para la evaluacion del estudio

3.6.1. Técnicas e instrumentos de recoleccion de informacion

Para el proceso de recoleccion de informacion se necesita de técnicas e instrumentos que
permitan determinar los parametros de las variables del presente trabajo investigativo,
conforme a los objetivos planteados. Por tanto, acorde al tipo de metodologia definido se
hace uso de recursos cualitativos y cuantitativos conforme a lo expuesto en la siguiente

tabla.

Tabla 1-3: Técnicas e Instrumentos de Recoleccion de Informacion

Técnica ‘ Instrumento Detalle ‘
Se recopila informacion

directamente en el area de

Observacion

Observacion estudio, para el cumplimiento de

directa los objetivos planteados, los

cuales, los fundamentos tedricos
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validaron la tematica de

investigacion.

Se recopila informacién de
fuentes confiables de
informacion como  articulos
Bibliografica Documental cientificos de revistas indexadas,
tesis de grado y postgrado, etc.,
acerca de modelacion en Matlab
de ecuaciones diferenciales
parciales, aplicando métodos de
diferencias finitas y elementos
finitos.

Revision Analisis

A partir de los antecedentes
investigados, se aplica una
encuesta  dirigida a  los
. . estudiantes de cuarto semestre
Cuestionario Encuesta
de la carrea de Fisica de la
Escuela Politécnica de
Chimborazo con la finalidad ver
la percepcion sobre la ensefianza
de los métodos numéricos en la

resolucion de las ecuaciones

diferenciales parciales.

Realizado por: Yumi, Gisela, 2022

Es indispensable que el disefio metodologico siga el orden en la aplicacion de los
instrumentos de recoleccion de informacion detallados en la tabla anterior, de esta forma
se determina que su aplicacion se da considerando la tabla anterior, de esta forma obtener
en primer lugar los antecedentes del tema planteado o caso de estudio, a partir de ello, se
buscan los fundamentos tedrico-practico con la intenciéon de consolidar el respaldo

adecuado para el desarrollo de la investigacion.

Posterior a ello se aplico una encuesta haciendo uso de la escala de Likert con la intencién
de diagnosticar de forma cuantitativa la percepcion sobre la ensefianza que tienen los
métodos numéricos en la resolucion de las ecuaciones diferenciales en los estudiantes de

la carrera de Fisica. La escala de Likert se trata de una escala psicométrica que mide el
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grado de aceptacion de los encuestados del estudio sobre las dimensiones de la

investigacion, de ello, obteniendo 5 escalas de evaluacion (Da Silva, 2020).

3.6.2. Proceso de Andlisis de informacion.

A partir de los instrumentos utilizados en la recopilacion de la informacion, se procede a

determinar el proceso de andlisis de esta, mediante el cual se determinen los datos a

considerar para cumplir el objetivo de modelar y posteriormente comparar la resolucion

de las ecuaciones diferenciales parciales con métodos de diferencias finitas y elementos

finitos.

Tabla 2-3: Proceso de andalisis de informacion

Técnica

Modelacion

Descripcion ‘
Se procede a modelar las ecuaciones diferenciales
parciales (eliptica, parabdlica e hiperbdlica) segun los
procedimientos que se hayan recopilado de la
bibliografia, usando los métodos de Diferencias Finitas
y Elementos Finitos.

Analisis Comparativo

Al obtener los resultados de la modelacion en Matlab de
cada tipo de ecuacion para cada método numérico, se
procede a comparar los procesos de resolucion,
determinado cudl de los dos métodos (diferencias finitas
y elementos finitos) resulta mas sencillo de realizar y

obtiene mejores aproximaciones.

Analisis Estadistico

Con los resultados de la aplicacion de la encuesta se
procede a analizar la fiabilidad del instrumento aplicado

con el uso de Microsoft Excel.

Realizado por: Yumi Gisela, 2022
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CAPITULO IV
4. RESULTADOS Y DISCUSION

4.1. Método de Diferencias Finitas
4.1.1. Ecuaciones parciales hiperbdlicas

El algoritmo de este tipo de ecuaciones parciales se elaboré mediante la ecuacion de la

onda, la cual tiene la siguiente estructura:

0%u
at2

2
(x,t)—czg—;(x,t)zo 0<x<t t>0 (4-1)

Cuyas condiciones de frontera son las siguientes:
u(0,t) = u(a,t) =0, t>0,

Y las condiciones iniciales:

u(x,0)=f(x), y Z—Z (x,0) =g(x),para 0 <x < a

Doénde ¢ es una constante. Las funciones f y g se pueden interpretar como la posicion
inicial y la velocidad inicial de la cuerda.
4.1.1.1. Discretizacion
Se  realizan las  aproximaciones de la  derivada {u;; = u(xi, tj): i =
1,2,3,...,n},para j = 1,2,3, ..., m. Para ello, se define el valor de k, el cual se refiere al
tamafio de paso del tiempo, siendo este k>0. En este caso, los puntos de red son (xl-, tj) ,
para i=1,2,3,... n, y para valores de j=1,2,3,... m.

x; =th y tj=jk
La ecuacion de la onda para cualquiera de los puntos de red (xl-, tj) se transforma en:

0%u 0%u 4-2
ﬁ(xi:ti) - sz(xirti) =0 (+2)
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t;

7 -+ I e 1

n

X X2 Xjm) Xy Xiw1 Xy | X,

Figura 1-4. Aproximaciones en u (X, y)

Fuente: (Vargas, 2010)

En las segundas derivadas parciales se aplica el método de cociente de diferencias

centradas, lo cual para ¢ est4d dada por:

62u _ u(xi, tj+1) - ZU(xi, t]) + U(xl', tj—l) k264 (4_3)
?(xi' J')_ k2 126t4( il 1)

Donde ‘Ll] € (tj—l) tj+1)

La expresion para x esta dada de la siguiente manera:

azu u(xl-+1 + tj) - ZU(xi, t]) + U(xi_l — tj) h284 (4_3)
_2( i j) = h2 12 9 x* (El' J)

Donde §; € (-1, Xi4+1)
Para este punto, se utilizan los cocientes de diferencias de las expresiones 4-3 y 4-4, y

sustituyendo en la ecuacion de la onda se obtiene:

u(xi, tj+1) - ZU(xi, t]) + U,(xi, tj—l)

k2
_ Cz U(xi+1 + tj) - ZU(xi, t]) + U(xi_l - t]) ( 4_5)
hZ
1 [k?0%u h264
12 l Jt? (xl'ﬂj) (Eu J)l

Para el célculo del error de truncamiento para la ecuacion de tipo hiperbdlica es:

1 [k?0*u h264 _
Tij = 12 l 0 t4 (X,,M]) (Eu J)l (4 4)
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Simplificando la ecuacion 4-5, para u; j,, se obtiene la ecuacion de diferencias

Upjrr — 2Ug5 + Ui jq Uirr,j — 2Ujj +Uioy 4-5
—c? =0
k2 h?

. .y . k J
Resolviendo la ecuacion 4-7 considerando que 4 = % < 1, para mantener la estabilidad,

se obtiene:

ui’j+1 - Zui’j + ui’j_l - /12'ui+1,j + 2/12ui,j — /12u,-_1'j =0 (4-6)

Despejando de la anterior ecuacion u; ;.4 se tiene:
— 2 2 ;
ui’j+1 = 2(1 -1 )ui'j + A1 (uiﬂ’j + ui_l,j) - ui'j_l parat (4_7)
=123 ..,n-1y j=123.,m-1
Por lo anterior, para calcular las condiciones iniciales o las aproximaciones en la primera

fila esta dado por:
Ujo = f(x;) wparai=0,123,..,n (4-8)

Las condiciones de frontera de:

Ugj = Up; =0 paraj =0,1,23,..,m (4-9)

Si w; j es una aproximacion de u; ;, al expresar las ecuaciones en la matriz, se obtiene:

" [20-#) A R — 0 . "
1+l /12 ) 2(1 _ /,’.Q) /12 17 15-1

Wagn | 0 ", - . 0 Wag || MWagn

w=17+1 ] 0 """""""""""""""""""" 0 e /%2 2(1 _ /;12 )— n-1; m-17-1

Figura 2-4. Sistema de ecuaciones en forma matricial

Fuente: (Vargas, 2010)

Como muestra la figura 4-3, la ecuacion 4-9 requiere que los valores de (j+1)-ésimo

tiempo a partir de los valores del j-ésimo y (j-1)-ésimo tiempo.
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Figura 3-4. Aproximaciones en u (X, y)
Fuente: (Vargas, 2010)
De la ecuacion 4-9 se observa que cuando j = 1 es necesario conocer los valores de u; 4
para determinar u; ,. Pero con j = 0 se ve u; ; sobre la recta del tiempo depende de los
valores de u; o, sobre la recta 0 del tiempo y de los valores de u; _;.

Para determinar estos ultimos valores, se procede a utilizar la condicion de la velocidad

. ... D ) . .,
inicial % (x,0) = g(x). Ent = 0 se tiene la siguiente ecuacion:

ux;, k) —ux;, —k) (4-12)
2k

Suponiendo qué u(x;, —k) se prolonga hacia atras en el tiempo entonces de la ecuacion

u
g(xi) = a (xi) O) ~

4-10 se tiene:

u(xi, _k) ~ u(xi' k) - Zkg(xl)

u(x;, —1) = u(x;, 1) — 2kg(x;) (4-13)

Ahora sustituyendo la ecuacion 4-11 en la ecuacion 4-9 cuando j = 0 se obtiene el caso

especial:
s 4-14
Ui = 7(ui+1,0 + ui—1,0) + (1 - Az)ui,o + kg(x;) ( )
4.1.1.2.Ejercicios de aplicacion
Sea la ecuacion diferencial de onda:
Pu 20y (4-105)
atz(x,t) 2 axz(x,t)—O 0<x<1,t>0
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Con las condiciones iniciales:

u(x,0) = sin(pi * x) + sin(2 * pi * x)

,para 0 < x <1 (4-16)

au( 0) =0
d x X8 =

Y las condiciones de frontera:

u(0,t) =u(1,t) =0, para0<t<1

Para resolver este problema mediante el software Matlab, se procede a programar las

ecuaciones 4-9, 4-14 y 4-16 (Ver algoritmo hiperbolica_mef).

Sit = 0, es decir cuando j = 1, se aplica la condicion inicial dada por la ecuacion 4-16.
u(x,1) = sin(pi * x) + sin(2 *x pi * x),,parai = 2,3,4,..(n — 1)

Cuando j = 0, entonces se utiliza la ecuacion 4-14. Para las restantes columnas, se utiliza

las formulas de diferencias finitas dada por la ecuacion 4-16. Para ejecutar el algoritmo

en mencion se ingresa los siguientes datos:

>> hiperbolica_mef(f,g,a,b,c,n,m)

Donde: f es la posicion inicial, g es la velocidad inicial, a longitud de la cuerda, b valor

especifico de tiempo, ¢ constante de la ecuacion, n el nimero de puntos en que se divide

x, m el nimero de puntos en que se divide el tiempo b. Ejecutando el programa con los

siguientes valores:

>> hiperbolica_mef('sin(pi*x)+sin(2*pi*x)','0',1,0.5,2,11,11)

Se tiene la siguiente grafica de la solucién aproximada:

Figura 4-4. Ecuacion hiperbolica

Fuente: Gisela Yumi
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4.1.2. Ecuaciones parciales parabdlicas

El algoritmo para las ecuaciones parabolicas se desarrolldé considerando como ejemplo
la ecuacion del calor, la cual tiene la siguiente estructura:

M= 0o o 0<t<b
T X, —cax2 x,t), <x<alt<

(4-17)

Cuyas condiciones de frontera son:

u(x,0) = f(x), 0<x<a, t=0

{u(O, t) = c1(t), x=0

<t<
u(a, t) = c2(t), y=gq = O=st=sb

Doénde ¢ es la constante térmica de la ecuacion de calor, a es la magnitud de la variable

espacial x, b el tiempo a considerar.

4.1.2.1.Discretizacion

Para iniciar, se escoge el valor de m, el cual debe ser m>0, y se determina el valor de
h=a/(n-1), k=b(m-1) el cual se refiere al paso del tiempo. En este caso, los puntos de red
son (xi, tj) ,donde x; = ih paravaloresdei=1,2, 3,... n, y t; = jk, para valoresdej=1,2,
3,...m.

Se  realizan las  aproximaciones de la  derivada {u;; = u(xi, tj): i =

1,2,3,...,n},paraj =123, .., m.

'III

Y -+ I f

n

X1 X2 Xi—1 Xy Xiw 1 X1 Xn

Figura 5-4. Aproximaciones en u(x, y)
Fuente: (Vargas, 2010)
Para formar el cociente de diferencias en el desarrollo del método de diferencias finitas,

se utiliza la serie de Taylor en .

ou u(x;, ti +k)—u(x;,t;) ko’u 4-18
E(xirtj)z et ,2 — —zatz(xi'ﬂj) @19
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Donde ‘Ll] € (t], tj+1)
La serie de Taylor también se aplica en x para formar el cociente de diferencias centrales
segun la expresion:

9%u u(x; + htj) = 2u(x, t) +u(x; — htj))  h?0*u (4-19)
5z (uty) = 02 “ 129 C0h)

Donde §; € (x-1, Xi4+1)
Los puntos interiores de la ecuaciéon 4-12 implica que (xl-,tj) vi=123,..,n—

1 yj=1,23,..,m,se tiene la siguiente expresion:

ou 0%u
o7 (i) === (xi,t5) = 0

Para este punto, se utiliza los cocientes de diferencias de las expresiones 4-18 y 4-19, y

sustituyendo en la ecuacion del calor se obtiene:

Uij+r — Wij o2 Uipr — 2U5 HUgj 0 (4-20)
k h?
Para el célculo del error de truncamiento para la ecuacion de tipo parabdlica es:
ko?u , h?d*u

4-21
Tij = 5z (o) = 2o (6 ) &2

Si se define que A = ¢2(k/h?) de la expresion 4-15, entonces:
Wijp1 — Uy = AUioq j — 2405 5 + Ay
Despejando u; j,1 de esta ultima expresion:

Ui a1 = Ayoqj+ (1= 20w 5 + Ay (4-22)

Ui = (1= 2Du;; + Awiprj + Uioaj) (4-23)

Doénde i=1,2, 3,...,n-1 y j=1,2, 3,..., m, para la condicion inicial u(x, 0) = f(x) donde
0 <x <1,siendo u; 94, = f(x;) para i=0,1,2, 3,..., m, se puede aplicar estos valores
para determinar u; ; para i=0,1,2, 3,..., m.

Las condiciones adicionales de u(0,t) = 0 y u(b,t) = 0 requieren que Ugq = Up1=0 =

0, con lo que se puede calcular el valor de los elementos de la forma u; ; . Si se vuelve a
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aplicar este mismo procedimiento con las demds aproximaciones u; ;, se puede calcular
también los valores de u; , u; 3, etc.

Al escribir este conjunto de ecuaciones en forma matricial se obtiene:

[(1-21) A | [RMURSI | i
3. w2l g S|
d=| 0. T e 0
VR 0" A (1_22)_

Figura 6-4. Sistema de ecuaciones en forma matricial

Fuente: (Vargas, 2010)

4.1.2.2.Ejemplos de aplicacion

Sea la ecuaciodn diferencial de calor:
2

au( t)—zau( t) 0<x<1lyt>0

5 ) =c" o3 (x, para0 <x <1y

Con la condicidn inicial de temperatura:

u(x,0) = sin(pi * x) * (1 4+ cos(pi *x)) para 0<x<1lyt=0 (11-
24)

Y con las condiciones de frontera:

{u(O,t) =0parax=0y0 <t<b
u(l,t) =0parax =1y0 <t<bh

Para resolver este problema mediante el software Matlab, se procede a programar las
ecuaciones 4-18 y 4-19 (Ver algoritmo parabolica_mef).
Para el célculo de la primera columna, cuando t = 0; es decir cuando j = 1, se aplica la
condicion inicial dada por la ecuacion 4-19.

u(x,1) = sin(pi * x) * (1 + cos(pi * x)),i =234,..n—-1)
Para el célculo de la segunda columna y las restantes, se utiliza las férmulas de
diferencias finitas dada por la ecuacion 4-18 que representa a las derivadas primera y
segunda en t y x respectivamente. Para ejecutar el algoritmo en mencion se ingresa los
siguientes datos:
>> parabolica_mef{(f,c1,c2,a,b,c,n,m)
Donde: fes la funcion f(x) dada por la condicion inicial, ¢l y ¢2 son las condiciones de

frontera, a es la magnitud de la variable espacial x, b es el tiempo a considerar, ¢ la
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constante térmica, n el nimero de puntos en que se divide x, m el nimero de puntos en
que se divide el tiempo b. Ejecutando el programa con los siguientes valores:
>> parabolica_mef ('sin(pi*x)*(1+cos(pi*x))','0','0',1,0.5,1,19,339)

Se tiene la siguiente grafica de la solucién aproximada:

0.5

0
400

Figura 7-4. Ecuacion parabdlica

Fuente: Gisela Yumi

4.1.3. Ecuaciones parciales elipticas

Para el desarrollo de las ecuaciones parciales elipticas, se realizd en base a la
aproximacion de la solucion de la ecuacion de Poisson, que se cita a continuacion:

d0%u 02

It o+ (4-25)

u
ayz(x,y)=f(x,y),anSb, c<y<d

ConR = (x,y)dondea<x<b,c<y<d,con:
u(x,y) = g(x,y) para(x,y) € S
Misma que esta sujeta a las condiciones de frontera
ulx,y) =g, y),siaox=b yc<y<d
Y
ulx,y) =g(x,y)siy=coy=dya<x<b

Para esta solucion, se supone que S denota la frontera de R, y que tanto f como g se
garantiza una solucion Unica, y que son continuas en sus dominios.
4.1.3.1.Discretizacion

El primer paso consiste en definir los enteros n y m, que, al usar la informacion
de las condiciones de frontera, se obtiene un sistema lineal (n-1) (m-1). Ademas, se

determina los tamafios de paso /1 y k a través del célculode h = (b —a)/ny k = (d —
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c)/m . Esto divide el intervalo [a, b] en n partes iguales con un ancho 4, y el intervalo
[c, d] en m partes iguales con un ancho £. esto da como resultado un rectdngulo con lineas

horizontales y verticales con coordenadas (x;, y;).

A
Ya:=d . .
. .
. .
. . . . . . .
V2 T
. . .
_\'l ——
L . L]
vo=c¢ T
| | | | | | >
L) v v L) L) ] -
Xp=a X X2 X3 X4 b= %, X

Figura 8-4. Discretizacion de un dominio

Fuente: (Vargas, 2010)

Donde x; =a+ihconi=0,1,23,..ny yi=¢ +jkconj=0123,..m

En la figura 4-8, se puede observar que las lineas x = x;e y = y; hacen referencia a las
lineas de cuadricula, y las interacciones entre ellas son los nodos o puntos de la malla.
Utilizando la serie de Taylor para x alrededor de x;, para las diferencias centrales en cada
punto de la cuadricula (x;,y;) con i=1,2,3... n-1 'y con j=1,2,3... m-I, se genero las

diferencias centrales con respecto a x:

0%u u(xi41,¥5) = 2u(x, ;) +ulxi—1,y;)  h?0*u (4-26)
J x2 (xi'yj) = h2 120 x4 (fi'yj)

X

Donde §; € (-1, Xi4+1)
Paralelo a la ecuacion 4-19 también se puede deducir a la siguiente ecuacidon con respecto
ay:

0° _ u(xi,yj+1) - 2u(xl-,yj) + u(xl-,yj_l) _ k?0*u (4_27)

u
W(xi'yj) - k2 126}14 (xi’nj)
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Donde nj € (¥j—1,Yi+1)
El uso de las ecuaciones 4-26 y 4-27 permite expresar la ecuacion de Poisson de manera

que se pueda calcular cada uno de los puntos (x;, y;), que reemplazando se tiene:

u(xi+1;yj) = 2u(x;, y;) + ulxi—1, ;)

hz
u(x;, yj1) — 2ux;, ;) + u(xy, yi-1) (4-28)
+ 12
h20%u k?0*u

= f(xy) + 1204 (Soy) + 20,7 (xi,m;5)

Con valores i=1,2,3,...n-1 y j=1,2,3...m-1,y con condiciones de frontera:

u(xo,yj) = g(xo,yj) yu(xn,yj) = g(xn,yj) paraj=0,1,2,3,..m-1;

u(xy, yo) = g(xi, yo) y ulxy, i) = g(xi, ym) parai=0,1,2,3,...n-1;

Se obtiene como resultado el método de las diferencias centradas, en la forma de la
ecuacion de diferencias, lo que genera un error de truncamiento de:

0(h? + k?);

Aplicando un poco de geometria se obtiene asi el siguiente sistema de ecuacion lineal:

h
2[(;)2 + ulx,y) — (uxien, yp) + ulxioy,y)))

(4-29)
h 2
B <E) (u(xi'yj+1) + u(xi:)’j—ﬂ) = —h? f(xi'Yj)
Sea w; j se aproxima u(x;, ;)
hy\? hy\?
2[(;) + 1]Wi,j - (Wi+1,j + Wi_l,j) - <E) (Wi,j+1 + Wi.j—l) (4-30)
= —h? f(x:, ;)

Con valores i=1,2,3,...n-1 y j=1,2,3,...m-1,y con condiciones de frontera:

Wy = g(xo,yj) Y Wpj = g(xn,yj) paraj=0,1,2,3,..m-1; (4-31)

Wio = 9(xi,y0) Yy Wim = 9(x;, ym) para i=0,1,2,3,..n-1;

La ecuacion 4-23 tiene aproximaciones en u(x;, y;) en los puntos:

(xi—l;yj)a (xi.}’j), (xi+1;}’j), (xi,}’j—1), y (xi»Yj+1),
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Al graficar estos puntos de cada ecuacion, se puede observar que las aproximaciones

alrededor de (xl-, yj), forman una regién en forma de estrella.

v
d
Yi+l X
Yi X X X
Vi<l x
c —
! O0—0—0 ! >
a Xi-1 Xj Xj+1 b

Figura 9-4. Aproximaciones en u (X, y)

Fuente: (Vargas, 2010)

Al usar las condiciones de frontera 4-24, considerando todos los puntos (xi,yj), se

obtiene un sistema lineal de la forma (n-1) (m-1)x(n-1) (m-1); este sistema lineal contiene
incognitas, las cuales pueden ser expresadas en calculos matriciales utilizando la

siguiente expresion:

Pl(xi,yj) y w, = Wi,j

Donde /=i+i(m-1-j) (n-1) para i=1,2,3,..., n-1 y j=1,2,3,..., m-1., marcando los puntos

en la cuadricula, por ejemplo, si tenemos una matriz con valores de n=4 y m=35, tenemos:

y

A
Yi T
P Py P
Y T
P: Ps Py
Vi -
P P P,
v, 4
p‘.; p'.. pi;
‘\'1 ——
‘\-J ——
| | | | | >
1 | | 1 ] Ll
x X X2 X3 X4 X

Figura 10-4. Ejemplo de una matriz n=4 y m=5

Fuente: (Vargas, 2010)
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La solucion de este sistema de ecuaciones se hace mediante las iteraciones de Gauss-
Seidel por razones de simplicidad.

4.1.3.2.Ejemplos de aplicacion

Para iniciar el algoritmo, el usuario debe ingresar los extremos a, b, ¢, d, los mismos que
representa el dominio y rango, y los valores n y m, mismos que son las divisiones del

plano.

Sea la ecuaciodn diferencial de Poisson:

0%u 0%u
ﬁ(x,t)+a—yz(x,t) para0 <x<1yt>0

4.2. Método de Elementos Finitos

4.2.1. Ecuaciones parciales parabdlica e hiperbdlicas

Para la resoluciéon de ecuaciones diferenciales parciales de tipo parabdlicas e
hiperbolicas, por el método de elementos finitos, se desarrollo en base a procedimiento

detallado por Jichun y Yi (2008):

1. Discretizar el dominio en elementos finitos;

2. Reescribir la ecuacion diferencial parcial en su formulacion débil;

3. Calcular matrices de elementos para cada elemento finito;

4. Ensamblar matrices de elementos para formar un sistema lineal global;

5. Implementar las condiciones de contorno modificando el sistema lineal global;
6. Resolver el sistema lineal y postproceso de la solucion.

Para simplificar, se asume que el dominio fisico Q es un poligono, que se puede
discretizar en Ng elementos triangulares Th. Implementacion que comienza con una
malla muy gruesa, luego genera diferentes niveles de mallas mas finas por subdivision

uniforme, es decir, cada tridngulo es subdividido en cuatro tridngulos més pequefios.
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Figura 11-4. Discretizacion del dominio

Fuente: (Li & Chen, 2008)

El tridngulo se subdivide en cuatro tridngulos mas pequenos, que estan etiquetados como
subtriangulo 1, 2, 3 y 4, respectivamente. Tenga en cuenta que los vértices de cada
tridngulo estan etiquetados en sentido contrario a las agujas del reloj. Una malla de
elementos finitos generalmente contiene mucha mas informacion que la de diferencias
finitas, las coordenadas nodales (xi, yi), 1 <1< Ng, donde Ng denota el numero total de

nodos en la malla.

Para esto se necesita una matriz de conectividad con n(i, j) para describir la relacion entre
los nodos locales y nodos globales. Para una cuadricula triangular lineal, con n(i, j), j =
1,2,3,i=1, -+, Ng,denota la etiqueta global del j-ésimo nodo del i-ésimo elemento,

donde Nk es el numero total de elementos.

Para implementar condiciones de contorno, se necesita saber qué nodos estan en la
frontera y qué tipos de condiciones de frontera existen. En este caso, se introduce un
indicador de condicién de contorno global gbc(i, j), 1 <i < Ng, 1 <j < 2. Para el i-ésimo

nodo global, se define:

0 si es un nodo interior
gbc(i,1) = {1 si es un nodo Dirichlet
2 si es un nodo de Neuman
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Ademas, para gbc(i, 1) =0, se usa gbc(i, 2), especificando el correspondiente valor limite.
Para generar gbc(i, j) facilmente, dejamos que gbc(i, j) herede directamente del indicador
de condicion de contorno del elemento efl(i, j), 1 <1 < Ng, 1 <j < 3. De hecho, efl(i, j)
se puede generar a partir de la malla gruesa inicial cuando el j-ésimo nodo local es un
punto medio generado a partir de dos vértices del nivel anterior, y serd un nodo interior

si cualquiera de los dos vértices es un nodo interior.

Ademas, para ser catalogados como un nodo de Dirichlet (o de Neumann), se debe
cumplir la condicion de que ambos vértices sean de Dirichlet (o0 Neumann) nodo; esto
significa que se tomard como un nodo de Neumann si uno de ellos es Dirichlet y el otro
es Neumann; cuando el j-ésimo nodo local es un vértice del anterior nivel, se tendra el

mismo tipo que ese vértice.

En la siguiente figura se muestra un ejemplo de malla gruesa inicial y la malla después

de un refinamiento, donde etiquetamos todos los nodos y elementos de la malla inicial.

=

Figura 12-4. La malla inicial y la posterior a un refinamiento.

Fuente: (Li & Chen, 2008)

La matriz de conectividad para la malla inicial es:
conn(1,1:3) =1,2,3, conn(2,1:3) =1,3,4

conn(3,1:3) = 1,4,5, conn(4,1:3) =1,5,2
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Posterior a esto, se procede a la estructuracion de las ecuaciones de elementos finitos,

donde el espacio es:
Vh = {v:ves continuoen Qyv|E € P1(E),E € Th}
Se supone que u se aproxima a un elemento finito £ (este es un triangulo) por:

u(x,y) ~ ui xy) = Zui lIJ?' *y) 4-32)

Jj=1

Donde u]. es el valor de u; al j-ésimo nodo del elemento, y Lle es la funcion de

interpolacion de Lagrange que satisface:
E
‘~|J]- (xi,¥1) = 85

Sobre cada elemento E, se necesita calcular algunas matrices de elementos de la siguiente
manera. Sustituyendo la ecuacion 4-32 en 4-33 con la funcion de prueba ¢ = wE, i = I,

2, 3, respectivamente, y aproximando la funcidn fuente s por la ecuacion 4-34.

(Vun Vo) + (v - Vun, @h) = (s,0h),V h € Vh (4-33)
>, (4-34)
sCoy) ) s (). = 5.,
j=1

Se obtiene la matriz de difusion del elemento (matriz de rigidez).

Ay = L(v q;f x 7 q;’fdxdy), ij =123 (4-35)
la matriz de conveccion del elemento

B = fE w.V Lp]j )qu dxdy, i,j =123 (4-36)
y la matriz de masa del elemento

M, = EllJf q;’f dxdy , i,j =123 (4-37)
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Sumando todos los elementos E£n, I <n < N, de la malla Th, obtenemos un sistema de

ecuaciones lineales para la solucion numérica desconocida u; en todos los nodos:

NE NE
n=1 n=1

El siguiente paso es el calculo de matrices de elementos, donde las matrices de elementos
a menudo se calculan sobre un elemento de referencia. El mapeo de un elemento

triangular arbitrario con vértices (x-, yj), 1 <i <3, aun elemento de referencia con

vértices:
(51»711) = (0' O)' (EZJ nz) = (1' 0)' (23; n3) = (0' 1)
Esta dado por:
3
x=x1+(x2—x1{+ (x3—x1)n = Z x5 M), (4-39)
j=1
3
y=yl+ @2 —-yDi+ (y3—yln = Z i (&), (4-40)
j=1
Donde
&M =¢=1-8-nP2@En) = §Y3(@En) =1 (4-40)

Tenga en cuenta que (&, 1, {) son las coordenadas baricéntricas del triangulo. La matriz

de Jacobi del mapeo se denota como:

dx Ox
T
J =6y oy

E

27X X3 7% o) donde A denota el drea del
yZ = yl y3 — yl - , donde cenota €1 arca de

triangulo. La funcion de interpolacion yj (X, y) sobre el tridngulo fisico se define como

U; (xy) = ;& y)n(xy)), de lo que se tiene:

cuyo determinante es det(J) =
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op; 6¢jax+8¢jay (4-41)
08¢ 0x0t = 0yoE’

0y; _0y;0x  0y,dy (4-42)
on dxon ~ dyon’

Doénde se denota el gradiente

o,
0x

vy, = o0,
dy

En particular,

T __1 T __1 T __Jo (4-43)
Joxv == ] X v =[] T xves = - []
Lema 1
Para la resolucion del ejercicio se utiliza el siguiente lema, donde para una matriz no

. a b
singular M = ,
g c d
El inverso de este se denota como:

-1 _ 1 a b
det(M)c d

Se obtiene:

g™t = i[ Ys— N —(V2 = »1)
24— (x3 — xq) X2 — X1

Por lo tanto, la matriz de difusion de elementos es:

Ay = f(vq;? x 7" dxdy) = 24 fv Y, X 7 dEdn (4-44)
E E
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Se puede obtener sin ninguna integracion numérica, ya que Vyj son independientes

de&yn.
Lema 2

i'm!'n!
(l+m+n+2)

[ ¢ gmanasan =
E
Donde /, m y n no son integrantes negativos.

Se asume que la velocidad v = (v, vy) es constante, entonces la matriz de conveccion

del elemento se puede simplificar como:

L £dgdn = f (dédn = ¢

Que se obtiene por el lema 2

Lema 3
1
By = g[vy X (23— x1) = X (3 — ¥2)1, B21 = B3 = Byy
De manera similar, la matriz de masa del elemento se puede calcular:
" E E '
My = f q;jlpidxdy = ZAIIIleIJidde
E E

De lo cual, el lema 2 se tiene

Lema 4

¢ & A2 11
m=24 | & & dEn=—[1 2 1]

12
FIng ng 72 11 2
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Condiciones de frontera

Para obtener la matriz de coeficientes global ensamblando las contribuciones de matriz
de coeficientes de cada elemento, solo se necesita recorrer todos los elementos en la
malla, encontrar la etiqueta nodal global correspondiente para cada nodo local, y colocar
en las ubicaciones correctas de la matriz de coeficientes global (Li & Chen, 2008). Un

pseudocddigo se enumera a continuacion:

for n=1:NE
for i=1:3
il = conn(n,1)
for j=1:3
jl=conn(n,j)
Ag(il,j1)=Ag(il,j1)+Aloc(i,))
End
End
End

La implementacion de la condicion de contorno de Dirichlet se puede hacer después de
montaje, es decir, se tiene un sistema lineal:
AgXu=»>b

Se supone que se tiene que especificar en el k-ésimo nodo global. Se puede imponer esta

condicion de contorno de Dirichlet de la siguiente manera:
1. Reemplazar cada entrada bi de b con bi — Agiku.

2. Restablecer todas las entradas en la k-ésima fila y la k-ésima columna de Ag a cero,

luego la entrada diagonal Agi a uno.
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3. Reemplazar la k-ésima entrada br de b con uk. A continuacidon, se muestra un

pseudocddigo:
for k=1:NG % recorrer todos los nodos globales
If (gbc(k,1) = 1) then % encontrar un nodo de Dirichlet
for i=1:NG

b(i) = b(i) - Ag(i,k)*gbc(k,2)

4.2.2. Ecuaciones diferenciales parciales elipticas

Para la resolucion de las ecuaciones diferenciales parciales elipticas mediate el método
de elementos finitos se realizé siguiendo la metodologia de (Davies, 2011) detallada a
continuacion:
1. Se subdividio la region de interés en un nimero finito de subregiones, los
elementos finitos
2. Se eligid variables nodales y funciones de forma para obtener el comportamiento
de la funcion a lo largo de cada elemento
3. Se obtuvo las matrices de rigidez y fuerza del elemento, y las matrices de
tension si se requieren variables de campo
4. Se reunio el sistema general de ecuaciones a partir de las matrices de elementos
individuales

5. Se resolvi6 el sistema general de ecuaciones.

Resolucion de ecuacion de Poisson (elementos rectangulares)

El elemento rectangular mas simple es uno con solo cuatro nodos, uno en cada esquina.
Elija las coordenadas locales (&,1). Como hay cuatro nodos con un grado de libertad en
cada nodo, la variacion de la funcion a lo largo del elemento es de la siguiente forma
bilineal:

u(x,y) = Cy+ Cix + Gy + C3xy

Escribiendo esto en términos de polinomios de interpolacion en lugar de rendimientos de

coordenadas generalizadas se obtiene:

u(x,y) = un
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De este modo

1 1 1 1
—;(1—11)5 (1—71);(1"‘7]) - @ +m
! 1 ! 1 ! 1 ! 1
5@ -) -7 A+H- A+ (1 -7

ahora

k = ff K o adxdy
el

< a >

| 3
n
& b
Yy (‘rul s Ym )
1 @ ® 2

Figura 13-4. Estructura de la malla de elementos finitos

Fuente: (Davies, 2011)
El rectangulo de cuatro nodos. (xm, ym) son las coordenadas del baricentro del

rectangulo, & = (2/a)(x — xm) y n = (2/b)(y — ym)

Para el caso especial de k = constante

1 1
k—kff o2 ge d
- oz
J15
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2c + 1/r) 1 — 2/r -r—1/r 1/r — 2r

_k 2(r + 1/r)  1/r—=2r -r — 1/r
6 200 + 1/r) 1 =2/t
2(r + 1/r)

Doénde r=a/b es la relacion de aspecto del elemento. Al realizar las integraciones

anteriores, el dlgebra se simplifica al notar que

2
2n+1

1 1
f EZn+1 dz =0 y f EZn dE —
-1 -1

Para evaluar el vector de fuerza del elemento, se considero el caso especial F=constante.

Usando la ecuacion

f

1 1
b b
ffffNT%dEEdn=a7f[1 11 17
S1-01

En este caso F (X, y) es una constante, por lo que el vector de fuerza del elemento es el
mismo para todos los elementos. En general, este no serd el caso, ya que F (x, y) sera
diferente en cada elemento y por lo tanto producird un vector de fuerza diferente.

Si el elemento es un elemento de contorno y alli se cumple una condicidon de contorno de
Robin no homogénea, entonces se necesitan adiciones a las matrices de rigidez y fuerza.
Supongamos, por ejemplo, que los nodos 3 y 4 estan situados en un limite a lo largo del

cual

%+Gu=h

Con 6 y h constantes. La longitud del arco s es tal que

d—d—ld
s = X—ZE

ya que las integrales de frontera se recorren en sentido antihorario. De este modo

. 0
1
K = IGE 21 o p|002(1 + D201 - P (—%)dz
-1 2(1-%)

usando la ecuacion
1
Ke = foNeT Neds
-1

y recordando que en el lado 3,4n= 1y eso &=—1 en el nodo 3 y &= 1 en el nodo 4. Por lo

tanto
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f= [nglo02a + 9act - o1 (-3)ds

-1
=ah[0 0 1 1]

Tenga en cuenta que las matrices de 'limite' contienen términos distintos de cero solo
para aquellos nodos que son en si mismos nodos de limite. Estos resultados se utilizaran
ahora para obtener una solucién de un elemento del siguiente problema con valores en
la frontera.

4.3. Comparacion de los métodos numeéricos

Se realiz6 la comparacion de los resultados de los algoritmos de las ecuaciones
elipticas, parabdlicas e hiperbolicas, tanto desarrollado por el método de diferencias
finitas, como por el de elementos finitos.

4.3.1. Ecuaciones elipticas

Los resultados de la resolucion de la ecuacion de Poisson arrojaron una diferencia
de 8.65e-07, entre la solucion aproximada y la solucion exacta utilizando diferencias

finitas, y una diferencia de 8.22e-05 utilizando elementos finitos.

51



%1073

08

AR
KRS
ARSI
DYNRK
AN

A
SRR
AR
i RO
XA
ARG
//,/,:,' /,','w, ‘o.o‘.‘.:‘a A
ol ¢

i o
il 0

06

/ |
) I
AR

04

02

100

Figura 14-4. Ecuacion de Poisson por diferencias finitas y elementos finitos

Elaborado por: Gisela Yumi (2022)

4.3.2. Ecuaciones parabdlicas

La comparacion de los métodos de elementos finitos y diferencias finitas para las
ecuaciones parabdlicas, de determiné una diferencia entre la solucion aproximada y
exacta de 0.003920780934721 en el método de elementos finitos, y un valor de
0.276306839067213 con el método de diferencias finitas.
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Figura 15-4. Comparacion entre los métodos de elementos finitos y diferencias finitas

Elaborado por: Gisela Yumi (2022)
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4.3.3. Hiperbdlicas
ecuaciones hiperbdlicas, se determind una diferencia entre la soluciéon aproximada y

La comparacion de los métodos de elementos finitos y diferencias finitas para las
exacta 0.077712979072029 para el método de elementos finitos y 0.342020143325669

para el método de diferencias finitas.
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Elaborado por: Yumi, G (2022)

4.4. Analisis de las encuestas
carrera de Fisica, se presentan los resultados de las mismas, con un analisis de frecuencia

Una vez que las encuestas del Anexo G fueron aplicadas a 27 estudiantes de la
en Microsoft Excel y graficos referidos a los porcentajes de respuesta correspondiente a

la escala de Likert.
0% 0%
= Totalemente en desacuerdo

= En desacuerdo

= Indeciso
De acuerdo
= Totalmente deacuerdo

Figura 17-4. Anélisis de frecuencia para la pregunta 1
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Elaborado por: Yumi, G (2022)

Con respecto a la pregunta 1. “Conforme a su criterio, ;jPiensa que las
metodologias de ensefianza de las ecuaciones diferenciales parciales son eficientes en el
aprendizaje de los estudiantes?”, el 52% de los estudiantes estan de acuerdo con que las
metodologias actuales son eficientes en la ensefanza de ecuaciones diferenciales, y el

otro 32% estan totalmente de acuerdo.

0% 0%

= Totalemente en desacuerdo
35% m En desacuerdo
= Indeciso
De acuerdo

m Totalmente deacuerdo

Figura 18-4. Analisis de frecuencia para la pregunta 2
Elaborado por: Yumi, G (2022)

Con respecto a la pregunta 2. “Basado en su criterio ;En el aula de clases aplican
algun tipo de software como herramienta para mejorar el aprendizaje de los
estudiantes?”, el 61% de los estudiantes estan totalmente de acuerdo, y el otro 35% estan
de acuerdo. Es decir que en el aula de clases utilizan software para el aprendizaje de las

ecuaciones diferenciales.
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0% 0%

= Totalemente en desacuerdo
= En desacuerdo
» Indeciso

De acuerdo

S50 = Totalmente deacuerdo
0

Figura 19-4. Analisis de frecuencia para la pregunta 3

Elaborado por: Yumi, G (2022)

Con respecto a la pregunta 3. “;La institucion educativa impulsa el uso de
softwares para el aprendizaje de los estudiantes de la carrera de fisica a través de la
disponibilidad de licencias para los estudiantes?, el 56% de los estudiantes estan de
acuerdo, y el otro 37% estan totalmente de acuerdo. Es decir que la institucion educativa
si impulsa el uso de programas de computadora a los estudiantes, es especial en la carrera

de Fisica.

0% 0%

= Totalemente en desacuerdo
= En desacuerdo
= Indeciso

De acuerdo

= Totalmente deacuerdo

Figura 20-4. Analisis de frecuencia para la pregunta 4
Elaborado por: Yumi, G (2022)

Con respecto a la pregunta 4. “Basado en su criterio jEl uso de métodos

numeéricos en la resolucion de ecuaciones diferenciales parciales es una herramienta
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util para el aprendizaje?”, el 78% de los estudiantes estan totalmente de acuerdo, y el
otro 18% estan de acuerdo. Es decir que la mayoria de los estudiantes estan de acuerdo
que el uso de métodos numéricos en el aprendizaje de ecuaciones diferenciales parciales;

esto indica que consideran que este método es eficiente para su aprendizaje.

0% 0%

= Totalemente en desacuerdo
= En desacuerdo
= Indeciso

De acuerdo

= Totalmente deacuerdo

Figura 21-4. Analisis de frecuencia para la pregunta 5

Elaborado por: Yumi, G (2022)

Con respecto a la pregunta 5. “;Cree usted que los profesores estan capacitados
para manejar los medios digitales?”, el 42% de los estudiantes estan de acuerdo, y el
otro 39% estan totalmente de acuerdo. Es importante resaltar que el 19% de los
estudiantes consideran que los docentes no estdn capacitados en el uso de medios

digitales, por lo que la institucion educativa y los mismos docentes deben asegurarse de

que este porcentaje sea minimizado.
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0% 0%

= Totalemente en desacuerdo
= En desacuerdo
= Indeciso

De acuerdo

= Totalmente deacuerdo

Figura 22-4. Anélisis de frecuencia para la pregunta 6
Elaborado por: Yumi, G (2022)

Con respecto a la pregunta 6. “;Ha sentido mayor motivacion en las clases que
son realizadas mediante el uso de softwares especializados en ecuaciones
diferenciales?”, el 65% de los estudiantes estan totalmente de acuerdo, y el otro 23%
estan de acuerdo. Estos resultados demuestran que la mayoria de los estudiantes sienten
mayor motivacion para aprender las ecuaciones diferenciales cuando el docente utiliza

algun tipo de software.

0% 0% 0%

N CB——

= Totalemente en desacuerdo
= En desacuerdo
= Indeciso

De acuerdo

= Totalmente deacuerdo

Figura 23-4. Analisis de frecuencia para la pregunta 7
Elaborado por: Yumi, G (2022)

Con respecto a la pregunta 7. “;Considera que los métodos numéricos aplicando

’

un software es importante para poder aprender mas rdapido y de mejor manera?”, el
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67% de los estudiantes estan totalmente de acuerdo, y el otro 33% estan de acuerdo. Estos
resultados demuestran que todos los estudiantes consideran que el uso de métodos

numéricos es eficaz para el aprendizaje.

0% 0%

= Totalemente en desacuerdo
= En desacuerdo
= Indeciso

De acuerdo

= Totalmente deacuerdo

45%

Figura 24-4. Anélisis de frecuencia para la pregunta 8
Elaborado por: Yumi, G (2022)

Con respecto a la pregunta 8. “;Considera que Matlab tiene las caracteristicas
v facilidades para ser aplicado en la resolucion de ecuaciones diferenciales parciales
mediante métodos numéricos?”, el 45% de los estudiantes estdn de acuerdo, y el otro
33% estan totalmente de acuerdo. Estos resultados demuestran que todos los estudiantes
consideran que Matlab tiene todas las caracteristicas necesarias para el aprendizaje y

desarrollo de codigos.

0% 0%

= Totalemente en desacuerdo
= En desacuerdo
= Indeciso

De acuerdo

= Totalmente deacuerdo

Figura 25-4. Andlisis de frecuencia para la pregunta 9

Elaborado por: Yumi, G (2022)
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Con respecto a la pregunta 9. “;Piensa usted que los docentes requieren de
capacitaciones para el uso de Matlab en la aplicacion de métodos numéricos?”, el 37%
de los estudiantes estan de acuerdo, y el otro 48% estan totalmente de acuerdo. Los
resultados muestran que es necesario capacitaciones a los docentes en el uso de Matlab

para mejorar la ensefianza de los estudiantes.

0% 0%

36% » Totalemente en desacuerdo
» En desacuerdo

Indeciso

De acuerdo

m Totalmente deacuerdo

36%

Figura 26-4. Anélisis de frecuencia para la pregunta 10
Elaborado por: Yumi, G (2022)

Con respecto a la pregunta 10. “; Piensa usted que los métodos tradicionales de
ensefianza en la resolucion de ecuaciones diferenciales parciales son eficientes en el
aprendizaje de los estudiantes de la carrera de fisica?”, el 36% de los estudiantes estan
de acuerdo, y el otro 28% estan totalmente de acuerdo. El 36% de los estudiantes
mencionaron que los métodos tradicionales no son suficientes para la ensefianza de

ecuaciones diferenciales, por ende, es necesario la aplicacion de otras metodologias.

A continuacion, se presenta el resumen de la tabulacion de los datos recolectados
mediante la encuesta a los estudiantes de la carrera de Fisica de la Escuela Superior
Politécnica de Chimborazo. Con la siguiente tabla, con la finalidad de diagnosticar la
percepcion sobre la ensefianza de los métodos numéricos en la resolucion de las

ecuaciones diferenciales parciales.
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Tabla 1-4: Resumen tabulacion encuesta

Totalmente

" en En : De Totalmente
Pregunta  desacuerdo  desacuerdo(2) Indeciso(3) acuerdo(4) de

0 acuerdo(5)

1 0 0 3 14 10

2 0 1 1 9 16

3 0 0 2 15 10

4 0 0 1 5 21

5 0 1 5 11 10

6 0 1 3 6 17

7 0 0 0 9 18

8 0 0 6 12 9

9 0 0 4 10 13

10 0 2 9 9 7

Promedio 0| 0,185185185(1,259259259| 3,7037037| 4,85185185

Realizado por: Yumi Gisela, 2022

Para una mejor visualizacion de los promedios obtenidos de las encuestas
realizadas a los 27 estudiantes de la carrera de Fisica, se presenta la siguiente imagen

porcentual de las escalas ordinales simulando las categorias de tipo Likert.

0% 2%

-

m Totalmente en desacuerdo (1) = En desacuerdo(2)
= Indeciso(3) De acuerdo(4)

= Totalmente de acuerdo(5)

Figura 27-4 Resumen encuesta escala Likert

Elaborado por: Yumi, G (2022)
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Se puede observar que el 37% de los estudiantes encuestados estan totalmente de
acuerdo, el 48% de acuerdo, 13 % indecisos, 2% en desacuerdo y 0% totalmente en
desacuerdo.

Para valorar el objeto de interés, la escala de Likert permite interpretar la percepcion que
tienen los estudiantes sobre la ensefianza de los métodos numéricos para la resolucion de
las ecuaciones diferenciales parciales, cuyos niveles de medicion son positivos
(totalmente de acuerdo, de acuerdo e indeciso) y negativos (en desacuerdo y totalmente
en desacuerdo). Los resultados segiin la Figura 4-27 demuestran un alto grado de

inclinacion al nivel positivo.
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CONCLUSIONES

En el presente trabajo se ha presentado dos métodos aproximados para resolver
las ecuaciones diferenciales parciales (EDP) de tipo parabodlico, eliptico e
hiperbdlico, con condiciones de frontera y condiciones iniciales, mismos que son
diferencias finitas y elementos finitos.

La dificultad de resolucion analitica de las EDPs es relativamente alta para los
estudiantes de la facultad de la carrera de Fisica de la Escuela Politécnica de
Chimborazo, por lo que los métodos numéricos son los mas eficientes y
aproximados recomendables para dar solucion a las ecuaciones que no tienen
solucion analitica.

El método de elementos finitos result6 ser el mejor para este trabajo, ya que se
obtuvo mas informacion para su desarrollo, y los resultados obtenidos tienen una
mejor aproximacion, que el método de diferencias finitas.

El presente trabajo pretende ser aplicado como un material didactico en donde se
describe los pasos metodologicos de solucion para las EDPs aplicando los
métodos de diferencias finitas y elementos finitos, para encontrar una solucion
aproximada de la misma, ademas de proporcionar los codigos en Matlab de los
métodos desarrollados.

Los resultados obtenidos de la encuesta realizada a los estudiantes de la carrera de
fisica tienen un alto grado de inclinacion hacia el nivel positivo con un 98% segun
Likert, es decir, el objeto de estudio que es la ensefianza de los métodos numéricos
para la resolucion de las ecuaciones diferenciales parciales, proyectan un alto
nivel de importancia y fiabilidad para reforzar su comprension en este tipo de

fendmenos fisicos.
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RECOMENDACIONES

Se recomienda a los futuros investigadores extender el tema del presente trabajo
con el andlisis de la resolucion de EDPs mediante el método numérico de
Meshless, mismo que puede ser aplicado para parabdlicas, elipticas e
hiperbolicas.

Explorar este tema utilizando otros softwares como Python, los cuales pueden
ofrecer mayor libertad en el uso de herramientas y mejorar la aproximacion de la
solucidn de las ecuaciones diferenciales parciales.

Se recomienda a los docentes de la carrera de Fisica utilizar los codigos
desarrollados en el presente trabajo investigativo, en la ensefianza de los
estudiantes, como una forma didactica y mejorada de resolucion de ecuaciones
diferenciales parciales, permitiendo la comprension de la estructura tedrica-

matematica, como la aplicacion del software Matlab.

63



GLOSARIO

MATLAB: MATrix LABoratory

EDP:  Ecuacion diferencial parcial

MDF: Me¢étodo de diferencias finitas

MEF: M¢étodo de elementos finitos

SCDM: M¢étodo de diferencial central de segundo orden
MFE: Elementos finitos moviles

ANN: Red neuronal artificial
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ANEXOS

ANEXO A. Logaritmo EDP Elipticas por método de Diferencias Finitas.
function DF eliptica(a,b,c,d,m,n,tol,it,f,gl,g92,93,94)
a=input ('ingrese extremo izquierdo de x (a): ');
b=input ('ingrese extremo derecho de x (b): ");
c=input ('ingrese el extremo izquierdo de y (c): ');
d=input ('ingrese extremo derecho de y (d): ");
n=input ('ingrese n: ');
m=input ('ingrese m): ");
tol=input ('ingrese la tolerancia: ');
it=input ('ingrese el numero de iteraciones: '");
f=0@(x,y) -2*pi”*2*sin(pi*x)*sin(pi*y); %Ingresar f (x)
gl=@(x,y) 0; %ingresar condicion de frontera(x,c)
g2=@(x,y) 0; %ingresar condicion de frontera(b,vy)
g3=@(x,y) 0; %ingresar condicion de frontera(x,d)
) 0 (a,y)
)
)

’

Il

gd=Q(x,y ; %$ingresar condicion de frontera(a,y
h=(b-a)/(n
k=(d-c)/ (m
for i=1l:n-1
x (i)=a+i*h;
end
for j=l:m-1
y (J)=c+3*k;
end
for i=1l:n-1
for j=1l:m-1
W(ilj):O;
end
end
lam=(h*h)/ (k*k) ;
u=2*(l+lam) ;

Il

Il

1=1;
while 1<=it
z=(-(h*2)*f(x(1l),y(m-1))+gd(a,y(m-1))+lam*g3 (x(1l),d)+lam*w (1, m—

2)+w (2, m-1)) /u;
norma=abs (z-w(l,m-1));
w(l,m-1)=z;
for i=2:n-2
z=(-(h"2)*f(x(i),y(m-1))+lam*g3 (x(1),d)+w(i-1,m-1)+w(i+1, m-
1)+lam*w(i,m-2)) /u;
if abs(w(i,m-1)-2z)>norma
norma=abs (w(i,m-1)-2z);

end

w(i,m-1)=z;
end
z=(-(h*2)*f(x(n-1),y(m-1))+g2(b,y(m-1))+lam*g3 (x (n-1),d)+w(n-2,m-

1)+lam*w(n-1,m-2)) /u;
if abs(w(n-1,m-1)-2z)>norma
norma=abs (w(n-1,m-1)-z);
end
w(n-1,m-1)=z;
for j=m-2:-1:2
z=((-h"2)*f(x(1),y(J))+gd(a,y(J))+lam*w (1, j+1)+lam*w(1l,j-
L) +w(2,3)) /u;
if abs(w(l,J)-z)>norma
norma=abs(w(l,]j)-2z);
end
wi(l,j)=z;



) *E(x(1),y(3))+w(i-1,7F)+lam*w (i, j+1)+w(i+1,]) +lam*w (i, j-

if abs(w(i,Jj)-z)>norma
norma=abs (w(i,j)-z);
end
W(ilj):Zr
end
=((-h"2)*f (x(n-1),
1,j+1)+lam*w(n-1,3-1))
if abs(w(n-1,73)- )>norma
norma=abs (w(n-1,7)-2z);
end
w(n-1,73)=z;
end
z=( (-
h*2)*f(x(1),y(1l))+gd(a,y(1l))+lam*gl (x(1),c)+lam*w(1l,2)+w(2,1)) /u;
if abs(w(l,1)-2z)>norma
norma=abs(w(l,1)-z);

v (J ))+g2<b,Y<j))+W<n—2,j)+lam*W(n—
/u

end
w(l,1)=z;
for i=2:n-2
=((-h"2)*f(x(1i),y(1))+lam*gl (x(1),c)+w (i~
1,1)+lam* (i,2)4+w(i+1,1)) /u;

if abs(w(i,1l)-2z)>norma
norma=abs (w(i,1)-2z);
end
w(i,l)=2z;
end
=((-h"2)*f(x(n-1),y(1))+g2(b,y (1)) +lam*gl (x (n-1),c)+w(n-
2,1)+lam*w(n-1,2)) /u;
if abs(w(n-1,1)-2z)>norma
norma=abs (w(n-1,1)-2z)
end
w(n-1,1)=z;
1=1+1;
s=1;
if norma <= tol
1=1it+1;
end
end
for i=1l:n-1
for j=1l:m-1
fprintf (' %$2.0f %$2.0f %4.6f %2.6f
y(3),w(i,J3))

o
N

.6f A\n' ,i,J,x(1),

end
end
surf (w)
res=w (i, J)



ANEXO B. Logaritmo EDP Hiperbdlicas por método de Diferencias Finitas.
$Solucion aproximada HIPERBOLICA ecuacion ONDA por Diferencias Finitas
%con las siguientes condiciones de frontera

Sutt (x, t)=c2uxx (x,t)

% u(0,t) =0 y u(a,t) =0 ; para 0<= t <= b.

% u(x,0) = £(x) vy u(x,0)t = g(x) ; para 0 < x < a.

%la aproximacion es calculada sobre el rectangulo 0 <= x <= a , 0 <=t

NTRADAS
f Funcidén posicion inicial
g velocidad inicial
% a: longuitud de la cuerda : 0<= x <=a

b valor especifico del tiempo : 0<= t <= b

c Constante de la Ecuacidén de la Onda

n Numero de puntos sobre [0 a)
% m : Numero de puntos sobre [0 Db)
$SALIDA
% U : Matriz solucién
$Ejm: f(x)='sin(pi*x)+sin(2*pi*x)',g(x)='0"', a=1, b=0.5, c=2, n=11,
function U = hiperbolica mef (f,g,a,b,c,n,m)
fx=inline (f);
gx=inline (qg) ;
h=a/(n-1);
k=b/ (m-1);
r=c*k/h;%$lambda
r2=r"2;
U=zeros (n,m) ;
$condicion inicial
for i=2:n-1

U(i,1)=fx(h*(i-1));
U(i,2)=(1-r2)*fx (h* (i-1))+k*gx (h* (i-1))+(r2/2)* (fx(h*1)+fx (h* (i-

2)));

end

for j=3:m
for i=2:(n-1)
U(i,3)=r*U(i-1,3-1)+2*(1-r)*U(1i,j-1)+xr*U(i+1,3-1)-U(1i,3-2);
end
end
U=0U"
surf (U)



ANEXO C. Logaritmo EDP Parabolicas por método de Diferencias Finitas.
$Solucion aproximada PARABOLICA ecuacion CALOR por Diferencias Finitas
%con las siguientes condiciones de frontera

ut (x,t)=c”2uxx(x,t), en R={(x,t): 0<x<a y 0<t<=b} con

Su(x,0)=f (x) para 0<x<a y t=0

su(0,t)=cl(t), %u(a,t)=c2(t) para 0<=t<=b

la aproximacion es calculada sobre el rectangulo 0 < x < a , 0 < t <=

SENTRADAS
% £ : Condicion inicial
% ¢l : Condicion de contorno o frontera
% c2 : Condicion de contorno o frontera
a: Longuitud espacial
% b : Longuitud temporal
c Constante de la Ecuacién de Calor
n Numero de puntos de la variable espacial
% m : Namero de puntos de la variable temporal
$SALIDA
% U : Matriz solucidn
$Ejm: f(x)="sin(pi*x)*(l+cos(pi*x))"', cl='0"', c2='0"', a=1, b=0.5, c=1,
%$n=19, m=339
function U = parabolica mef(f,cl,c2,a,b,c,n,m)
f=inline (f);
cl=inline(cl);
c2=inline(c2);
h=a/(n-1);%longuitud del intervalo espacial
k= b/ (m-1);%longuitud del intervalo temporal

:k:b;

U=zeros (n,m) ;
$condicion inicial u(x,0)=f (x)
for i=2:n-1
U(i,1)=£f(x(1));
end
$condiciones de contorno U(0,t)=cl and U(a,t)=c2
for j=1:m
U(1l,3)=cl(t(3));
U(end, j)=c2(t(3));

end
%calculo de las demas columnas
for j =2:m

for 1 =2:n-1
U(i,3)=s*U(i,j-1)+ r* (U(i-1,3-1) +U(i+1,3-1));
end
end
U = U'

surf (U)
x=0:h:a
figure

for i=1:n-1
plot(x,U(i,:))
hold on

end



ANEXO D. Logaritmo EDP Elipticas por método de Elementos Finitos.

clear all;
close all;

const 1 = 0;
const 2 = 1;
const 3 = 0;
const 4 = 1;

const 5 = 100;
const 6 = 100;
format long;
hx = (const 2-const 1)/const 5;
hxl = hx*hx;
X var = zeros(const 5-1,1);
for ii=l:const 5-1,
x var(ii) = ii*hx;
end
hy = (const 4-const 3)/const 6;
hyl = hy*hy;
y=zeros (const 6-1,1);
for ii=l:const 6-1,

y(ii) = ii*hy;
end
M1 = (const 6-1)*(const 5-1);
NO = const 6-1;
e = ones (N0"2,1);
e I = ones(NO"2-NO,1);
A T = spdiags([e -4*e e], -1:1, NO"2, NO"2);
A I = spdiags(e I,-NO,N0O"2,N0"2);
A= (AT+ATI+ATI'/hx"2;
F = zeros(M1,1);
for ii=1:(NO-1)
A(NO*1ii,NO*ii+1) = 0;
A(NO*ii+1,NO*ii) = O0;

end
for j = l:const _6-1
for ii=l:const 5-1

k = 1i + (j-1)*(const 5-1);
(

F(k) = equation(x var(ii),y(3)):;
end
end
U = A\F;
j =1
for k=1:M1
ii = k - (j-1)*(const_5-1) ;
Uapp (1ii,3) = U(k);
Uex(ii,j) = func(x var(ii),y(3)):
j = fix(k/(const 5-1)) + 1;
end
er = max( max( abs (Uapp-Uex)))
figure;

subplot(1,2,1);

surf (x_var,y,Uapp) ;

title ('The Approximate solution plot');
xlabel ('x");

ylabel ('y");

subplot(1,2,2);

surf (x_var,y,Uex) ;

title('The Exact solution plot');
xlabel ('x");

ylabel ('y");



ANEXO E. Logaritmo EDP Hiperbdlicas por método de Elementos Finitos.

clear all;
close all;

X start = -2;

x end = 3;

t end = 1;

number = 200;

diffe = (x _end-x_ start)/number;

const = 0.8*diffe;

mu = const/diffe;

time = 0;

M = fix(t_end/const);

yp = zeros (number+l,1);

yg = zeros (number+l,1);

X var = zeros (number+l,1);

for ii = 1l:number+1l
x var(ii) = x start + (ii-1)*diffe;
yp(ii) = check abs(x var(ii));
yg(ii) = 0;

end

figure (1)

plot (x var,yp,'o-")

title('Starting Point'")

time = 0;

for 3 = 1:M

yg(l) = 0.5*(yp(2)) - mu*(yp(2))*0.5;

for ii = 2:number

ya(ii) = 0.5% (yp(ii+l)+yp(ii-1)) - mu*(yp(ii+l) - yp(ii-

1))*0.5;

end

ii = number+1l;

yg(ii) = 0.5* (yp(number)) - mu* (-yp (number))*0.5;

figure(2);

plot (x_var,yq);

pause (0.05)

time = time + const;

yp = Y4qd;
end
Ue = zeros (number+1,1);
for ii = 1l:number+1l

Ue (ii) = check abs 2 var(time,x var(ii));
end
Err = max(abs (Ue-yq))
plot(x var,yq,'*',x var,Ue)
title('Final Solution');
xlabel ('t");
ylabel ('y");

ANEXO F. Logaritmo EDP Parabolicas por método de Elementos Finitos.
clear all;

close all;

format long;

number = 100;

x init = 0;

x N =1;

t start = 0;

t end = 1;

h = (x N-x init) /number;

change delt = 0.0008;



x(j) =j*h;
U0 (3) = sin(pi*x(j));
end
F = zeros (number-1,1);
A = zeros (number-1,number-1) ;
Ul = zeros (number-1,1);

mu = change delt/ (h"2);

nt = fix((t_end-t start)/change delt);
U = ones (number-1,1);

error = 1000.0;

Tol = 1le-8;

kl = 0;
t = 0;
while error > Tol
F (1) = -(1+2*mu) *U (1) +mu*U(2) +change delt*U(1)+U0 (1) -
change delt* (U(1l)"3)+change delt*fn(t,x(1));
for 1 = 2:number-2
F(i) = mu*U(i-1)-(1+4+2*mu) *U (i) +mu*U(i+1)+change delt*U(i)+U0 (i) -
change delt* (U(i)"3)+change delt*fn(t,x (1))
end
F(number-1) = mu*U (number-2)-(1+2*mu) *U (number—

1) +change delt*U (number-1)+U0 (number-1)-change delt* (U (number-
1) #3) +change delt*fn (t, x (number-1)) ;
for i = l:number-1
A(i,i) = -(1+2*mu)+change delt-3*change delt* (U(i))"2;
end
for i = l:number-2
A(i,i+1l) = mu;
A(i+1,1) = mu;
end
DELT = A\F;
Ul = U - DELT;
kl = k1 + 1;
error = max (abs(U1-U));

U = Ul;
U0 = Ul;
t = t + change delt;
end
for 7 = l:number-1
exact (J) = exp(-t)*sin(pi*x(j));
end

Err = max(abs(exact'-Ul));
[Ul, exact']
plot (x,exact,x,Ul,'*")



ANEXO G. Encuesta
Tema: MODELACION DE ECUACIONES DIFERENCIALES PARCIALES
MEDIANTE DIFERENCIAS FINITAS Y ELEMENTOS FINITOS COMO
HERRAMIENTAS DE APOYO PARA ESTUDIANTES DE CUARTO SEMESTRE
CARRERA DE FiSICA DE LA ESCUELA SUPERIOR POLITECNICA DE
CHIMBORAZO.

Objetivo: Diagnosticar su percepcion sobre la ensefianza de los métodos numéricos para la resolucion de

ecuaciones diferenciales parciales.
Instrucciones:
Se sugiere leer antes de contestar, esperando que sus respuestas sean lo mas reales posible.

Rango de tiempo aproximado: 5 a 10 minutos
La informacion que usted proporciona es de absoluta confidencialidad.
ue crea conveniente marcando con una X.

- Delapregunta 1 ala 10, seleccione la o las respuestas g
En Totalmente
Pregunta Totalmente en Desacuerdo | Indeciso (3) De acuerdo de acuerdo
desacuerdo (1)) ) “) G)

1. Conforme a su criterio, ;Piensa que las metodologias de
ensefianza de las ecuaciones diferenciales parciales son
eficientes en el aprendizaje de los estudiantes?

2. Basado en su criterio (En el aula de clases aplican algun tipo
de software como herramienta para mejorar el aprendizaje de los
estudiantes?

3. ¢La institucion educativa impulsa el uso de softwares para
el aprendizaje de los estudiantes de la carrera de fisica a través
de la disponibilidad de licencias para los estudiantes?

4. Basado en su criterio (El uso de métodos numéricos en la
resolucion de ecuaciones diferenciales parciales es una
herramienta util para el aprendizaje?

5. (Cree usted que los profesores estan capacitados para
manejar los medios digitales?

6. (Ha sentido mayor motivacion en las clases que son
realizadas mediante el uso de softwares especializados en
ecuaciones diferenciales?

7. {Considera que los métodos numéricos aplicando un software
es importante para poder aprender mas rapido y de mejor
manera?

8. (Considera que Matlab tiene las caracteristicas y facilidades
para ser aplicado en la resolucion de ecuaciones diferenciales
parciales mediante métodos numéricos?

9. ;Piensa usted que los docentes requieren de capacitaciones
para el uso de Matlab en la aplicacion de métodos numéricos?

10. ¢ Piensa usted que los métodos tradicionales de ensefianza en
la resolucion de ecuaciones diferenciales parciales son eficientes
en el aprendizaje de los estudiantes de la carrera de fisica?

Comentarios y sugerencias

jGracias!

Firma:




ANEXO H. Registro de estudiantes
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