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RESUMEN

Durante el tiempo de emergencia sanitaria los docentes y estudiantes de la carrera de Fisica de la
Escuela Superior Politécnica de Chimborazo no han tenido acceso a los laboratorios y han
implementado el uso de laboratorios virtuales por lo cual, se presento esta propuesta de trabajo
integrador en el cual se pondra en funcionamiento las diferentes practicas que se puede realizar
con el programa Python. En el presente trabajo se determind la importancia de desarrollar
ecuaciones diferenciales de segundo orden para el aprendizaje de fisica computacional en Python
3.10.0; para llevar a cabo, se trabajé en un tipo de investigacion de revision bibliogréfica ya que
puede ser aplicada a cualquier tema de investigacion y determinar la relevancia e importancia de
este, y asegurar la originalidad de una investigacién. Asi como también es de caracter
experimental pues, se ha procedido a realizar ejercicios en el software Python. Los resultados
demuestran que la utilizacion del método Runge- Kutta de cuarto orden, es ideal para resolver
ecuaciones diferenciales de segundo orden y orden N, pues solo se precisa conocer los métodos
de reduccion de ecuaciones y asi poder aplicar dicho algoritmo, también proporciona un pequefio
margen de error con respecto a la solucién real del problema y es facilmente programable en
Python para realizar las iteraciones necesarias. Se concluye que, al desarrollar los ejercicios de
ecuaciones diferenciales de segundo orden, Python es una herramienta de fisica computacional
muy poderosa mediante sus librerias “numpy” y “matplotlib” ya que “mumpy” realiza EDO de
primer orden la cual permitid realizar los célculos de las EDO al aplicar el método de Runge-
Kutta, y “matplotlib” permite graficar de forma idonea los resultados obtenidos. Finalmente se
recomienda utilizar las variables descritas en el presente trabajo y a su vez elaborar una guia

metodoldgica del mismo.

Palabras clave: <SIMULACION>, <PYTHON (PROGRAMA)> < ECUACIONES
DIFERENCIALES>, <ECUACIONES DIFERENCIALES DE SEGUNDO ORDEN>.
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ABSTRACT

During the health emergency, the teachers, and students of the Physics course at the Escuela
Superior Politécnica de Chimborazo have not had access to the laboratories and have
implemented the use of virtual laboratories. For this reason, this integrative work proposal was
presented in which the different practices that can be carried out with the Python program will be
put into operation. In this work, the importance of developing second order differential equations
for learning computational physics in Python 3.10.0 was determined; to carry it out, we worked
on a type of literature review research as it can be applied to any research topic and determine the
relevance and importance of this and ensure the originality of a research. It is also experimental
in nature, as exercises have been carried out in Python software. The results show that the use of
the fourth order Runge-Kutta method is ideal for solving second-order and N-order differential
equations, since it is only necessary to know the methods of equation reduction and thus be able
to apply this algorithm, it also provides a small margin of error with respect to the real solution
of the problem, and it is easily programmable in Python to carry out the necessary iterations. It is
concluded that, when developing the second order differential equations exercises, Python is a
very powerful computational physics tool through its "numpy" and "matplotlib” libraries, since
"mumpy" performs first order ODEs, which allowed performing the ODE calculations by
applying the RungeKutta method, and "matplotlib™ allows the results obtained to be plotted in a
suitable way. Finally, it is recommended to use the variables described in this work and at the

same time to elaborate a methodological guide of the same.

Keywords: <SIMULATION>, <PYTHON (PROGRAM) >, <DIFFERENTIAL EQUATIONS>,
<SECOND ORDER DIFFERENTIAL EQUATIONS>.
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CAPITULO |

1. MARCO TEORICO

1.1. Bases teoricas

1.1.1. Python

Es un lenguaje de programacion interpretado cuya filosofia hace hincapié en la legibilidad de su
codigo 2. Se trata de un lenguaje de programacion multiparadigma, ya que soporta parcialmente
la orientacion a objetos, programacion imperativa y, en menor medida, programacion funcional.
Es un lenguaje interpretado, dindmico y multiplataforma. Python, el lenguaje de programacion
seleccionado, facilita portabilidad y el acceso a las librerias necesarias para la representacion de
particulas. Las principales librerias de Python usadas en este ejercicio son: matplotlib, numpy,
PyQt4, scipy, Tkinter y VPython (Arias , Jiménez , & Porras , 2016).

Segun Johansson (2015), este lenguaje permite escribir cdigo en varios estilos de programacién
-imperativa y orientacién a objetos- con una sintaxis facil de leer y actualizar. De acuerdo con
Solano (2011), entre las ventajas mas importantes del uso del lenguaje se encuentran su sintaxis
elegante y legible; el entorno de ejecucion que coadyuva en la deteccion de errores de
codificacion; la posibilidad de escribir codigo orientado a objetos; su vasta estructura de datos y
la expresividad que permite crear programas cortos y funcionales. Por otra parte, Toomey (2018)
destaca la importancia de las plataformas de trabajo disefiadas para el analisis de datos en tiempo
real con Python y el beneficio afladido de mezclar cddigo de otros lenguajes de programacion

para potenciar sus capacidades analiticas.

1.1.2. Librerias en Python

1.1.2.1. Matplotlib

Es una libreria gréfica de python estdndar y por ello es la més conocida a la hora de realizar
gjercicios matematicos de cualquier indole ademéas de ser utilizada para realizar graficos de
calidad necesaria parar publicarlas tanto en papel como digitalmente entre ellos se encuentra
series temporales, histogramas, diagramas de barras, diagramas de errores, espectros de potencia,

etc. (Zamorano , 2019).



1.1.2.2. NumPy

Nos proporciona una estructura de dato universal que agilita el analisis de datos y el intercambio
de datos entre distintos algoritmos su forma de trabajar es mediante vectores multidimensionales
y matrices con capacidad para gran cantidad de datos, ademas de ser una de las librerias mas
poderosas en proporcionar funciones matematicas de alto nivel que operan en estas estructuras de

datos (Blanco , 2021).

1.1.2.3. SciPy

Al igual que NumPy nos proporciona rutinas numéricas eficientes faciles de usar y opera en las
mismas estructuras de datos que nos proporciona NumPy asi como por ejemplo se puede realizar
integracion numeérica, optimizacion, interpolacion, transformadas de Fourier, algebra lineal,

estadistica, etc. (zamorano , 2019).

1.1.3. Fisica computacional

Es una rama de la fisica que se centra en la elaboracion de modelos por ordenador de sistemas
con muchos grados de libertad para los cuales ya existe una teoria computacional. En general, se
efectian modelos microscépicos en los cuales las "particulas" obedecen a una dinamica
simplificada, y se estudia el que puedan reproducirse las propiedades macroscépicas a partir de
este modelo muy simple de las partes constituyentes. Las simulaciones se hacen resolviendo
ecuaciones que gobiernan el sistema. Por lo general, son grandes sistemas de ecuaciones
diferenciales ordinarias, ecuaciones diferenciales a derivadas parciales y ecuaciones diferenciales

estocasticas, que no pueden ser resueltos explicitamente de manera analitica (Arias , Jiménez , &
Porras , 2016)
Arce, et al (2021). Sefialan que en Fisica la mayoria de los problemas que involucran la resolucion

de ecuaciones diferenciales (EDOs) aparecen en casi todas las asignaturas de la especialidad, las
cuales en muchos casos no cuentan con soluciones matematicas exactas y son restringidas a través
de condiciones de contorno y problemas de valores iniciales. Por tanto, debemos enfocar el
problema en cuestion desde otro punto de vista. Es ahi donde aparecen los metodos numéricos
como una potente herramienta capaz de resolver las EDOs y EDPs, donde nos permite encontrar
el valor aproximado de la funcién incognita para un conjunto de valores de las variables
independientes discretas. Que pueden ser implementados en diferentes lenguajes y técnicas de

programacion que un ordenador puede interpretar (Segundo, 2010).



Actualmente, la comunidad cientifica internacional cuenta con una variedad extensa de software
especializado para el tratamiento y analisis estadistico de datos; entre los mas representativos se
encuentran SAS, SPSS, STATA, Statistica; Minitab, EViews, Statgraphics, entre otros. Todos
incluyen herramientas sofisticadas de anélisis de Interfaces Gréficas de Usuario (GUI, por sus
siglas en inglés) que permite su uso en entornos con necesidades diversas, como ocurre en los
ambitos cientifico, industrial y académico (Acosta, Solis, & Contreras, 2019).

Este tipo de software especializado es licenciado por las empresas que los desarrollan y para su
uso legal es necesario pagar derechos que ascienden desde cientos hasta decenas de miles de
dolares (USD). Por consiguiente, con regularidad quedan fuera del alcance del usuario medio y,
Unicamente, algunas organizaciones, universidades y centros de investigacion pueden sufragar los

costos muy entusiastas que, regularmente, no obtienen retribucién econémica alguna (Acosta, Solis,
& Contreras, 2019).

1.1.4. Modelos matematicos

Es una representacion simplificada, a través de ecuaciones, funciones o formulas matematicas, de
un fendmeno o de la relacién entre dos 0 mas variables. La rama de las matematicas que se encarga

de estudiar las cualidades y estructura de los modelos es la llamada “teoria de los modelos”

(Aravena, Caamano , & Gimenez , 2008).

Recalde, & Henao (2018). Afirman que la modelacién matematica de algunos problemas fisicos
se hizo con base en el naciente célculo en términos de ecuaciones diferenciales ordinarias. A
finales del siglo XVII se publicaron algunos trabajos en los cuales se exponian métodos para
resolver ecuaciones diferenciales ordinarias, entre ellos separacion de variables, solucion de
ecuaciones homogéneas por sustitucion, solucién por series y resolucién de ecuaciones exactas.
Aunque muchos de éstos no fueron generalizados sino hasta Euler, es posible encontrar casos

particulares de estos métodos antes del siglo XVIII. Si bien a partir de estos problemas se
encontraron diversas técnicas de solucion, hubo un estancamiento en esta disciplina, pues, en su
conjunto, todas estas técnicas resolvian casos particulares, pero no dieron lugar a algoritmos
generales de resolucion de las EDO. Como consecuencia de ello, en el siglo XVIII no se

produjeron resultados teéricos, como el Teorema de Existencia y Unicidad.

1.1.5. Actualidad en la educacion Matematica

Es muy importante tomar en cuenta que debido a la pandemia se han tenido cambios sociales que
han el acelerado desarrollo de la TICs de una manera vertiginosa lo cual lleva a buscar nuevas

estrategias innovadoras dentro de pedagogia, asi como la necesidad de implementar el uso de las

3



TICs en el &mbito docente (Santillan, 2017a) en este sentido Zetterqvist (2017) cuestiona el considerar
la mera existencia de datos y tecnologia computacional como eje central en el desarrollo de
aprendizajes, es decir, el uso de paquetes especializados o lenguajes de programacion per se no
garantiza su logro. Sin embargo, no utilizarlos puede impedir el desarrollo de habilidades
fundamentales en el ejercicio futuro de una profesion.

Por su parte Balanskat, Blamire y Kefala (2006), sefialan que, “a pesar del incremento de la
disponibilidad de recursos tecnolégicos en las escuelas . . . la practica pedagogica de los docentes
en el aula no supone necesariamente una alteracion sustantiva del modelo de ensefianza
tradicional” (citado en Area, 2008). Reafirmando la idea que la educacién no solo necesita la
implementacion de las TICs sino su correcta aplicacion por parte de docentes y estudiantes como
herramienta de aprendizaje (Santillan, 2017)

Almeida (2020), en su tesis doctoral afirma que el desarrollo de aplicaciones requiere de tiempo,
estudio, y colaboracién, principalmente en este tipo de aplicaciones, donde se requiere de
conocimientos claros de varios temas de estudio. Asi también afirma que de acuerdo con la
encuesta que realizo el investigador las aplicaciones resultan de gran apoyo tanto para estudiantes

como para docentes, de tipo didactico que coadyuva en el aprendizaje del estudiante.

1.1.6. Ecuaciones diferenciales

Una ecuacion que contiene derivadas de una o mas variables respecto a una 0 mas variables
independientes, se dice que es una ecuacion diferencial (ED). Una ecuacion diferencial es una
ecuacion que involucra derivadas de una funcién desconocida de una o mas variables. Si la
funcion desconocida depende s6lo de una variable (de tal modo que las derivadas son derivadas
ordinarias) la ecuacion se llama una ecuacion diferencial ordinaria. Sin embargo, si la funcién
desconocida depende de mas de una variable (de tal modo que las derivadas son derivadas
parciales) la ecuacion se Ilama una ecuacion diferencial parcial (Zamora Ramos , 2011).

Una ecuacion diferencial ordinaria (EDO) es una ecuacion que relaciona una variable
independiente x, una funcion incognita y = y(x) y sus derivadas y',y", ,y®, es decir, una

ecuacion de la forma:

GOy, vy, y" ... ,ym) =0 (forma implicita) (1)

yo =Fl,y,y, 9" ... , Y1) (forma explicita) (2)



Ejemplos 1, 2, 3: Ecuaciones diferenciales:

y' +3xy=0 (3)
xy'"" —4y" + x3y = cosx 4)
v+ x2y+x =0 (5)
dx

La ecuacion diferencial se llama ordinaria porque la funcion incégnita depende de una sola
variable independiente.
Si la funcién incdgnita depende de dos o més variables independientes, la ecuacion diferencial
contendria derivadas parciales por lo que a estas ecuaciones se las llama ecuaciones diferenciales
en derivadas parciales.

El orden de una ecuacion diferencial es de la derivada de mayor orden que figura en la ecuacion.
Ejemplo 4 y 5: ecuaciones diferenciales:

y'+2y =x EDO de segundo orden (6)
4xy"" — 3y = senx EDO de tercer orden @)

Una solucion de la ecuacion diferencial (1) en un intervalo | — R esunafuncion ¢ (x) que

admite derivadas sucesivas hasta el orden n inclusive en I, tal que al sustituir y por ¢ (x) enla

ecuacion diferencial la convierte en una identidad, es decir

¢ (x) es solucion de la ecuacion (1) G(x, p(x), ' (%), .......... ,pM(x)) = 0vx €]

Ejemplo 6: resolucién de ecuacion diferencial:

la funcién

y=e*(1+Xx) (8)
es una solucién de la ecuacion diferencial

y'=2y'+y=0 9)
En efecto, si derivamos dos veces la funcién dada tenemos:

y =ex(1+x)+ex =ex(2 + x)
5



y'=ex(2+x)+ex=ex(3+x)



sustituyendo y, y ' ey” en la ecuacion diferencial dada resulta la identidad
ex(3+x)—2ex2+x)+ex(l+x)=ex(3+x—4—-2x+1+x)=0
Resolver o integrar una ecuacion diferencial ordinaria es hallar todas sus soluciones.
1.1.6.1. Ecuaciones Diferenciales Lineales de primer orden
Son ecuaciones diferenciales ordinarias de primer orden que pueden expresarse en la forma:
Y +p(x)y =q(x) (10)

donde P y Qson funciones continuas en un intervalo I.
Si g(x) no es idénticamente nula en I, la ecuacion (10) se Ilama lineal no homogénea.
Sig (x)=0 en | se dice que la ecuacion (10) es lineal homogénea y resulta una ecuacion a

variables separables.

Una de las formas de resolver la ecuacion (10) es mediante la sustitucion

y(x) = ux). v(x)(11)
Para ello calculamos y' = u'.v + u.v’, reemplazamos y e y’ en (10) y obtenemos

u-v+u-v'+p-u-v=gq

W+pwr+urv =q

Hallamos una funcién u tal que u” +p.u =0 (esta es una ecuacion diferencial a variables separables
con funcion incognita u = u (x)). Luego calculamos la funcién v resolviendo la ecuacion u. v’ =

g, ecuacion diferencial a variables separables con funcion incognita v= v(x).

Finalmente Y = u(0. v(%) o5 |3 solucion general de la ecuacion diferencial lineal no

homogénea.

Ejemplo 7: resolucion ecuacion diferencial de primer orden: Resolver la siguiente ecuacion

diferencial:

xy'—y=x3 (12)



Esta ecuacion puede escribirse como

y' —iy = x2 con x >0 (13)

Realizamos la sustitucion y = u. v de donde y' = u’. v + u. v' y reemplazando en la ecuacion
diferencial dada tenemos:
1 !
Uovturv ——uv=x2 5@ —--wWv+u = x?
X X

Hallamos una funcién u tal que u'—*u =0, Esta es una ecuacion diferencial a variables
X

separables, resolviéndola obtenemos u = Cx, C € R, como interesa una funcion u elegimos C =

1, entonces U = X , con esta funcion hallamos v de manera que xv' = x2, se trata también de

una ecuacion diferencial a variables separables, cuya solucion general es v = Exz + C con

CeR.

Luego la solucion general de la ecuacion diferencial dada es
12 1.3
y=u.v=x.(zx +0)-y=3x"+CxconCeR (14)

1.1.6.2. Ecuaciones diferenciales ordinarias de segundo orden

Este tipo de ecuaciones cumplen con la propiedad de poder ser consideradas como operadores
lineales, de aqui surge el concepto para poder encontrar sus soluciones (Zamora Ramos , 2011)
Son de la forma

Gx,y,y,y")=0 (forma implicita) (15)

y'=F(xy,y") (forma explicita) (16)

Un problema con valores iniciales o problema de Cauchy es de la forma



yll — F x’ y’ yl
2 PVI:{ ( , ) (17)
y(x0) = y0,¥' (x0) = ¥1



La solucién general de una ecuacion diferencial de segundo orden es una funcién que depende
de dos constantes arbitrarias y que satisface la ecuacién para cualquier valor de dichas constantes,

es decir, la solucion general sera

g(x,y,Cq,Cy) = 0 (forma implicita)  (18)
0
y = ¢(x, C4, Cy) (forma explicita) (29)

La solucién particular es la que se obtiene de la solucion general par valores determinados a las

constantes arbitrarias C,y C,.

Ejemplo 8: Resolucion de ejercicios de segundo orden. Verificar que la funcion
y = Cq + Cre? (20)

es la solucion general de la ecuacién diferencial
y'—2y=0 (21)

y hallar la solucién particular que satisface las condiciones iniciales y(0) = 1, y'(0) = 2.
Dentro de esta clasificacion también encontramos a las Ecuaciones diferenciales lineales de

segundo orden, son ecuaciones diferenciales de la forma

ap(x)y" + a1(x)y" + ax(x)y = f(x) (22)

donde ay(x), a1(x), az(x)y f(x) son funciones continuas en un intervalo I y ao(x) no es

idénticamente nula en I.

Si f(x) = 0 en |, laecuacion (22) se llama lineal homogénea. Si f(x) no es idénticamente nula
en |, se dice que la ecuacion (22) es lineal no homogénea.

Si las funciones ao(x), a1(x), a2(x) son constantes la ecuacion diferencial lineal es a coeficientes
constantes, si son variables se tiene una ecuacion diferencial a coeficientes variables.
Supongamos que ao(x) # 0OVx € J S 1S R 6 I =], entonces dividimos la ecuacion (22) por la

funcion ao(x)

yu + Ql(l)y’ + szy = f(_x) (23)

ao(x) ao(x) ao(x)
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llamando

P =" p () =" g0 = [
1

ao(x) 2 ao(x) ao(x)

se tiene

V' + 1)y +p2(x)y = q(x)Vx € ] (24)

donde p,p Y G sonfunciones continuas en el intervalo J.
1 2

La ecuacion (24) se Ilama ecuacion lineal normalizada y al intervalo J, intervalo de normalidad.

Dada la ecuacion (24), se llama ecuacién lineal homogénea asociada a (24) a la ecuacion

V' +p1(x)y +p2()y =0vx €] (25)
Definicion: Llamaremos operador diferencial lineal a:

L[yl = ¥" + p1(0)y" + p2(x)y (26)
Este operador posee las siguientes propiedades (propiedades de linealidad)

i) L,[ky] = kL,[y] k: constante

ii) Ly[y1 + y2] = La[y1] + L2[y2], y1, y2: funciones de x

Como consecuencia de estas propiedades resulta:
Lolkiy1 + kay2] = kiL2[y1] + kzL2[y2], y1, y2: funciones de x, ki, ko: constantes

Utilizando el operador diferencial lineal L, la ecuacion diferencial lineal no homogénea puede

escribirse L2[y] = q(x) y la ecuacion diferencial lineal homogénea como Lz[y] = 0.
1.1.6.3. Lenguaje de programacion

Un lenguaje de programacion es un conjunto de simbolos y cédigos usados para orientar la

programacion de estructuras en el desarrollo web.

11



1.2. Bases conceptuales

1.2.1. Solucion General

Es una familia biparametrica de funciones ¢(x,y,C1,C2)=0 en donde si cada una de la familia

satisface la ecuacion y si dados unos valores yg e y4, existen C1y C2 tales que la correspondiente

funcion cumpla que y(xo) = yo y que y'(xg) = y1 (Costa, Torroba , & Devece , 2013).

1.2.2. Solucién Particular:

Vienen hacer cada una de las funciones que se obtienen de nuestra funcién general al dar ciertos

valores a los pardmetros (Costa , Torroba , & Devece , 2013).

1.2.3. Solucién Singular:

Esta compuesta por una solucion que no puede extraerse de la solucion general (Costa, Torroba , &
Devece , 2013).

1.2.4. Matrices

En python las matrices no son una estructura propia de Python, simplemente es una lista de listas
que nosotros interpretamos desde el punto de vista matematico asi que se puede pasarlo a una

cadena de caracteres para asi poder representar una matriz (Santorum, 2021).

1.2.5. Determinantes

Se puede calcular el determinante de una matriz cuadrada de dos maneras. La primera es tratar de
transformar la matriz en otra en la que solo si hay ceros debajo de la diagonal principal. La matriz
transformada tiene el mismo determinante que la matriz original (salvo tal vez el signo). Otra
posible solucidn, seria calcular menores de la matriz original y calcular el determinante a partir
del célculo de determinantes de matices mas pequefias (Santorum , 2021).

1.2.6. Técnicas de Reduccion de Orden

La solucion general de una ecuacion diferencial lineal homogénea de segundo orden

ax(x)y” + ar(X)y + ao(x)y =0 (27)
12



es una combinacion lineal

Yy =Ciy1 +C2 Y2,

donde y1 y y2 son soluciones que constituyen un conjunto linealmente independiente en cierto
intervalo 1. Al comienzo de la siguiente seccion se analiza un método para determinar estas
soluciones cuando los coeficientes de la ED en (27) son constantes. Este método, que es un
gjercicio directo en algebra, falla en algunos casos y s6lo produce una solucién simple y; de la
ED. En estos casos se puede construir una segunda solucion y. de una ecuacién homogénea (27)
(aun cuando los coeficientes en (27) son variables) siempre gue se conozca una solucién no trivial
y1 de la ED.

La idea basica que se describe en esta seccion es que la ecuacion (27) se puede reducir a una ED
lineal de primer orden por medio de una sustitucion en la que interviene la solucién conocida y;.
Una segunda solucion y, de (27) es evidente después de resolver la ED de primer orden.
Suponga que y1 denota una solucién no trivial de (27) y que yi se define en un intervalo I. Se busca
una segunda solucion y- tal que y1y y2 sean un conjunto linealmente independiente en I. Recuerde
que si y1 y y2 son linealmente independientes, entonces su cociente y»/y1 no es constanteen 1, es

decir,

y2(X)ly1(x)= u(x) (28)
0

y2(X)= u(x)y2(x) (29)

La funcién u(x) se determina al sustituir

Y2 (X) = u(x)y(x) (30)
en la ecuacion diferencial dada.

Este método se Ilama reduccion de orden porque debemos resolver una ecuacion diferencial lineal

de primer orden para encontrar a u.
Ejemplo 9. Reduccion de orden
Dado que
yi=¢e* (31)

es una solucion de

y"-y=0 en el intervalo (-0, %), (32)
13



use reduccion de orden para determinar una segunda solucion y..

SOLUCION
Si

y = u(x)ys (x) = u(x)e’,
entonces aplicando la regla del producto se obtiene

y =ue*+e‘u,

-

y =ue* +2e*u” +e*u’,
por tanto

y -y =e*(u”"+2u’)=0
Puesto que e*# 0, la Gltima ecuacién requiere que (u”"+2u”) = 0.

Si se hace la sustitucion w = u’, esta ecuacion lineal de segundo orden en u se convierte en
w+2w=0
que es una ecuacion lineal de primer orden en w.
Si se usa el factor integrante €%, se puede escribir
d/dx[e*w]=0
Después de integrar, se obtiene
w=creXou=ce®

Al integrar de nuevo se obtiene

1 .
u= —seje > + .

y = ux)e* = — % &3) + c,e”.

14



Haciendo ¢, = 0 y ¢1 =-2, se obtiene la segunda solucion deseada,

-X

y2=¢€ "

Puesto que W(e* , e ) # 0 para toda x, las soluciones son linealmente independientes en (-0, o).
Puesto que se ha demostrado que y:=e*y, y. =e™ son soluciones linealmente independientes de
una ecuacion lineal de segundo orden, la expresion en (2) es en realidad la solucién general de y"

-y =0 en (-0, ).
1.2.7. Caso General
Suponga que se divide entre a,(x) para escribir la ecuacion (27) en la forma estanda

y' + P(x)y’ + Q(x)y =0,
(33)

donde P(x) y Q(x) son continuas en algun intervalo I. Supongamos ademas que yi(X) es una
solucion conocida de (33) en | y que y1(X) # 0 para toda x en el intervalo. Si se define y = u(x)y1(x),

se tiene que

y =uy; +yu', y'=uy]+ 2yu + yu”
y'+ Py' + Qy = ul F Oyl + yu” + 2y + Pyu’ = 0.

(34)

Esto implica que se debe tener

yu"+ 2y + Pypu' =0 o yw' + 2y, + Py)w =0,

donde hacemos que w =u’". Observe que la Ultima ecuacién en (34) es tanto lineal como separable.

Separando las variables e integrando, se obtiene

dw Vi
— 4+ 2—dx+ Pdx=0

w _\'l

In|wy?| = —f Pdx + c o wy? = c,e IPax,

15



Despejamos a w de la Gltima ecuacion, usamos w = U’ e integrando nuevamente:

e"fp(l.\
U=¢ | —dx+ 6.

=
Vi

Eligiendo c1=1y ¢,=0, se encuentra de y = u(x)y1(x) que una segunda solucién de la ecuacion (3)
es
(35)

Un buen ejercicio de derivacion es comprobar que la funcion y, (x) que se define en (35) satisface
la ecuacion (33) y que y1y y2son linealmente independientes en algun intervalo en el que y1 (X)

No €S Cero.
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CAPITULO II

2. MARCO METODOLOGICO

2.1. Tipo de Investigacion

Este trabajo de investigacion de tipo experimental corresponde al método mixto, con una
connotacion tedrica aplicada que buscard mediante la toma de datos corroborar los datos
tedricamente y corroborarlos en phyton para asi demostrar la eficiencia del programa y su
aplicabilidad a la fisica experimental como una herramienta de apoyo hacia los estudiantes.
Exploratorio al tratarse de un sistema de apoyo hacia los estudiantes de la institucion, asi también

desde la perspectiva descriptiva al medir y definir variables para el analisis de resultados.

2.2. Disefio de la Investigacion

2.2.1. Disefio Experimental / Cuasi Experimental / Pre Experimental

Disefio Experimental: Este proyecto es experimental ya que mediante el empleo de Python
3.10.0 se comprobaran y se cuantificara la solucién a ecuaciones diferenciales de segundo orden
de fisica demostrando asi su eficiencia, rentabilidad y proyectada al estudio de la Fisica con una
vision practica y experimental.

2.2.1.1. Identificaciones variables

Variables dependientes
e Modelos matematicos

e Ecuaciones diferenciales

Variables independientes

e Programa Python

2.2.1.2. Planteamiento de la hip6tesis

Existe la posibilidad de que se desconozca la facilidad con la que el programa Python trabaja para
la resolucion de ejercicios de ecuaciones diferenciales de segundo orden, lo que conlleva a que se

realice este estudio para brindar una ayuda a los estudiantes de fisica y asi mejorar su aprendizaje.
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2.2.1.3. Matriz de

consistencia

Tabla 1-1: Matriz de consistencia

Problemas especificos:
No se dispone de una
guia gue facilite la
resolucion de los
ejercicios de fisica en
Python.

Obijetivos especificos:
Elaborar las guias de uso
de estas ecuaciones para su
optimo empleo en la
institucion y dejarlas
disponibles a los

estudiantes de la carrera.

ecuaciones diferenciales de

segundo orden

Hipdtesis especificas:
Realizar este estudio para
brindar una ayuda a los
estudiantes de fisica y asi

mejorar su aprendizaje.

PROBLEMA OBJETIVOS HIPOTESIS VARIABLES
Problema general: Obijetivo general: Hipotesis general: Variable
¢Cuél es el nivel de  |Desarrollo de ecuaciones |[Existe la posibilidad de que |independiente:
conocimiento de los  (diferenciales de segundo [se desconozca la facilidad  |Programa
estudiantes de fisica enjorden para el aprendizaje (con la que el programa Python

la utilizacion del de fisica computacional en [Python trabaja para la

programa Python? Python 3.10.0. resolucion de ejercicios de  [Variable

dependiente:
Modelos
Matematicos
Ecuaciones

Diferenciales.

Realizado por: Logrofio, D., 2022.
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2.2.1.4.

Operacionalizacion de las variables

Tabla 1-2: Operacionalizacion de las variables

interpretado cuya filosofia hace
hincapié en la legibilidad de su

codigo.

VARIABLE CONCEPTO INDICADOR INSTRUMENTOQO
\Variable

independiente:

Programa Python |Es un lenguaje de programacion |Funcién, codigo. Estudio

funcionamiento

Variable
dependiente:

Diferenciales

derivadas de una funcion
desconocida de una 0 mas

variables.

Modelos Es una representacion Con sus expresiones se |[NUmeros
Matematicos simplificada, a través de puede leer y transcribir
ecuaciones, funciones o férmulas |los datos.
matematicas
Ecuaciones Es una ecuacion que involucra | Variables Numeros

Realizado por: Logrofio, D., 2022.

2.2.15.

Localizacién del Estudio

El proyecto se encuentra localizado en la ciudad de Riobamba en la ESCUELA SUPERIOR
POLITECNICA DE CHIMBORAZO.

2.2.1.6.

Poblacién de estudio

Para el desarrollo de la presente investigacion serd tomado en cuenta como poblacion de estudio
los estudiantes de la carrera de Fisica de la ESSCUELA SUPERIOR POLITECNICA DE

CHIMBORAZO
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2.2.1.7. Tamafio de la muestra

Para la recoleccion de datos tomaremos en cuenta a los estudiantes del tercer semestre de fisica
de la ESCUELA SUPERIOR POLITECNICA DE CHIMBORAZO.

2.2.1.8. Método de muestreo

Existen varios métodos de muestreo, entre los principales se encuentra los probabilisticosel cual
sera nuestras técnicas de recoleccion de datos.

Se utilizara libros de matematicas y fisica que contengan ejercicios resueltos de ecuaciones
diferenciales de segundo orden. Juntamente con el programa de Python.

2.2.1.9. Analisis Estadistico Inferencial

En el siguiente trabajo se utilizara estadistica de tipo descriptiva con analisis de parametros

basados en los datos de la muestra.

2.3. Técnicas de investigacion

2.3.1. Método de Runge-Kutta para Ecuaciones Diferenciales

El método de Runge-Kutta de orden cuatro (RK4) es uno de los métodos mas utilizados en la
practica. Su deduccion sigue las ideas de los métodos de Runge-Kutta orden dos y como los
anteriores métodos, es un método recursivo y su calculo no implica utilizar informacidn adicional
como ocurre en los métodos de Taylor (Arévalo Ovalle, Bernal Yermanos, & Posada Restrepo, 2021).

Uno de los métodos mas utilizados para resolver numéricamente problemas de ecuaciones
diferenciales ordinarias con condiciones iniciales es el método de Runge- Kutta de cuarto orden,
el cual proporciona un pequefio margen de error con respecto a la solucion real del problema y es
facilmente programable en un software para realizar las iteraciones necesarias. EI método de

Runge-Kutta se utiliza para resolver ecuaciones diferenciales de la forma:

Y =fty),yt)=y (36)
dt 0 0

Y es sumamente Gtil para casos en los que la solucion no puede hallarse por los métodos

convencionales (como separacion de variables). Hay variaciones en el método de Runge-Kutta
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de cuarto orden, pero el méas utilizado es el método en el cual se elige un tamafio de paso h y un

nimero maximo de iteraciones n tal que

y(to) = Yo
ki = h. f(t,y)

ky = h.f(t; +5.Yi +2—)

ok
ks =h.f(t; + L +?)
ko =h.f(t; + hy; +k3)

Y se realiza la iteracién

1
Yier =Vitg (k1 + 2ky + 2k3 + ky)

Parai = 0,...,n — 1. La solucion se da a lo largo del intervalo (tq, to + hy,)
El algoritmo para el método de Runge-Kutta de cuarto orden en seudo c6digo es:

INICIO

INPUT: Numero de iteraciones n (o tamafio de paso h), punto inicial del intervalo a (punto final
del intervalo b), condicion inicial y (t0) = yO0. el siguiente:
n=(b—a)/h
t=tp
Y=DXYo
OUTPUT (t,y)
PARA=1,...,n
ki = h.f(t,y:)
h kq
k> =h.f(t+5,y+2ﬂ
h ko
ks=nh.f(t+ E,y+7)
ki=h.f(t+hy+ks)
y=y+ (ki + 2ky + 2k3 + ky)
t=t+i.h
OUTPUT (t,y)
FIN PARA

FIN
21



2.3.2. Pasos para realizar los ejercicios

1. Ingresar a la interfaz grafica Anaconda de Python
Para poder utilizar este algoritmo con precision aprovechamos la potencia que nos ofrece Python,
y para utilizar con mayor facilidad dicho software utilizamos la interfaz anaconda. En la figura 1

encontraremos la interfaz gréfica.

O Anaconda Navigator

i) ANACONDA NAVIGATOR

@ srvionments o v % sp— £
P >y Jupyter b;
4 R E

E
=
'@
3]
@

Yy & -

Figura 2-1: Interfaz gréafica Anaconda.
Realizado por: Logrofio, D., 2022.

2. Seleccionar Jupyter

Al ingresar a la interfaz grafica de anaconda, seleccionamos Jupyter, al estar en Jupyter creamos

un nuevo archivo (Figura 2).
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2 ¥ ¢ e B3 ) & 6 M

= Jupyter cut | | Logou
Files Running Clusters
Select items to perform actions on them Upload  Neww | 2
0o ~ W/ Name ¥  LastModified | | File size
O [ 3D Objects hace un mes
O [ anaconda3 hace 19 horas
O [ contacts hace un mes
O [ Deskiop hace 16 dias
O ([ Documents hace 2 dias
O ([ Downloads hace una hora
O D Favorites hace un mes
O [ Links hace un mes
O [ Music hace un mes
O (3 OneDrive hace 17 horas
O [ Pictures hace 8 dias
O [ Saved Games hace un mes
O [ Searches hace un mes
O [ Videos hace 24 dias
O & untitled ipynb Running hace un minuto 75 kB

Figura 2-2: Interfaz gréafica Jupyter.
Realizado por: Logrofio, D., 2022.

1. Llamamos a las librerias “numpy” y “matplotlib”

M # Esta implementacion en python utiliza numpy y matplotlib para calcular y representar
# graficamente las funciones requeridas.
import numpy as np
import matplotlib.pyplot as plt

Figura 2-3: Interfaz gréfica Jupyter.
Realizado por: Logrofio, D., 2022.

2. Se definen las funciones a utilizar
3. Se realiza los célculos aplicando el Método de Runge-Kutta

4.  Se grafica la solucion.
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CAPITULO 11l
3. MARCO DE ANALISIS E INTERPRETACION DE RESULTADOS

3.1.  ANALISIS DE DATOS

3.1.1. Ejemplo 1

Resolver la siguiente ecuacion:

24 p(t) % +a(t)e = F() o

M # Esta implementacion en python utiliza numpy y matplotlib para calcular y representar
# grdficamente las funciones requeridas.
import numpy as np
import matplotlib.pyplot as plt

Figura 3-1: Llamado a librerias “numpy” y “matplotlib”
Realizado por: Logrofio, D., 2022

M | # Definimos las funciones F, p y q.
def F(t):
FO = 0.1
wo = 0.75
F = F@ * np.cos(wo*t)
return F

def p(t):
p=0.4
return p

def q(t):
q = 0.25
return q

# Para aprovechar la potencialidad de python utilizaremos un dnico vector cuyas componentes
# seran Lla posicion y la velocidad. En este caso lo Llamamos x.
# Definimos las derivadas de lLa posicion x[@] y de la velocidad x[1]

def dxdt(t,x):
deriv = np.array([0.,0.])
deriv[0] = x[1]
deriv[1] = F(t) - p(t) * x[1] - q(t) * x[@] # la derivada de la velocidad
# se puede obtener a partir de lLa ecuacion diferencial
return deriv

# Definimos una funcion que mediante el algoritmo de Runge-Kutta de 4to orden nos devuelve
# la posicion y la velocidad en t+h. Se le debe proporcionar x(t) y las derivadas en t.
def rkd4(deriv,h,x,t):

hh = h/2.
hé = h/6.
th = t+hh
xt = x+hh*deriv

dxt = dxdt(th,xt)

xt = x+hh*dxt

dxm = dxdt(th,xt)

xt = x+h*dxm

dxm = dxt+dxm

dxt = dxdt(t+h,xt)

conf_th = x+h6*(deriv+dxt+2.*dxm)
return conf_th

Figura 3-2: Definicién de funciones
Realizado por: Logrofio, D., 2022
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M # Este es el cuerpo de cdlculo

h=0.1 # paso temporal
time=np.zeros(1) # iniciamos un vector para almacenar la coordenada t
x=np.array([0.,0.5]) # condiciones iniciales
traj = x # traj almacenara la posicion y la velocidad en funcion del tiempo
for i in range(1000):
t = i*h
time = np.hstack([time,t])
deriv = dxdt(t,x) # calculamos las derivadas en tiempo t
x_new = rk4(deriv,h,x,t) # las nuevas posicion y velocidad calculadas mediante RK4
traj = np.vstack([traj,x _new]) # almacenamos posicidon y velocidad
X = X_new # Llas nuevas condiciones iniciales para el paso posterior
# seran las obtenidas luego de la evolucion

Figura 3-3: Célculos
Realizado por: Logrofio, D., 2022.

M #Graficamos con matplotlib.pyplot
font = {'family' : ‘'sans’,
‘size’ : 18}
plt.rc('font', **font)
plt.figure(figsize=(12,6))
plt.title("posicién y velocidad en funcidén del tiempo")
plt.xlabel("tiempo")
plt.plot(time,traj[:,0], 'r-", label="posicion') #para La trayectoria
plt.plot(time,traj[:,1],"'b-", label='velocidad') #para lLa velocidad
plt.legend(loc="upper right');

Figura 3-4: Graficacion
Realizado por: Logrofio, D., 2022.

posicion y velocidad en funcién del tiempo

—— posicion

0.6 —— velocidad
0.4
0.2
0.0
-0.2

0 20 40 60 80 100

tiempo

Grafico 3-1: Resultados
Realizado por: Logrofio, D., 2022.
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A continuacidn, se puede observar los codigos que fueron utilizados:

# Esta implementacion en python utiliza numpy y matplotlib para calcular y representar
# graficamente las funciones requeridas.
import numpy as np

import matplotlib.pyplot as plt

# Definimos las funciones F, py q.

def F(t):

FO=0.1

w0 =0.75

F = FO * np.cos(w0*t)

return F

def p(t):

p=04

return p

def q(t):
g=0.25

return g

# Para aprovechar la potencialidad de python utilizaremos un Gnico vector cuyas componentes
# seran la posicion y la velocidad. En este caso lo [lamamos x.

# Definimos las derivadas de la posicion x[0] y de la velocidad x[1]

def dxdt(t,x):

deriv = np.array([0.,0.])

deriv[0] = x[1]

deriv[1] = F(t) - p(t) * X[1] - q(t) * X[0] # la derivada de la velocidad
# se puede obtener a partir de la ecuacion diferencial

return deriv

# Definimos una funcion que mediante el algoritmo de Runge-Kutta de 4to orden nos devuelve
# la posicion y la velocidad en t+h. Se le debe proporcionar x(t) y las derivadas en t.
def rk4(deriv,h,x,t):
hh = h/2.
h6 = h/6.
th =t+hh
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xt = x+hh*deriv

dxt = dxdt(th,xt)

Xt = x+hh*dxt

dxm = dxdt(th,xt)

Xt = x+h*dxm

dxm = dxt+dxm

dxt = dxdt(t+h,xt)

conf_th = x+h6*(deriv+dxt+2.*dxm)
return conf_th

# Este es el cuerpo de célculo

h=0.1 # paso temporal

time=np.zeros(1) # iniciamos un vector para almacenar la coordenada t
x=np.array([0.,0.5]) # condiciones iniciales

traj = x # traj almacenara la posicion y la velocidad en funcién del tiempo
for i in range(1000):

t=i*h

time = np.hstack([time,t])

deriv = dxdt(t,x) # calculamos las derivadas en tiempo t

x_new = rkd4(deriv,h,x,t) # las nuevas posicion y velocidad calculadas mediante RK4
traj = np.vstack([traj,x_new]) # almacenamos posicion y velocidad

X = X_new # las nuevas condiciones iniciales para el paso posterior

# seran las obtenidas luego de la evolucién

#Graficamos con matplotlib.pyplot

font = {'family' : 'sans', 'size' : 18}

plt.rc(‘font’, **font)

plt.figure(figsize=(12,6))

plt.title("posicion y velocidad en funcién del tiempo™)
plt.xlabel("tiempo™)

plt.plot(time,traj[:,0],'r-', label="posicion’) #para la trayectoria
plt.plot(time,traj[:,1],'b-", label="velocidad’) #para la velocidad
plt.legend(loc="upper right’);
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3.1.2. Ejemplo 2

Resolver la siguiente ecuacién diferencial:

yll+y=0
M import numpy as np

from scipy.integrate import odeint

# Ecuacion diferencial de segundo orden

def diff_equation(y_list,x):
#y '" + y = 0 Para el segundo orden, debe reemplazarse con dos ecuaciones diferenciales de primer orden
# Sety '= z
# Entonces z '=y' '= -y
# La solucién manual también es fdcil de saber es y = Clsin (x) + C2cos (x)

y,z=y_list

return np.array([z,-y])
x=np.linspace(0,np.pi*2,num=100)
yo=[1,1]#y(0)=1,y'(0)=1
result=odeint(diff_equation,y®,x)
plt.plot(x,result[:,0], 'r-", label
plt.plot(x,result[:,1],'b-", label
plt.legend()
plt.grid()
plt.show()

'y') # La imagen de y, y = cos (x) + sin (x)
z') # La imagen de z, que es la imagen de y ', z = -sin (x) + cos (x)

Figura 3-5: Ejecucion
Realizado por: Logrofio, D., 2022.
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Gréfico 3-2: Resultados
Realizado por: Logrofio, D., 2022.

A continuacidn, se puede observar los codigos que fueron utilizados.

import numpy as np
import matplotlib.pyplot as plt
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from scipy.integrate import odeint

# Ecuacion diferencial de segundo orden

def diff_equation(y_list,x):

#y " +y =0 Para el segundo orden, debe reemplazarse con dos ecuaciones diferenciales de primer
orden

# Sety'=z

#Entoncesz'=y''= -y

# La solucion manual también es facil de saber es y = C1sin (x) + C2cos (X)

y,z=y_list

return np.array([z,-y])

x=np.linspace(0,np.pi*2,num=100)

y0=[1,1]#y(0)=1,y'(0)=1

result=odeint(diff_equation,y0,x)

plt.plot(x,result[:,0],'r-', label ="'y") # La imagen de y, y = cos (X) + sin (X)
plt.plot(x,result[:,1],'o-', label = 'z") # La imagen de z, que es laimagen de y ', z = -sin (X) + cos
()

plt.legend()

plt.grid()

plt.show()

3.1.3. Ejemplo 3

Resuelva la siguiente ecuacion diferencial de segundo orden para el dngulo theta de un péndulo

sobre el que actla la gravedad con friccion:

theta"(t) + b*theta'(t) + c*sin(theta(t)) = 0
donde b y ¢ son constantes positivas y un nimero primo (') denota una derivada. Para resolver
esta ecuacion con odeint, primero debemos convertirla a un sistema de ecuaciones de primer

orden. Al definir la velocidad angular , obtenemos el sistema: omega(t) = theta'(t)

theta'(t) = omega(t)
omega'(t) = -b*omega(t) - c*sin(theta(t))

Seay el vector [ theta , omega ]. Implementamos este sistema en Python:
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M import numpy as np
from scipy.integrate import odeint
def pend(y, t, b, c):
theta, omega =y
dydt = [omega, -b*omega - c*np.sin(theta)]
return dydt
b = 0.25
c =5.0
yoO = [np.pi - 0.1, 0.0]
t = np.linspace(©, 10, 101)
from scipy.integrate import odeint
sol = odeint(pend, y@, t, args=(b, c))
import matplotlib.pyplot as plt
plt.plot(t, sol[:, @], 'b', label='theta(t)")
plt.plot(t, sol[:, 1], 'g', label='omega(t)")
plt.legend(loc="best")
plt.xlabel('t")
plt.grid()
plt.show()

Figura 3-6: Ejecucion
Realizado por: Logrofio, D., 2022.
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Gréfico 3-3: Resultados
Realizado por: Logrofio, D., 2022.
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A continuacidn, se puede observar los codigos que fueron utilizados.

import numpy as np

import matplotlib.pyplot as plt

from scipy.integrate import odeint

def pend(y, t, b, c):

theta, omega =y

dydt = Jomega, -b*omega - c*np.sin(theta)]
return dydt

b=0.25

c=50

y0 = [np.pi - 0.1, 0.0]

>>> t = np.linspace(0, 10, 101)

>>> from scipy.integrate import odeint
>>> sol = odeint(pend, y0, t, args=(b, ¢))
>>> import matplotlib.pyplot as plt

>>> plt.plot(t, sol[:, 0], 'b', label="theta(t)")
>>> plt.plot(t, sol[:, 1], 'g’, label="omega(t)")
>>> plt.legend(loc="best")

>>> plt.xlabel('t")

>>> plt.grid()

>>> plt.show()
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3.1.4 Ejemplo 4

Aplicacion de balance de fuerzas en estado no estacionario.
Un objeto de masa M se fija al extremo inferior de un sistema amortiguador — resorte El extremo

superior del resorte se fija a una estructura en reposo, como se ilustra en la figura. El amortiguador

. dy .
ejerce una fuerzade f; = —B = sobre la caja y el resorte otra fuerza de Fx = —Ky donde B 'y

K son las constante de amortiguacion y de resorte respectivamente. Aplicando la Segunda Ley de
Newton, se obtiene la siguiente ecuacion de segundo orden que describe el movimiento del

sistema:

dy? d
YA S Ky = 0
dt dt
y(0) = Cy'(0) = 0
Resuelve la ecuacion diferencial de segundo orden, cuando:
a. M=0.5Kg B=10Ns/m K=100N/my C=1

b. M=10Kg B=2.5Ns/m K=8.6N/my C=20

et

Figura 3. llustracion del sistema masa — resorte — amortiguador.

Procedimiento: Convierta la ecuacion diferencial de segundo orden en un sistema de ecuaciones

diferencial de primer orden

Condiciones limites: (0)=C (0)=0

a, El siguiente programa resuelve el sistema de ecuaciones diferenciales de primer orden del
sistema masa — resorte — amortiguador
Codigo del programa:

import numpy as np
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import matplotlib.pyplot as plt

from scipy.integrate import odeint
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B=10

K=100

M=0.5

C=1

A=[0 1;-K/M -B/M]

B=[0 O]

H=[0 0]

D=[0]

Tiempo= 0:0.01:1

U= ones(size(Tiempo))

X0=[C 0]

[Y,X]=Isim(A,B,H,D,U,Tiempo,X0)
plot(Tiempo,X(:,1),"-r', Tiempo,X(:,2),-b', Tiempo,Y,'-k’)
text(0.2,0.5,'X','Fontsize’,10)
text(0.2,-4.5,"Y",'Fontsize’,10)
xlabel('Tiempo','Fontsize',10);ylabel("X , Y','Fontsize',10)
legend("X=Desplazamiento',"Y =Velocidad','Location’,'NorthEastOutside")

In [ 1: M import numpy as np
import matplotlib.pyplot as plt
from scipy.integrate import odeint
B=10
K=100

=

OIIw>Xron

TR T8 s st )
[
wv

;-K/M -B/M]
1

L B e B e B S
o0 ®
DO =
—

[e]

Tiempo= 0:0.01:1

U= ones(size(Tiempo))

X0=[C 0]

[Y,X]= lsim(A,B,H,D,U,Tiempo,X0)
plot(Tiempo,X(:,1),"'-r",Tiempo,X(:,2), " '-b",Tiempo,Y," '-k")
text(0.2,0.5,'X", 'Fontsize',10)

text(0.2,-4.5,"'Y', 'Fontsize',10)

xlabel('Tiempo', 'Fontsize',10);ylabel('X , Y', 'Fontsize',10)
legend('X=Desplazamiento', 'Y=Velocidad', 'Location', 'NorthEastOutside")

Figura 3-7: Ejecucién
Realizado por: Logrofio, D., 2022
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Resultado de a:

X=Desplazamiento
- Y=Velocidad

-7 - L '
0 0.2 0.4

1 1 -’

0.6 0.8 1

Gréfico 3-4: Solucion gréafica de la ecuacion diferencial MY " + BY '+ KY = 0 (parte a)

Realizado por: Logrofio, D., 2022.

b) El siguiente programa resuelve el sistema de E.D.O masa-resorte — amortiguador.

Codigo del programa:

import numpy as np

import matplotlib.pyplot as plt
from scipy.integrate import odeint
B=2.5

K=8.6

M=10

A=[0 1;-K/M -B/M]

B=[0 0]

H=[0 0]

D=[0]

Tiempo=(0:0.1:5)'

U= ones(size(Tiempo))

X0=[20 0]
[Y,X]=Isim(A,B,H,D,U,Tiempo,X0)
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plot(Tiempo,X(:,1),-d', Tiempo,X(:,2),"-0', Tiempo,Y,"-")
disp([Tiempo X])

text(1.5,10,"X",'Fontsize',15)
text(1,-10,"Y",'Fontsize',15)
xlabel('Tiempo','Fontsize',15)

ylabel('X y Y','Fontsize',15)
legend('X=Desplazamiento’,"Y=Velocidad")

20 O ¢ t T T T T t T
15)- ""3-’;.)_ X=Desplazamiento
8 Y=Velocidad
10| X
5 ,:Zh:.
> R
> Oop ".\;_»
o %
Sk
o) Y o, o
5, 000000000
sk TCogees
20 ; - ; . . 5 . . :
0 0.5 1 1.5 2 25 3 3.5 4 4.5
Tiempo

Gréfico 3-5: Solucién gréafica de la ecuacion diferencial MY " + BY ' + KY = 0 (parte b)

Realizado por: Logrofio, D., 2022.
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CONCLUSIONES

v’ Se desarroll6 ejercicios de ecuaciones diferenciales de segundo orden utilizando Python es una
herramienta de fisica computacional muy poderosa mediante sus librerias “numpy” y
“matplotlib” ya que “mumpy” realiza EDO de primer orden la cual permitid realizar los
calculos de las EDO al aplicar el método de Runge- Kutta, y “matplotlib” permite graficar de
forma idénea los resultados obtenidos. lo cual permitird a los estudiantes de la carrera de Fisica
en su trayectoria académica resolver ejercicios en los que interfieren ecuaciones diferenciales
de una manera idonea y rapida.

v En el capitulo 2 se muestran cémo desarrollar paso a paso las ecuaciones diferenciales de
segundo orden, y los ejemplos de aplicacion en el capitulo 3 que ayudan a visualizar el método
aplicado

v En el capitulo 3 se presentan los resultados del desarrollo de ecuaciones diferenciales con los
métodos propuestos, asi también se presentan sus resultados de manera gréafica para que los
estudiantes pueden visualizar de mejor manera las soluciones de las ecuaciones diferenciales.

v' Los ejercicios realizados han demostrado la eficacia del programa Python y de los métodos
utilizados para la resolucion de ecuaciones diferenciales de segundo orden. Lo cual se
convertird en una gran herramienta para los estudiantes de fisica y demas ciencias de nuestra

casa de estudios.
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RECOMENDACIONES

v Se recomienda capacitar a la planta docente y estudiantes sobre el uso del software Python con
sus respectivas librerias y diferentes tipos de uso, para asi facilitar la eficiente resolucién de
ecuaciones diferenciales de segundo orden en fisica computacional y en otras areas
concernientes a la carrera.

v' Se recomienda elaborar un manual, mismo que contenga los pasos necesarios para la
resolucion de ecuaciones diferenciales de segundo orden en fisica computacional, mismo que
servird como una guia préactica para los alumnos de la carrera de fisica y matematica.

v Es recomendable la ensefianza basada en Software Python ya que al ser una programacién mas
sencilla que otras, y estar basado en software libre su implementacién va a ser mucho mas

sencilla y su aprendizaje mucho mas amable con los estudiantes.
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