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RESUMEN

El presente trabajo de titulacion tuvo por objetivo medir la efectividad en términos de precision y
calidad de estimacion que presentan distintas técnicas de imputacion para datos faltantes,
provenientes de una distribucion normal. A partir del método de Montecarlo, se cred una matriz
bivariada estructurada por datos observados Yy por datos perdidos, donde los valores faltantes
fueron desarrollados a través de un modelo establecido. Se simularon 100.000 veces muestras
representativas de tamafio 5, 10, 30 y 100 trabajando con diversos porcentajes de pérdida de
informacién para los escenarios: Faltantes completamente aleatorios (MCAR), Faltantes
aleatorios (MAR) y Faltantes no aleatorios (MNAR). Se aplicaron las técnicas de imputacion por
eliminacion, media, mediana y regresion lineal, en la cual se diagnosticd el ajuste de los datos a
través de una medida de precision y se verifico si los datos imputados mantienen sus propiedades
de estimacion de insesgadez y minima varianza, utilizando los estimadores de media y varianza.
Mediante el uso del software RStudio se determind qué regresion lineal es la mas precisa en
muestras a partir de 30, mientras la media y mediana en muestras pequefias como 5 por obtener
valores mas cercanos a los datos reales. La insesgadez de la media, demuestra que la mejor técnica
es la imputacion por regresion lineal, debido a que su propiedad se mantiene en muestras a partir
de 30. En la insesgadez de la varianza la técnica mas viable es la eliminacion en los escenarios
MAR y MCAR para muestras de 30 y 100, mientras para MNAR en muestras de cualquier
tamafio. Conforme a la minima varianza de la media y varianza, la técnica que arroj6 una varianza
inferior en la mayoria de los contextos es la regresion lineal. Se recomienda ampliar el estudio
utilizando técnicas de imputacion mdltiple y machine learning para diagnosticar mejores

resultados.

Palabras clave: <ESTADISTICA>, <METODO DE MONTECARLO>, <IMPUTACION DE
DATOS>, <PRECISION DE AJUSTE>, <PROPIEDADES DEL ESTIMADOR>.
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SUMMARY/ABSTRACT

The objective of this research work was to measure the effectiveness in terms of precision and
quality of estimation presented by different imputation techniques for missing data, coming from
a normal distribution. From the Monte Carlo method, a bivariate matrix structured by observed
data and by missing data was created, where the missing values were developed through an
established model. Representative samples of size 5, 10, 30 and 100 were simulated 100,000 times
working with different percentages of information loss for the scenarios: Missing completely at
random (MCAR), missing at random (MAR) and missing not at random (MNAR). The imputation
techniques by elimination, mean, median and linear regression were applied, in which the
adjustment of the data was diagnosed through a precision measure and it was verified if the
imputed data maintain their estimation properties of unbiasedness and minimum variance., using
the mean and variance estimators. Using the RStudio software, it was determined which linear
regression is the most accurate in samples from 30, while the mean and median in small samples
such as 5 to obtain values closer to the real data. The unbiasedness of the mean shows that the
best technique is the imputation by linear regression, since its property is maintained in samples
from 30 onwards. In the unbiasedness of the variance, the most viable technique in MAR and
MCAR is elimination for samples of 30 and 100, while for MNAR in samples of any size.
According to the minimum variance of the mean and variance, the technique that yielded a lower
variance in most contexts is linear regression. It is recommended to extend the study using

multiple imputation techniques and machine learning to diagnose better results.

Keywords: <STATISTICS>, <MONTE CARLO METHOD>, <DATA IMPUTATION>,
<ADJUSTMENT PRECISION>, <ESTIMATOR PROPERTIES>.
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INTRODUCCION

Todo proceso investigativo requiere de un eficiente anélisis de datos que permita desarrollar
nuevos conocimientos y obtener conclusiones precisas para alcanzar los objetivos propuestos.
Actualmente, todas las industrias del mercado existente, realizan estudios previos para construir,
implementar e innovar nuevos mecanismos de mejora a través del analisis de datos. Partiendo de
la recoleccion, transformacion, limpieza y modelado, se estiman parametros calculando los
estadisticos previstos y se ajusta un modelo preestablecido para aceptar o rechazar las hipotesis
de interés y tomar decisiones confiables. El proceso se detiene cuando en la matriz de informacion
militan datos faltantes, también denominados “missing data” debido a diversos factores que
aparecen al momento de la recoleccion y como consecuencia producen alteraciones significativas
en los resultados con bajo nivel de precisién. Problema que un analista esta en la obligacién de
solucionar (Batanero and Godino, 2001, p. 5).

Existen diversos tipos de bases de datos, con variables de tipo cuantitativo o cualitativo y de
extensa o corta dimension, que para obtenerlas como tal, deben pasar previamente por un proceso
de releccion de datos. Las fuentes de recoleccidn de datos pueden ser Primarias o Secundarias.
En la primera, la recoleccién se realiza interactuando de manera directa con el sujeto objeto de
estudio, aplicando encuestas, entrevistas o simplemente a través de la observacion, valorando
parametros como el objeto de estudio, las posibilidades de acceso, el tamafio de la poblacién o
muestra, los recursos con los que se cuenta y el origen de los datos. La fuente de recoleccion
secundaria es desarrollada por terceras personas, la informacion ya se encuentra organizada y
analizada probablemente. EI problema empieza cuando la recoleccion de datos sufre anomalias y

no se completa eficientemente segun lo esperado, dificultando su proceso de analisis posterior (de
Tiratel, 2000, p. 66).
Dado que existen varios tipos de datos faltantes, es necesario identificar a qué tipo de pérdida se

enfrentan. En 1976, Donald B. Rubin, agrup6 los inconvenientes de datos faltantes encontrados
en tres categorias al cual los Ilamo “Mecanismos de falta de respuesta”, mencionando que cada
punto de dato tiene una probabilidad de faltar (Rubin, 1976). Los mecanismos designados son los
siguientes: Faltantes completamente aleatorios (MCAR), la probabilidad de obtener un dato
perdido es la misma para todos casos o individuos; Faltantes aleatorios (MAR), la probabilidad
de faltar es la misma como en MCAR, pero dentro de grupos definidos; Faltantes no aleatorios
(MNAR), la probabilidad varia por varias razones, se desconoce. En muchos de los casos, los

investigadores desconocen de estos mecanismos y proceden a ignorar estos faltantes (Van Buuren,
2018, pp. 23-30).

La magnitud de este problema es grave, infringe reglas estadisticas, contribuyendo a deducciones

poco fiables de un tratamiento, por lo cual, es necesario buscar alternativas 6ptimas para arreglar



dicho percance. Una solucion conocida y perfeccionada a lo largo de las décadas por varios
autores es la Imputacién, una técnica que devuelve valores efectivos si se lo aplica
adecuadamente. Son varias las técnicas que desglosa la imputacion, que dependen del tipo de
variable, magnitud, entre otros. Métodos que trabajan desde el relleno con la media, hasta
procesos que requieren de algoritmos avanzados de clasificacién por Machine Learning. El
investigador, por ende, esta en la capacidad de elegir la mejor alternativa para el relleno de sus
datos con el respectivo estudio previo (Dagnino, 2014, p. 34).

Un estudio importante lo realizd6 Abdul Lateef Bello en 1993, el cual ejecuté un proyecto de
simulacion con el objetivo de comparar algunos métodos de imputacion midiendo la precision de
cada una, en la estimacion de la media de la variable de interés con su respectiva varianza.
Posteriormente existieron también otros distinguidos autores que manejaron una metodologia
similar que, a través de la recoleccién de una base de datos, escogieron aleatoriamente valores
faltantes y emplearon técnicas de imputacion simples y multiples para la generacion de resultados
y poder compararlos (Bello, 1993, p. 14).

En el contexto investigativo, se puede aclarar que los expertos recurrieron a simulacién, que se
puede definir como una técnica de muestreo estadistico, cuyo proceso es controlado y utiliza un
modelo para generar respuestas de tipo probabilistico. Al incurrir en el mundo de andlisis de datos
de medicién se pueden encontrar principalmente dos técnicas de simulacion, el primero se
denomina el Método Montecarlo y el segundo es el llamado Método de remuestreo bootstrap,
ambos son apropiados para estudiar las propiedades estadisticas de las mediciones (Bello, 1993, p.
15).

El surgimiento y actualizaciones de sistemas informéticos (Software) es indispensable en el
manejo de datos, ellas permiten el control sistematizado y ordenado de pocos o abundantes datos,
son capaces de inferir y resolver problemas del ambito académico y laboral bajo situaciones de
incertidumbre, logrando de este modo obtener resultados y tomas de decisiones mas acertadas.
En el afio 2018, se remonta una investigacion bajo Unicamente un mecanismo de respuesta, en
ella se desarrollé una comparacion de métodos de imputacion al trabajar con respuestas
censuradas en un disefio de experimento bivariado realizado por los autores Zufiiga Maldonado y
Hernandez Ripalda (zafiiga Maldonado, Hernandez Ripalda and Jiménez Garcia, 2018, p. 21).

El presente estudio es primordial debido a que no existen estudios previos realizados con la misma
metodologia. El estudio mide la efectividad en términos de precision y calidad de estimacion que
presentan distintas técnicas de imputacion simple para datos faltantes. A partir de una base de
datos normal multivariante simulada mediante los mecanismos de respuesta, se eliminan datos y
se obtiene una base de datos con missing. Se aplican las técnicas de imputacion simples
seleccionadas y a través del nivel de precision de ajuste se compara la base de datos con valores
faltantes y la base de datos original. De la base de datos imputada se comprueba si cumplen con

las propiedades de los estimadores: insesgadez y minima varianza. Para todo el desarrollo del



presente capitulo se utiliza el software estadistico R-Studio donde se indican las funciones
utilizadas, para la generacién de datos perdidos, para cada técnica de imputacion, nivel de
precision de ajuste y propiedades de los estimadores. Se presenta las funciones del R — Package
de las técnicas de imputacion de datos. Se recalca que éste estudio solo es posible en un escenario
de simulacién, mas no con datos de la vida real, debido a que nunca se sabré cudl es el valor

faltante y se imposibilita conocer el nivel de precision de la imputacion.



CAPITULO |

1. MARCO TEORICO REFERENCIAL

1.1. Antecedentes

Recolectar una base de datos completa y manejable es la herramienta principal de todo
investigador para poder realizar inferencias y, por ende, toma de decisiones. Sin embargo, la
pérdida de datos ha afectado en todo ambito posible a través de las décadas. Varios autores han
estudiado la forma de llenar dichos vacios, desarrollando y experimentando con diversos procesos
Ilamados “métodos de imputacion™. La situacion se complica debido a la existencia de varios
tipos de datos, diferencias en magnitudes y numerosidad, por ello, es necesario establecer métodos
gue ayuden de forma eficiente de acuerdo a la situacién individual. En los Gltimos tiempos, se
han desarrollado con la ayuda del avance de la computacion, nuevas formas de estudiar los datos
faltantes, obteniéndose una variedad de técnicas basadas en diferentes enfoques segun las
caracteristicas de la data (Castro and Avila, 2006, p. 8). Los primeros aportes en imputacién se
realizaron en 1932 por Samuel Stanley Wilks (wilks, 1932, p. 6), quien propuso el reemplazo de los
datos faltantes por la media de los datos presentes de la variable. Este método, puede ser aplicado
cuando existen pocos datos faltantes, ya que tienden a distorsionar la distribucion de las variables.
Con el avance tecnolégico de los sistemas computacionales se iniciaron investigaciones sobre el
método, particularmente en las décadas de los setenta y ochenta. Donald B. Rubin, hizo una
distincién entre MAR (valores perdidos o faltantes de manera aleatoria) y MCAR (valores
perdidos o faltantes de manera completamente aleatoria). En el caso de MAR, los datos perdidos
dependen de los valores observados, pero no de las variables perdidas propiamente, es decir, la
pérdida de informacion de la variable no depende de ella misma, mientras que en MCAR los datos
perdidos no dependen de otros valores observados ni de otros datos perdidos (Rubin, 1976, pp. 23-
25). Otro aporte al tratamiento de la “no respuesta” es el método Listwise, el cual fue propuesto
por “Hemel”. Es usado al tratar con grandes conjuntos de datos, eliminando la fila 0 columna en
la posicion del dato faltante, para obtener una base con menos datos, pero completa. No es
recomendable para conjuntos de datos pequefios debido a que se pierde una cantidad directamente
proporcional al nimero de datos perdidos (Hemel et al., 1987, p. 18). Con el avance tecnoldgico se ha
buscado crear o mejorar los métodos de relleno de datos, basados en diferentes modelos o
algoritmos como el andlisis de componentes principales, analisis factorial, redes neuronales, entre
otras (Castro and Avila, 2006, p. 4). De tal forma, se necesita llegar a diferentes criterios que deben ser
abordados de acuerdo a la distribucion, estructura, numerosidad y deméas parametros de interés
del conjunto de datos, alcanzando una solucién confiable para cada enfoque. Necesidad que se

evidencia ademas en ambitos como Mineria de datos, Gestion documental y areas donde se
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trabajen dia a dia con extensas cantidades de datos, en que una decisién erronea relacionada al
mal manejo de datos faltantes puede provocar tomas de decisiones poco acertadas, ineficientes
que alteran el andlisis y con ello la productividad de la investigacion. Por lo tanto, es ineludible
conocer profundamente las propiedades y caracteristicas de cada técnica de imputacion en base a
la naturaleza de los datos, para aplicar y entregar una informacion eficaz (Amén Uribe, 2010, p. 21).
Los datos faltantes no siempre se aprecian en su justa medida. Fernando Medina y Marco Galvan
advierten sobre la falta de consciencia por parte de los usuarios y aln de muchos investigadores,
sobre las implicaciones estadisticas que conlleva trabajar con datos faltantes o aplicar
procedimientos de imputacion o sustitucion de informacion deficientes: “La aplicacion de
procedimientos inapropiados de sustitucion de informacion introduce sesgos y reduce el poder
explicativo de los métodos estadisticos, le resta eficiencia a la fase de inferencia y puede incluso
invalidar las conclusiones del estudio”(Medina and Galvan, 2007, p. 43). Los procedimientos utilizados
con frecuencia restringen el poder explicativo de los modelos y a su vez, provocan graves sesgos
que alteran las relaciones existentes entre las variables estudiadas, subestimando, ademas, las
propiedades de la varianza (Medina and Galvan, 2007, p. 44). Aitor Puerta Goicoechea, resume ciertos
criterios a tomar en consideracion para seleccionar la técnica adecuada para imputar. Primero
menciona que debemos estudiar el tipo de variable a imputar, en el caso cualitativo las categorias
y en el caso cuantitativo los intervalos. Los parametros a estimar, distinguir adecuadamente los
valores y el fin investigativo para de acuerdo a ello definir si se imputa desde lo méas basico como
con la media o0 mediante procesos mas complejos como de arboles de clasificacion. La tasa de no
respuesta dado que, si el porcentaje de no respuesta es alta, no existe confiabilidad alguna y
finalmente, recomienda el utilizar al méximo la informacién auxiliar disponible para deducir
informacién y en casos posibles, hallar grupos homogéneos respecto a una variable auxiliar con
alto grado de correlacién para poder encontrar registros similares (Goicoechea, 2002, p. 4). Sharon L.
Lohr, refiriéndose a la importancia de los procedimientos de imputacion sefiala que ésta no radica
solo en reducir el sesgo por las ausencias de respuestas, sino también para producir un conjunto
de datos “limpios” sin datos faltantes. Son muchas las técnicas de imputacion que han surgido,
sobre todo desde la década de los setenta, que emplean enfoques univariantes y multivariantes. A
pesar de estos avances, no se ha encontrado una metodologia capaz de reproducir la data o que
pueda resolver en forma totalmente satisfactoria el tratamiento de los datos faltantes, debido,
generalmente, a problemas en cuanto a las alteraciones de la distribucion de los datos, alteracion
en la relacion de las variables, sesgo en las estimaciones, inflacion de la varianza, entre otros,

razén por la cual, aln se sigue investigando en busca de mejorar las técnicas existentes (Lohr,
Velasco and Alfredotr, 2000, p. 25).



1.2. Planteamiento del problema

1.2.1. Enunciado del problema

Uno de los problemas mas habituales al depurar bases de datos es la imputacion de valores
perdidos. Para determinar la técnica mas efectiva al trabajar con una distribucion normal, es
necesario que exista una adecuada precision de ajuste, que mide la dispersion entre los datos reales
con los imputados, estableciendo que, a menor diferencia, existe una mejor precision. El siguiente
punto, es estudiar que no se pierdan las propiedades de los estimadores. Un estimador es insesgado
cuando su sesgo es nulo, es decir, cuando su esperanza es igual al pardmetro que se anhela estimar.
En cuanto a la segunda propiedad se emplea el Teorema de la cota de Cramér-Rao, en el que si la

varianza alcanza su cota o limite inferior se sigue manteniendo la propiedad de minima varianza.

1.2.2. Formulacién

El proyecto busca dar respuesta a la siguiente pregunta:

¢ Qué técnicas son las mas efectivas para la imputacion de valores faltantes?

1.3. Justificacion

El inicio de un analisis estadistico implica una revision y depuracion de las bases de datos a
trabajar. El investigador se encuentra constantemente con falta de respuestas en el proceso de
recoleccion de informacion por diversas causas, lo que afecta en la confiabilidad al procesar
resultados. Es necesario comparar las diferentes técnicas de imputacién de datos al medir su nivel
de precision y comprobar las propiedades de los estimadores para complementar dichos vacios, y

de esta forma investigar como afectan en el proceso de inferencia estadistica.

1.4. Objetivos

1.4.1. Objetivo general

Medir la efectividad en términos de precision y calidad de estimacion que presentan distintas

técnicas de imputacién para datos faltantes, provenientes de una distribucién normal.



1.4.2. Obijetivos especificos

= Establecer con base a estudios previos las técnicas de imputacion que se usaran en el presente
trabajo.

= Determinar la precisién de ajuste que presentan las distintas técnicas de, acuerdo a la variable
en estudio y el porcentaje de imputacion.

= Estudiar las propiedades de estimacion que presentan los nuevos datos imputados a través de
algoritmos de simulacion.

= Crear un R-Package que permita el facil y comprensible usos de las distintas técnicas

estudiadas.

1.5. Conceptos puntuales sobre Inferencia Estadistica

= Poblacién: Es un conjunto de sujetos homogéneos, de los que se extraen ciertas conclusiones
a través del estudio de caracteristicas observables. En el ambito estadistico, poblacion
también se denomina aquella distribucién que sigue la variable objeto de estudio, como
ejemplo, se puede acotar que nos encontramos ante una poblacién normal, cuando la variable
analizada sigue una distribucién normal (Faraldo Roca, Pedro and Pateiro Lépez, Beatriz, 2012, p. 76).

= Pardmetro: Es una cantidad numérica obtenida a partir de una poblacidn, que resume ciertas
caracteristicas. En la distribucién normal pueden ser la media y la varianza (Faraldo Roca, Pedro
and Pateiro Lopez, Beatriz, 2012, p. 22).

= Estadistico: Es una cantidad numérica obtenida a partir de una muestra, que resumen ciertos

aspectos. En la distribucion normal pueden ser la media muestral y la varianza muestral
(Faraldo Roca, Pedro and Pateiro Lépez, Beatriz, 2012, p. 25).

= Estimador: Son estadisticos que, a través de analisis, aproximan un pardmetro. Por ejemplo,
si 6 es el parametro objeto de estudio, su estimador es denotado por 8. En la distribucion
normal, la media muestral actGa como estimador de la media poblacional (X = i) y la
varianza muestral como estimador de la varianza poblacional (s? = 62) (Faraldo Roca, Pedro
and Pateiro Lopez, Beatriz, 2012, p. 45).

=  Método de muestreo: Es un proceso para elegir una muestra de la poblacién total (también

Ilamado universo) con el fin de poder analizar ciertos datos deseados (Faraldo Roca, Pedro and
Pateiro Ldpez, Beatriz, 2012, p. 45).



1.6. Distribucion Normal

Se la conoce también como la “Campana de Gauss” debido a que Carl Friedrich Gauss formulo
una ecuacion de la curva, en la que se destacan dos parametros, su media p y su desviacion

estandar o, por ende, la densidad de ésta distribucion es dada por:

1 -1 ,x — u\? (1)
f(x)—m/z_nexp{T( - )} —o<x< oo

Que fija una curva similar a una campana (Pértegas Diaz and Pita Fernandez, 2001, pp. 4-6).
1.6.1 Propiedades de la distribucion normal:

= Posee una Unica moda, que coincide con su media y su mediana.

= Lacurva normal es asintotica al eje de abscisas. Por tanto, cualquier valor entre —co y +co0 es
tedricamente posible, recalcando que el area total bajo la curva es, por ende, igual a 1.

= Presente simetria con respecto a su media u, por tal razon, para dichas variables existe un
50% de probabilidad de observar un valor mayor que la media y otro 50% de observar un
valor inferior.

= El recorrido entre la linea trazada en la media y el punto de inflexién de la curva es igual a
una desviacion tipica (o). Cuanto mayor sea o, mas aplanada sera la curva de la densidad.

= El area bajo la curva comprendido entre los valores situados aproximadamente a dos
desviaciones estandar de la media es igual a 0.95.

= Los pardmetros i y o dan la forma a la campana de Gauss, ya que, la posicién de la campana
es dada por la mediay el grado de apuntamiento de la curva es dada por la desviacion estandar.

Visto lo anterior, se aclara que existe una familia de distribuciones normales con una forma

comun, que difieren por los valores establecidos para la media y varianza. Como ejemplo, se tiene

la distribucion normal estandar que manifiesta una media 0 y varianza 1. De esta forma, la

ecuacion que define su densidad se puede obtener de la ecuacion (1) o simplificado se tiene:

(2)

_ZZ

1
f(z) = —exp (—),—oo <z <
\V2m 2
Se resalta que, a partir de cualquier variable X que siga una distribucién N (u, o), se consigue otra
caracteristica Z con una distribucién normal estdndar, ejerciendo la siguiente transformacion:

X—u (3)
T o

Z




1.7. Estimador

Un estimador es un estadistico que aproxima un parametro. Un estadistico es cualquier funcion
de las observaciones de una muestra aleatoria, es por lo tanto una variable aleatoria. Se denomina
estimador de un parametro @ a cualquier funcién de una muestra 8 = f(Xy,X5,...,X,) que

genera valores aproximados de 8, donde ese valor obtenido se determina como estimacion (Casco
Fernandez, 2008, p. 8).

1.7.1. Propiedades de los estimadores

Las propiedades mas relevantes y utilizadas son:

= Estimador insesgado (Insesgadez): Un estimador de un parametro 6 es insesgado si su valor
esperado es 4, es decir, 0 es insesgado si E[é] = 6. Ademas, se recalca también que, a la
diferencia E[ 8] — @ se denomina sesgo del estimador (Casco Fernandez, 2008, p. 45).

—~ ~

sesgo[0] = E[0] — 0 (4)

» Varianza de un estimador (Minima varianza): Si existen varios estimadores de un parametro,
el mejor, que en otras palabras es el mas eficiente, es aquel que presente menor varianza.
Como ejemplo se observa que, si 8; y 8, son estimadores de 6, entonces:

Var(8,) < Var(d,)

Se tiene que 6, es més eficiente que 8, (Borovkov, 1984, p. 9).

El teorema de Cramér-Rao determina que la varianza de un estimador insesgado 6 de un

parametro 6 es, como minimo:

1 (5)

nE [(%m fx; 0))2]

VAR(0) >

Donde f(x;0) representa la funcion de densidad de probabilidad de la muestraX =
(X1, X5, ..., X))t en funcion del parametro 8 (Si un estimador alcanza esta cota minima, entonces

se dice que el estimador es de minima varianza) (Nogales, 1998, p. 32).

1.7.2. Vector de medias

Es un vector de dimension p, donde sus componentes son las medias de cada una de las

p variables. Se obtiene a través del promedio de las medidas de cada elemento, que son vectores
(Pefia, 2002, p. 21).



X1 (6)

1.7.2.1. Propiedades

Segun Carlos M. Cuadras (Cuadras, 1996, p. 176), las propiedades son:

MG = (M)

* Linealidad, si x es un vector estadistico p-dimensional, b € R™ y A € Mat,,,(IR),
entonces M(b + AX) = b + AM(x)

= Aditividad, si x y y son vectores estadisticos p-dimensionales, entonces:

M(AX + BY) = AM(X) + BM(Y)

1.7.3. La matriz de varianza

La varianza mide la variabilidad respecto a la media. La relacion lineal entre dos variables se

mide por la covarianza. La covarianza entre dos variables (x;, x;) se calcula:

1% (7)
Sk = EZ(xij — X)) (Xik — X))
i=1

Y mide su dependencia lineal. Esta informacion para una variable multivariante puede presentarse

de esta forma:

L 8
5= %;(xi O} o

Que es una matriz cuadrada y simétrica que contiene en la diagonal las varianzas y fuera de la
diagonal las covarianzas entre las variables (Cuadras, 1996, p. 23).
1.7.3.1. Propiedades

Segun Carlos M. Cuadras (Cuadras, 1996), las propiedades son:
» Essemidefinida positiva, esto es: vV y € ]R{P,Xt Sxy =0

» tr(5,) =0

» Det(S,) =0

= Los autovectores de S, son no negativos

1.8. Regresion Logistica

(AGRESTI, 2002) La regresion logistica estudia valores distribuidos binomialmente como,
Y; ~B(py,ni),parai=1,..,m,
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Donde n; que son los ensayos Bernoulli son conocidos y las probabilidades de éxito p; son
desconocidas. Los logits de las probabilidades binomiales desconocidas son modeladas como una

funcién lineal de los X;.

Logit(p) = log (%) (9)

Como Log.x = Inx entonces,

Logit(p) = In (5 fp) =, +i¢jp,.
=1

Logit(p) = ln( ) =y, +y,p, ++d,p,

p
1-p
La funcion logaritmo natural y = Inx es la funcion inversa de la funcion exponencial y = e*
Por tanto, la funcidn inversa Logit es:

eP (10)
1+eP

Logit™(p) =

1.9. Datos Faltantes

Los datos faltantes se presentan en cualquier ambito de la investigacién. Se denominan como
datos no disponibles que durante un analisis resultan significativos en cuanto al reporte de
resultados. Hay muchas razones especificas que permiten estos faltantes, cuyo malestar se genera
porque introducen sesgos que invalidan los resultados. La pérdida se datos se han distribuido en

tres escenarios distintos, los cuales son MCAR, MAR Y MNAR (Dagnino, 2014, p. 32).

1.9.1. Mecanismos de datos faltantes (Escenarios)

Como se lo menciond, los problemas de datos faltantes son clasificados en tres escenarios
(MCAR, MAR y MNAR), donde cada dato tiene una probabilidad de faltar. EI proceso que

representa estas probabilidades se denomina mecanismo de datos faltantes o de falta de respuesta
(Van Buuren, 2018, p. 31).

19.1.1. MCAR
Los datos que faltan completamente al azar (MCAR) ocurren cuando la probabilidad de faltar es

la misma para todos los casos, lo que implica que las razones de los valores faltantes no estan

relacionadas con los datos. VVan Buuren brinda un ejemplo, la cual es tomar una muestra aleatoria
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de una poblacién, donde cada miembro tiene la misma posibilidad de ser incluido en la muestra
(Van Buuren, 2018, p. 33).
Este escenario requiere que la probabilidad de pérdida de los datos de una variable no de dependa

de otras variables medidas. De forma resumida, este mecanismo representa una situacién para la
cual la ausencia de datos es independiente de las variables de investigacion, es exclusivamente al

azar (Van Buuren, 2018, p. 33).

19.1.2. MAR

Los datos que faltan al azar (MAR) ocurren cuando la probabilidad de faltar es la misma solo
dentro de los conjuntos establecidos por los valores observados. Un ejemplo es cuando tomamos
una muestra de una poblacién, donde la probabilidad de ser conocida depende de alguna
propiedad conocida (Van Buuren, 2018, p. 37).

MAR refiere cuando la ausencia de valores se encuentra asociada a las variables independientes
del estudio, pero no a la dependiente, un ejemplo claro es cuando se desarrolla un test de aptitud
aunos alumnosy a los que superan una nota de corte establecida se les hace otro test mas complejo
mientras que a los demés no. De modo que, éstos tienen datos perdidos para la segunda variable

y se debe a las observaciones de la primera (Van Buuren, 2018, p. 37).

19.1.3. MNAR

Existe una falta no aleatoria (MNAR) cuando ni MCAR ni MAR se mantienen. La probabilidad
de faltar sucede por varias razones que se desconocen. Estos casos se dan cuando la pérdida de
datos se debe a la variable dependiente, y posiblemente a alguna variable independiente. Un
ejemplo es cuando en una entrevista le preguntas a un individuo por su renta mensual y éste no

responde debido a que tiene una renta muy alta (Van Buuren, 2018, p. 39).
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1.9.2. Patrones de perdida de datos

1 Al) B1)
Y, Y, Y;Y, Y Y, Y, Y;Y, Y
SISIRIRIS YINISISIR
SIN RESPUESTA ssssg sssﬁg
UNIVARIADA stgg ggas
QNISIS NN AR
NINISINIS NN AN
NISISLALS MR HE
NISINEY SINISISIN
NISINEEY SINISISIN
NN N HHHBER
A2)
2 Y1Y2Y3Y4—Y5
AR _F )
NNRE \
SIN RESPUESTA ssg%s s
MULTIVARIADA sss%% §
SANNR s
NN
SNIRIR

Figura 1-1: Patrones de datos faltantes

Realizado por: Jamilton Vinueza y Galo Masaquiza, 2021.

La pérdida de informacién puede seguir un patrén univariado o multivariado, siendo de diversa
numerosidad de acuerdo al &mbito investigativo.

El cuadro 1 representa a los datos perdidos sin respuesta univariada, es decir, cuando Gnicamente
existe pérdida de informacion en una de las variables. La figura Al) establece la falta de
informacidn ya sea al inicio o al final de la variable, pero de forma consecutiva. La figura B1)
determina que la falta de datos puede existir en cualquier posicion de la variable afectada.

El cuadro 2 representa a los datos perdidos sin respuesta multivariada, es decir, cuando la pérdida
de informacion afecta a mas de una variable. La figura A2) muestra la pérdida de datos ya sea al
inicio o final en al menos dos variables. La figura B2) sefiala la existencia de datos faltantes en

diversas posiciones en al menos dos variables.
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1.10. Imputacion

La imputacion es un conjunto de técnicas que utiliza diversos medios o métodos para rellenar
informacién faltante univariada o multivariada, de tipo cualitativa o cuantitativa. Es utilizada en
todo campo para solucionar aquellos vacios que interfieren en una investigacion o toma de

decisiones (Medina and Galvén, 2007, p. 43).

1.10.1. Técnicas de imputacion de datos faltantes

A lo largo del tiempo se han formulado diversas formas de clasificacion, como las Técnicas
fundamentadas plenamente en informacién del exterior, las cuales se sustentan en variables
relacionadas con encuestas adjuntas a bases de datos ajenas o que poseen reglas previamente
establecidas, entre las que se encuentran las tablas Look-up o los llamados métodos deductivos.
Son muy conocidas ademas las Técnicas deterministicas, las cuales aparecen cuando al trabajar
con multiples unidades bajo idénticas condiciones, provocan las mismas respuestas. Dentro de
este grupo se pueden nombrar a las basadas en las Medidas de tendencia central, como imputacién
con la media, mediana 0 moda, por redes neuronales o imputacion fundamentadas en modelos de
series de tiempo. Existen también las Técnicas aleatorias, en las que al repetir el mismo método
en una unidad bajo idénticas condiciones, éstas provocan resultados diferentes porque son
producto del azar. Entre las que se encuentra la imputacion por regresion logistica o la imputacion
por regresion aleatoria. Finalmente, también existe una alternativa que no se considera como tal
técnica, sino un arreglo rapido para trabajar con una base de datos completa, entre ellas sobresale
el Andlisis de datos completos y el Analisis con datos disponibles.

De esta forma, a través de una revision sistematica y aplicativa, se han revisado y seleccionado
algunas de las técnicas principales, desglosando en cuatro grupos: Imputacion por Eliminacion,

Imputacion Simple, Imputacion Multiple e Imputacién Machine Learning (Perez et al., 2017, p. 32).

1.10.2. Imputacion por eliminacion

1.10.2.1.  Analisis de datos completos (Listwise)

Este andlisis reconoce los espacios o datos vacios existentes en cualquier variable y elimina toda
la fila sin importar la existencia de mucha mas informacion, para de esta forma obtener una base
de datos completa y manejable, es decir, selecciona Gnicamente las observaciones que disponen
de informacion completa para todas las variables, sin embargo, dicho método puede sesgar la
estimacion de pardmetros o acarrear inconsistencias a la investigacion dado que se pierde

informacidn valiosa y reduce la dimensién de la misma, afectando gravemente al conjunto activo
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de variables. Es un arreglo rapido que permite realizar estudios con una matriz de datos completa,

pero no garantiza la confiabilidad de los mismos (Garcia, 2011, p. 32).

1.10.2.2.  Analisis con datos disponibles (Pairwise deletion)

Se considera como un Analisis de datos completos, pero por variable. EI método elimina los
espacios vacios Unicamente dentro de las variables involucradas, es decir, realiza el proceso
independientemente solo en las variables con informacion incompleta. La ventaja es el poder
utilizar toda la informacion disponible, pero se generan diferentes tamafios muestrales,

dificultando el estudio (Garcia, 2011, p. 6).

1.10.3. Imputacion simple

La imputacion simple consiste en reemplazar cada valor ausente por una estimacion de dicho
valor, es decir imputar cada dato ausente con un tnico valor. De este modo se consigue completar
la matriz de datos y se trabaja con valores completos. Se realiza la imputacion simple completando
la base de datos y distribuyéndola posteriormente, en lugar de distribuir los datos incompletos y
cada usuario verse obligado a realizar una imputacion segin su prop6sito de estudio (Van Buuren,
2018). Existen ciertas desventajas de imputar un tnico valor por cada dato ausente, la principal es
que al asignar un Unico valor por cada dato faltante no se tiene presente la variabilidad asociada
a la incertidumbre de los valores ausentes, generando sesgos significativos en los resultados del

estudio (Van Buuren, 2018, p. 35).

1.10.3.1.  Imputacion de la media

La imputacidn derivada de la media radica en el célculo de la media aritmética para cada una de
las variables que presentan valores faltantes, y posteriormente utilizar ese valor para reemplazar
todos los espacios faltantes que tiene la variable correspondiente (Van Buuren, 2018, p. 36).

Es una solucién rapida para una matriz incompleta, pero esta técnica altera la distribucion de
ciertas maneras, por cuanto subestima la varianza, perturba las relaciones entre las variables, sesga

casi cualquier estimacion, sin embargo, este método es el mas comdn (van Buuren, 2018, p. 37).
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1.10.3.2.  Imputacion de la mediana

La imputacion por la mediana a través de los valores observados completos reemplaza el valor de
la mediana en los espacios faltantes, es decir, reemplaza el valor que se encuentra en la mitad al
estar ordenado de menor a mayor, generando de igual forma un serio problema de sesgo, al mismo

tiempo que subestima la varianza (Parra, 1995, p. 20).
1.10.3.3.  Imputacion de regresion

La imputacion a traves de la regresion afiade el conocimiento de otras variables con el objetivo
de producir imputaciones mas inteligentes. EI método consiste en crear un modelo a partir de los
datos observados, en donde, realiza predicciones para los espacios incompletos, calculando bajo
el modelo ajustado establecido (Van Buuren, 2018, p. 39).

Se pueden omitir las observaciones con datos incompletos y con los completos ajustar la ecuacion
de regresion para predecir y sustituir dichos espacios faltantes. Sin embargo, al igual que otras
técnicas tiene desventajas puesto que sobreestima la asociacion entre variables, y en modelos de
regresion multiple puede sobredimensionar el valor del coeficiente de determinacién R2. En
resumen, la imputacidn de regresién maneja de forma artificial y a conveniencia las relaciones en

los datos, es una receta para falsas relaciones positivas y espurias (Van Buuren, 2018, p. 39).

1.11. Nivel de precision

1% , (11)
P.A= EE(yobs _yimp)
i=1

Se propone utilizar la formula anterior, ya que se pretende usar una medida para ver qué tan
diferentes son los datos observados mediante los datos imputados, mientras mayor sea la
diferencia mas distintos son los datos, entonces la mejor técnica es la que presente una diferencia

menor, en esta medida se refleja la dispersion con respecto a la media de los datos (Osuna, Ferreras
and Nufiez, 1991, p. 21).
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CAPITULO II

2. MARCO METODOLOGICO

2.1.  Tipo de investigacion

La presente investigacion es:

= Segun el método de investigacion es cuantitativa, debido a que se busca comparar técnicas de
imputacion de datos faltantes numéricos.

= Segun el objetivo es aplicativa, ya que se enfoca en la bisqueda, aplicacién y consolidacion
de conocimientos o teorias para dar respuesta al problema concreto.

= SegUn el nivel de profundizacién en el objeto de estudio es exploratoria — explicativa por
cuanto se examina el problema y se trata de resolverla, de igual forma se trabaja con una
variable explicativa.

= Segln la manipulacion de variables es no experimental, ya que los datos faltantes son
simulados y adecuados a cada mecanismo de respuesta.

= SegUn el tipo de inferencia es deductiva debido que se estipulan premisas aceptadas como

punto de partida de la cual se extraen conclusiones.

2.2. Analisis estadistico

2.2.1. Instrumentos de procesamiento y analisis de informacion

Para el desarrollo del presente trabajo de titulacion, se utilizé el Entorno de Desarrollo Integrado
RStudio (version 1.2. 1335), para la simulacién, procesamiento, analisis y obtencién de
resultados, mediante el software estadistico R (version 3.6.3.). La codificacion del trabajo es

UTF-8, para la conservacion del idioma espafiol.

2.2.2. Simulacién inicial de datos

A partir del método de Montecarlo se cred un conjunto de datos multivariantes (bivariantes)
pertenecientes a una distribucién normal con una matriz estructurada por Y = (Y,pservadas:
Yinissing), €N la cual se simulo 100.000 veces, muestras representativas de tamafio n = 5,n =
10,n =30 y n = 100 para los 3 mecanismos de falta de respuesta que son MCAR (Faltantes

completamente aleatorios), MAR (Faltantes aleatorios) y MNAR (Faltantes no aleatorios).

17



En cada muestra simulada se aplicaron las cuatro técnicas de imputacion antes mencionadas, las
cuales son: por eliminacién, media, mediana y regresion lineal.

Simulo muestras normales de @ 100 000 veces
tamafios n=5, n=10, n=30 y n=100

2 3 100 000 veces

Yobsgrvada Ya'mputada Yobseﬂmda Yimput:a.da Yobssﬂmda Yim‘putada Yobseruada Yzlm‘puta.da,

Método de
Montecarlo

Aplico los métodos de Aplico los métodos de Aplico los métodos de Aplico los métodos de
imputacidn (eliminacidn, imputacidn (eliminacidn, imputacidn (eliminacidn, imputacidn (eliminacidn,
media, mediana, media, mediana, media, mediana, media, mediana,

\ regresidn) regresidn) regresidn) regresidn)

PARA CADA MECANISMO DE FALTA DE RESPUESTA (MCAR, MAR, MNAR)

Figura 1-2: Estructura simulacion e imputacién de datos

Realizado por: Jamilton Vinueza y Galo Masaquiza, 2021.

A la nueva muestra imputada se le realiza dos estudios. Primero se diagnostica que tan bien se

ajustan los datos imputados a los datos observados a través de una medida de precision de ajuste,

esto es para analizar qué tan diferentes son los datos observados de los datos imputados, sabiendo

que mientras mas pequefa es la diferencia mas parecidos son. Se recalca que, mientras mayor sea

el tamafio de simulaciones, mejora el nivel de precision de la estimacidn en consecuencia, a la ley

de los grandes nimeros

El segundo andlisis es el verificar si los datos imputados no pierden sus propiedades de

estimacion.

= La primera propiedad estudiada es la insesgadez, es decir, se comprueba si al realizar la
imputacion, la ¥ y la s? siguen siendo buenos estimadores insesgados de p y o2
respectivamente.

* Finalmente, la segunda propiedad estudiada es la de minima varianza, la cual se comprueba

a través de un limite propuesto por la cota de Cramér-Rao.

Se recalca que los dos analisis completos se realizan para cada Mecanismo de falta de respuesta.
Se simul6 un conjunto de datos multivariado para poder aplicar todas las técnicas de imputacion,
especialmente la imputacion simple, ya que se necesita de una variable auxiliar que se
correlacione con las demas variables, para generar iteraciones mas confiables bajo un modelo.

Del mismo modo se necesita de una variable auxiliar para cumplir con las propiedades del modelo
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de datos perdidos y poder generarlos. En vista de que muchos métodos de estadistica inferencial
deben cumplir el supuesto de normalidad se decidi6 trabajar con un conjunto que siga esta
distribucion. Recordemos que este supuesto forma parte de muchos métodos estandares como el

andlisis factorial, componentes principales, analisis discriminante, entre otros.
2.2.3. Generacion de datos faltantes

A través del libro titulado “Flexible Imputation of Missing Data” propuesto por Stef van Buuren,
vamos a estudiar la distribucion de probabilidad de la posicién en donde se van a generar los
valores perdidos (missing) en la base de datos. Mediante esta distribucion de probabilidad
podemos simular los 3 tipos de mecanismos de falta de respuesta los cuales son MCAR, MAR y
MNAR.
La matriz R guarda las posiciones de los missings en la variable Y. La distribucion de R depende
deY = (Yobservados, Ymissmg). Siy contiene los pardmetros de los datos perdidos, entonces la
expresion general del modelo de datos perdidos es:
P(R|Yops) Yimis: )
Entonces en general decimos que R es una distribucion de probabilidad que va a depender de los
Yobs, de l0s Y,,;s ¥ de U, donde éste Gltimo, es la parte totalmente aleatoria, la parte que no
podemos modelar.
= Los datos son MCAR si:
P(R = 0[Yops, Yinis, ) = P(R = 0| )
La probabilidad de encontrar un missing depende solo del parametro .
= Los datos son MAR si:
P(R = 01Yops, Yimis, ¥) = P(R = 0[Yps,9)
La probabilidad de encontrar un missing depende de la informacion observada.
» Los datos son MNAR si:
P(R = 01Yops, Yinis, 1)
La probabilidad de encontrar un missing depende de la informacion observada y perdida.
Sabiendo lo anterior, se recalca que los datos Y = (Y;,Y,), donde Y; son los datos observados y
Y, los datos perdidos, se extraen de una distribucién normal bivariada, entonces los missing se

crean en Y, usando el modelo de datos perdidos siguiente:

Y

el ez (12)
P(Rz—o)—¢0+1+eylll’1+

1+ eY2 2

Con diferentes ajustes de pardmetros para la tripla formada por Y = (Yq, ¥1,¥2).

Ahora fijamos los modelos individuales con esta nueva expresion.
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= Para MCAR:
En el modelo podemos lograr que la probabilidad de R, = 0 dependa solo de v, realizando lo

siguiente:

Vo1 Y2
133

Yucar = (0.5,0,0)

entonces se obtiene el modelo:
MCAR: P(R, =0) = 0.5
Demostracion: Y Y
e ey
P(Ry =0) =05+ 0 +1/(ey2 0

P(R,=0) =05
Se concluye que los datos completamente aleatorios MCAR no dependen ni de los datos
observados ni de los perdidos, entonces para calcular las posiciones donde se van a colocar los
missing simplemente depende de una distribucion de Bernoulli con probabilidad 0.5, se generan
aleatoriamente nimeros de 0 a 1 indistintamente, donde la probabilidad de tener 0 es del 50% y
la probabilidad de tener 1 también es del 50%.
Nota: Para calcular otros porcentajes solo se modifica el ¥,
= Para MAR:
Un dato es missing aleatorio si la probabilidad de encontrar un valor perdido depende de los datos
observados, por lo tanto, tenemos que:
Yuar =(0,1,0)
Se obtiene el modelo:
MAR: logit(P(R, = 0)) =Y,

Donde logit(p) = logit (1%)) para cualquier 0 < p < 1 es la funcion logit. En la préctica, es

X
mas conveniente trabajar con la funcién inversa logit: logit =1 (x) = ( ° )

1+e*
Demostracion: . ) g "2 L eyz/o
= = k
z 1+en 1)/€Y2
Yy
P(Rz = 0) = m * 1

Se sabe que es una funcién exponencial, entonces para volver la variable a la original se calcula

la funcion logit:

. . eYl
lOglt(P(Rz = O)) = lOglt (m * 1)

Se utiliza logit porque la distribucion normal que sigue una Y; es una distribucion completamente

asimétrica, quiere decir que, alrededor de la media el 50% de estos valores estan a la derecha y el
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otro 50% a la izquierda, entonces al sacar logit todos los valores de Y; de esta razon se convierten

en valores entre 0 y 1y envia el 50% de los datos a la derecha y el otro 50% a la izquierda.

eyl 113 . « . 9y
logit(P(R, = 0)) = logit <m . 1) ~ (.5 4@ P ~porcentaje de missing

Nota: Si quiero tener otro porcentaje de missing realizo el cambio de ¥, = 1, realizando:

1/’1=f5

(=)

Por ejemplo, si quiero que p = 0.2 entonces:

Por lo tanto, la expresion general seria:
. eY1
lOglt m x0.4)=0.2

El ejemplo concluye que existird un 20% de 0 (datos perdidos) y un 80% de 1 (datos completos).
De esta forma depende de p el porcentaje, donde éste debe ser < 0.5 (50%) para que no exceda
la probabilidad (1).
= Para MNAR:
Ymnar = (0,0,1)
Se obtiene el modelo:
MNAR: logit(P(R, = 0)) =Y,

La demostracion es la misma que en el caso anterior pero ahora trabajando con:

eh etz
P(R, = 0) =4 + 64)+ 1

1y T+eh

— %1
1+er2
Nota: A la expresion de igual forma se le construye el modelo logit y se calcula. Se recalca que

Y,

P(R,=0) =

para cambiar el porcentaje de missing se debe cambiar ahora el ¥, = 1.

2.2.4. Porcentaje de valores perdidos

El porcentaje de valores perdidos adecuado o tratable para no considerarlo como una mala
recoleccion de informacion es discutida por el investigador. El porcentaje de pérdidas depende de
la magnitud del estudio, es decir, para las ciencias médicas, el factor mas importante es la
precision, por lo que se deberia considerar un porcentaje de pérdidas minimo, en cambio para las

ciencias sociales se puede trabajar con porcentajes de pérdidas mas altas, esta decision depende
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solo del investigador. Se ha decidido trabajar con porcentajes de pérdidas de datos como: 0.05,
0.1,0.25y0.5.

2.2.5. Técnicas de imputacion de datos

El presente trabajo de titulacion tiene como objetivo principal medir la efectividad de distintas

técnicas de imputacion, con esto en mente se decidio trabajar con técnicas que los investigadores

usan comunmente sin conocer si son factibles de aplicarlos o no, también si se pueden aplicar a

un conjunto de datos que provenga de una distribucion normal.

Las técnicas de imputacién que se aplicaron a los conjuntos de datos MCAR, MAR y MNAR

fueron:

= Eliminacion por listas, se encargé de eliminar los datos perdidos y trabajar sin ellos.

» Laimputacién de la media, esta técnica busca los datos perdidos y los reemplaza por la media
aritmética.

» La imputacién de la mediana, esta técnica busca los datos perdidos y los reemplaza por la
mediana.

= Regresion lineal, en esta técnica se construy6 el modelo lineal solo de los datos observados,
y se predijo los datos faltantes mediante el modelo.

Se trabajaron con estas técnicas de imputacion debido a que son las més utilizadas, al momento

que un investigador se encuentra con una base de datos que presenta valores perdidos por lo

general sabe usar una de estas técnicas y mediante este trabajo se compara para el mejor uso de

cada una de ellas.
2.2.6. Nivel de precision

El nivel de precision se midié mediante la férmula (11) de la seccion del Marco tedrico esta
medida nos indica que tan diferentes son los datos observados a comparacion de los datos
imputados, se interpreta mediante la técnica que arroje una diferencia menor y la dispersion con

respecto a la media de los datos.
2.2.7. Propiedades de estimadores
En este paso se verifica si los estimadores siguen manteniendo sus propiedades (insesgadez y

minima varianza).

Los estimadores son:

. T=%Z?:1xi (13)
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1 —
= st =— N (- X)? (14)

2.2.7.1. Insesgadez

El sesgo del estimador es la diferencia entre su esperanza matematica y el parametro poblacional,
si el sesgo del estimador es nulo se lo denomina estimador insesgado.

Se trabajo con dos estimadores (X y s?)

s EF(x)—u=0

v E(s?)—-0%2=0

2.2.7.2. Minima Varianza

Otra de las propiedades de los estimadores es la minima varianza, donde la Cota de Cramér-Rao
expresa una cota inferior para la varianza de un estimador insesgado.

El teorema de la cota de Cramér-Rao dice:

Sea X;,X5, ..., Xy~ v.a.i.i.d con funcion de probabilidad f(x;6). Si @ es un estimador

insesgado de 8, entonces se cumple que:

_ 1 !
VAR(9) > = )
n E(% Ln (f(x;G))Z) -n E(%Lnf (x:0)>

Si hay dos estimadores insesgados, el mejor de ellos es el que presenta una varianza inferior.
= Cota de Cramer Rao para el estimador insesgado x:

Se demuestra que la x alcanza la cota de Cramér-Rao:

2
Lacotadela x, VAR (x) = % , entonces:

5 1 _(x—w)?
X1, X2, e, Xn ~N(u,0%): f(x) = We 202
. 1
VAR(R) = 32 1 G’
nk In ((——=e 20°
1
VAR({t) =
@ B I (e - B
ow* " \2mo? 20°
1
VAR(Q) >
d ., (x—p)
—nE(@HT))
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VAR(D) = —
—nE (F)

VAR(f)) =

|qu qJ;lFA

VAR(f) =
@ = -

2
No existe un estimador de £ que tenga una varianza inferior que % entonces la varianza

de la media alcanza la Cota de Cramer Rao.
= Cota de Cramer Rao para el estimador insesgado o2:

Sea X;,X5, ..., X, unavai.i.d ~N(u,c?), la cota de Cramér-Rao para o2 es:

2

0% 1 1 _G&-w?

B CICH RNt

B2 () +1n (—y - S
= 6(0'2)2 m (0_2)% 202

k1 (x — w)?
(—(o )2(2(02)%) + 2(0.2)2)
3 0 1 (x —p)?
=E <602 = 202) + 204 )>

_5 1 (x — %202
B <204  2(0%)? >

1 (=’
- E<20'4' Bl aﬁu )

B 1 E(x — u)?
=k <204 - o )

1 o2
" 20% gt
1 1
T 20% ot
1-2
204
1

204

d
d(c?)

=FE

Por tanto:

VAR(6?) = I
—n(=5-7)
204
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PN
VAR(O' ) = T

204
oy 20"
VAR(6?) > ——
n
NOTA:

1 = . . 204 .
= s2=—Y" (X; — X)?tiene varianza » VAR(s%) = =2~  Es insesgado pero no alcanza
n-1 <=1V n—-1
20*

n

, .. . 204
la cota de cramér-rao (minima varianza) porque n;jl >
1 . . 20% . .
= s*2 = ~Y (X - w)? tiene varianza —» VAR(s*?) = % Es insesgado y si alcanza la
cota de cramér-rao (minima varianza) pero el valor de u en la vida real no se lo conoce.

2.2.8. Visualizacién de resultados

Los resultados se visualizan mediante graficos del paquete ggplot2 del software estadistico R. Se
presentaron casos donde se tuvo que obtener el logaritmo neperiano (In) de los resultados, ya que
estos presentaron una escala superior a la del grafico.

Se realizaron graficos para la presentacién de la medida de precision de ajuste y para conocer si

cumplen con las propiedades de insesgadez y minima varianza.

25



CAPITULO Il
3. RESULTADOS Y DISCUSION DE LOS RESULTADOS
3.1. Insesgadez
3.1.1. Insesgadez de la media
El estimador de la media aritmética cuando no presenta datos faltantes es un estimador insesgado
de la media poblacional, es decir, su sesgo es nulo. Se comprueba si se mantiene esta propiedad

a partir de la aplicacion de los diferentes escenarios, el tamafio de la muestra y la proporcion de
datos faltantes.

Insesgadez de la media

ni1=05 n2=10 n3=30 n4=100

= - —
= - —

T
u.uc-—;i --------------- e R RS ¥ '-—---------r--——--—-----—-%

tecnica
— Eliminacion

— Media

Sk el

ins_media

u_uc-—-i%-- N e —
— Mediana

— Regresidn

i‘ v = =

" ' ' L} L) ' ' L () L] ' L . L L} " ' U - L L} L)
0.1 0.2 0.3 04 05 01 0.2 03 04 05 01 0.2 03 04 05 0.1 0.2 0.3 04 05
p_elimi

Figura 1-3: Intervalos de confianza de la media. Insesgadez de la media

Realizado por: Jamilton Vinueza y Galo Masaquiza, 2021.

En la Figura 1-3 se puede visualizar en cada grafico una linea entrecortada en el eje y = 0, donde
nos indica que, si el intervalo de confianza del estimador cae dentro de esta constante cumple con
la propiedad de insesgadez.

Entonces:

26



= En el escenario MAR, la técnica més viable de imputacion es la Regresion, ya que cumple
con la propiedad de insesgadez en las muestra n = 100 con una pérdida de datos del 5%,
10%, 25% y 50%, en la muestra n = 30 con un 10%, 25% y 50%, enn=5yn =10 lo
hace para el 50%. Mientras que en las técnicas de imputacion de la media y mediana
mantienen esta propiedad con un 5% de pérdida de datos en la muestran = 5.

= Para el escenario MCAR, las técnicas de imputacion de eliminacion, media, mediana y
regresion mantienen la propiedad de insesgadez del estimador de la media para muestras de
n=5n=10,n = 30 y n = 100 con una pérdida de datos 5%, 10%, 25% y 50%.

» En el escenario MNAR el comportamiento es diferente, la Gnica técnica y la mas viable es la
Regresidn, debido a que cumple con la propiedad en la muestran = 5 con un 10% y 50% de

datos perdidos y enn = 10 con el 50%.
3.1.2. Insesgadez de la varianza
La varianza es un estimador insesgado de la varianza poblacional cuando no presenta ningln dato

faltante y su distribucion es normal, aplicando diferentes proporciones de datos faltantes, tamafios

de muestra y escenarios de datos se comprueba si la insesgadez de la varianza se mantiene.

Insesgadez de la varianza
nl=05 n2=10 n3=30 n4=100
0.10-
0.05-
o e e e e e I
0.00 -~ mpr %
0.05- - = = -
=
0.10- B - ‘ — L
0.10-
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0.05-
. — Eliminacion
3 =
1 i S e T T I —  Media
w
c - E )
= N — Mediana
0.05~ —‘7 ; T Regresicn
0.10- - - —
0.10-
0.05-
2
000 st cp e = == = = = SRSy M o m m e M m ACEDNERE M o ee B SIS W M w es s )
i T = — %
0.05- — —
=
0.10- T L
v I 0 [ ' v 0 [ [ ' v - [ [ v ' v ] [ [ ' '
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Figura 2-3: Intervalos de confianza de varianza. Insesgadez de la varianza

Realizado por: Jamilton Vinueza y Galo Masaquiza, 2021.
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En la figura 2-3 se puede observar:

= Para el escenario MAR, la técnica de imputacion de eliminacion arrojé mejores resultados,
ya que cumple con la propiedad en la muestran = 5 con una proporcion de pérdida de datos
del 5%, 10%, y 25% Yy en las muestras n = 10,n = 30 y n = 100 con un 5% y 10%, en la
técnica de Regresion se mantiene la propiedad n = 5 para un 10% y 50% de datos faltantes
y enn = 10 para un 50%, mientras que en las técnicas restantes no mantienen esta propiedad
debido a una posible inflacién en la varianza al momento de la simulacion de los datos
perdidos.

= En cuanto al escenario MCAR, el comportamiento es similar a MAR, pero en este caso
técnica de eliminacién mantiene la propiedad de insesgadez en las muestras n=5,n = 10,n =
30 y n = 100 con un 5%, 10%, 25% y 50% de datos perdidos.

= En el caso de MNAR, la técnica de eliminacion a comparacion con las demas mantiene la
propiedad en las muestras de n=5, n = 10,n = 30 y n = 100 con un 5% y 10% de datos
pérdidos y en la técnica de regresion se mantiene la propiedad n = 5 para un 10% y 50% de

datos faltantes y en n = 10 para un 50%.

3.2. Minima varianza

La minima varianza es la siguiente propiedad a comparar con diferentes tamafios de muestra,

proporcién de datos perdidos y escenarios.
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3.2.1. Variabilidad de la media

Minima Varianza: Media
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Figura 3-3: Minima de la varianza. Variabilidad de la media

Realizado por: Jamilton Vinueza y Galo Masaquiza, 2021.

En la figura 3-3. se puede observar que:

= Para los tres escenarios de MAR, MCAR y MNAR, la técnica de regresién arroja una menor
varianza en las muestras n = 30 y n = 100 con un 5%, 10%, 25% y 50% de datos perdidos,
en la muestran = 10 con un 5%, 10% y 25% y en la muestra de n = 5 con un 5%. Mientras
que en las técnicas de eliminacion, media y mediana arrojan una varianza inferior en n = 5
con un 10%, y 25% de datos faltantes. Hay que tener en cuenta que conforme aumenta el
porcentaje de datos faltantes la variabilidad de la media va ascendiendo y en este caso se

considera a la regresion una posible mejor técnica de imputacion.
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3.2.2. Variabilidad de la varianza

min_wvar

Minima Varianza: Varianza
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Figura 4-3: Minima varianza. Variabilidad de la varianza

Realizado por: Jamilton Vinueza y Galo Masaquiza, 2021.

En

la figura 3-4.:

Se observa que en los escenarios MAR, MCAR y MNAR, la técnica de regresién arroja una
varianza inferior en las muestras n = 30 y n = 100 con un 5%, 10%, 25% y 50% de datos
perdidos y en n = 10 con un 5% y 10%, considerando una mejor técnica a comparacion de
las demas, ya que las técnicas de eliminacion, media y mediana arrojan una varianza minima
en la muestran = 5 con un 5%, 10%, 25% y 50% de datos perdidos. Conforme aumenta el

porcentaje de pérdida de datos aumenta la variabilidad de la varianza.

3.3. Medida de precision de ajuste

La

medida de precision de ajuste nos indica la diferencia de los datos observados y los datos

imputados, se considera la mejor técnica de imputacion de datos que arroje una medida inferior.
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Medida Precision de Ajuste
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Figura 5-3: Medida de precision de ajuste

Realizado por: Jamilton Vinueza y Galo Masaquiza, 2021.

Se puede observar en la figura 3-5. que:

= En los escenarios MAR, MCAR y MNAR, la técnica de regresion arroja una medida de
precision inferior en las muestras n = 30 y n = 100 con un 5%, 10%, 25% y 50% de datos
perdidos, en n = 10 con un 5%, 10% y 25% y n = 5 con un 5%. Se considera la técnica mas
efectiva, ya que en las técnicas de imputacion de la media y mediana se visualiza una medida
superior, pero en la muestra n =5 con un 10%, 25% y 50% de datos perdidos esta medida

inferior a la técnica de Regresion, se puede observar que conforme aumenta el porcentaje de
pérdida de datos aumenta la medida de precision es menos efectiva.

31



CONCLUSIONES

Los estudios realizados por distinguidos autores como Abdul Lateef Bello, Fernando Medina,
Marco Galvan, entre otros., tienen un objetivo semejante al presente proyecto, al trabajar con
diversos métodos de imputacién en situaciones de incertidumbre, sin embargo, manejan otra
metodologia. Entre los investigadores coinciden algunas de las técnicas empleadas en sus
estudios, pero concluyen que la seleccion de éstas es a criterio propio, por lo tanto, las técnicas
de imputacion seleccionadas son: Eliminacion por listas, imputacion de la media, imputacién de
la mediana y regresion lineal.

Mediante el analisis de la medida de precisién de ajuste, se determina que en los escenarios MAR,
MCAR y MNAR la técnica de regresion lineal es la mas idonea para trabajar con muestras a partir
de n = 10. Para muestras como n =5 la técnica de imputacién mas precisa es la media y la
mediana, debido a que arroj6 un valor méas cercano a los datos reales.

Al estudiar las propiedades de los estimadores, se concluye que, respecto a la insesgadez de la
media, la mejor técnica en los escenarios de MAR, MCAR y MNAR es la imputacién por
regresion lineal, debido a que sus propiedades se mantienen en muestras a partir de n = 30 para
niveles de contaminacién de 5%, 10%, 25% y 50% respectivamente, mientras que en las técnicas
restantes no. En la insesgadez de la varianza la técnica mas viable es la eliminacion en los
escenarios de MAR y MCAR para muestras de n = 30 y n = 100 con el 5%, 10%, 25% y 50%
de datos faltantes, para MNAR en muestras de n = 5,n = 10,n = 30 yn = 100 con un 5% y
10%. Conforme a la minima varianza de la media y varianza, la técnica que arroj6 una varianza
inferior en la mayoria de contextos como n = 10 y n = 30 para datos con escenarios de MAR,
MCAR y MNAR es también la técnica de regresion lineal.

Al final se desarrollé satisfactoriamente el paquete propuesto, con nombre “IDF” el cual replica
n Veces un conjunto de p variables de naturaleza cuantitativa que sigue una distribucion normal,
a cada conjunto simula datos faltantes dependiendo de la proporcion que el usuario quiera trabajar.
Una vez que genera los conjuntos con los datos faltantes, el paquete usa técnicas de imputacion
como la eliminacion, la media, mediana y regresion lineal. Finalmente, el paquete obtiene una
medida de precision de ajuste que sirve para comparar cada técnica y obtener la mejor, también
comprueba si cumplen con las propiedades de insesgadez y minima varianza para los estimadores

de la media y varianza.
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RECOMENDACIONES

Se sugiere ampliar este estudio, trabajando con técnicas de imputacion multiple y de machine
learning, para compararlas y diagnosticar mejores técnicas para su uso en diversos campos de
investigacion.

En vista de que se presentd un comportamiento diferente en la técnica de regresion lineal, se
aconseja profundizar esta practica con una base de datos con mayor nimero de variables.

Si un investigador desea imputar una matriz con muestras de n = 30 y escenarios MAR, MCAR
y MNAR se recomienda utilizar la técnica de regresion lineal, manejando porcentajes de errores
considerables. Para muestras pequefias con un bajo porcentaje de datos perdidos se aconseja
utilizar la técnica de la media 0 mediana, dado que en ambos casos las respectivas técnicas arrojan
una precision de ajuste mas exacta y por ello, los datos imputados se acercan mas a los datos
reales.

Para comprobar la propiedad de insesgadez de la media se sugiere trabajar con la técnica de
regresion lineal en escenarios de MAR y MCAR, debido a que su propiedad de insesgadez se
sigue manteniendo al exponerlo en diversos pardmetros. En el caso de la insesgadez de la
varianza, la técnica recomendable es la eliminacion para escenarios de MAR, MCAR y MNAR

en muestras pequefias.
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GLOSARIO

Missing data: Término en inglés que se define como datos faltantes o valores que no estan

disponibles y que serian significativos para un posible anéalisis si fueran observados (wWare et al.,
2012).
Machine learning: Término en inglés que se define como aprendizaje automatico, la cual es una

rama en evolucién de los algoritmos computacionales que estan disefiados para emular la
inteligencia humana aprendiendo del entorno circundante (El Naga and Murphy, 2015, p. 32).

Mecanismo de falta de respuesta MCAR: Siglas de Missing completely at random que significa
Pérdida completamente al azar. Refiere a que la probabilidad de faltar es la misma para todos los
casos, por ende, las causas de los datos faltantes no estan relacionadas con los datos (van Buuren,

2018, p. 34).
Mecanismo de falta de respuesta MAR: Siglas de Missing at random que significa Pérdida al

azar. Refiere a que la probabilidad de faltar es la misma solo dentro de los grupos definidos por
los datos observados (Van Buuren, 2018, p. 65).

Mecanismo de falta de respuesta MNAR: Siglas de Not missing at random que significa
Pérdida no al azar. Refiere a que la probabilidad de faltar varia por razones que desconocemos
(Van Buuren, 2018, p. 23).

Simulacion de Montecarlo: Es una técnica que combina conceptos estadisticos (muestreo
aleatorio) con la capacidad que tienen los ordenadores para generar nimeros pseudo-aleatorios y
automatizar calculos (Javier Faulin, 2005, p. 23).

Remuestreo bootstrap: Es una técnica de remuestreo que se fundamenta en la distribucion
Empirica y la simulacion de Montecarlo, lo que permite obtener estimaciones de medidas de

precisién, asi como la realizacion de pruebas de hipdtesis (Serrano Carvajal, 2018, p. 43).
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ANEXOS

ANEXO A: FUNCION LOGISTIC EN EL SOFTWARE R

library(MASS)

logistic <- function(x, p = 0.5) {
m<-p/05
m* (exp(x) / (1 + exp(x)))

}



ANEXO B: FUNCION GENERACION DE ESCENARIOS EN EL SOFTWARE R

naGenerator <- function(n, mec, prob, mu = ¢(0,0), Sigma = matrix(c(1, 0.5, 0.5, 1), nrow = 2)){
y <- mvrnorm(n = n, mu = mu, Sigma = Sigma)
yobs <-y[, 2]
switch(mec,
mcar = {
r2.mcar <- 1 - rbinom(n = n, size = 1, prob = prob)
ymis_mcar <-y[, 2]
ymis_mcar[r2.mcar == 0] <- NA
data.frame('Y1' =y[, 1], 'Y2_obs' = yobs, 'Y2_mcar' = ymis_mcar)
h
mar = {
r2.mar <- 1 - rbinom(n = n, size = 1, prob = logistic(y[, 1], p = prob))
ymis_mar <-y[, 2]
ymis_mar[r2.mar == 0] <- NA
data.frame('Y1' =y[, 1], 'Y2_obs' = yobs, 'Y2_mar' = ymis_mar)
3
mnar = {
r2.mnar <- 1 - rbinom(n = n, size = 1, prob = logistic(y[, 2], p = prob))
ymis_mnar <-y[, 2]
ymis_mnar[r2.mnar == 0] <- NA
data.frame('Y1' =y[, 1], 'Y2_obs' = yobs, 'Y2_mnar' = ymis_mnar)

by,

data <- naGenerator(n = 5, mec = 'mar’, prob = 0.01)
data
data[, 3] <- NA



ANEXO C: FUNCION IMPUTACION EN EL SOFTWARE R

imputation <- function(data, technique){
switch(technique,
eliminate = {
na.omit(data[, 3])
h
means = {
if(length(na.omit(data[,3])) >= 2 & length(na.omit(data[,3])) <= (nrow(data) - 1)){
data[, 3][is.na(data[, 3])] <- mean(data[, 3], na.rm =T)
} else{
data[, 3]['is.na(data[, 3])] <- NA
}
return(data[, 3])
h
medians = {
if(length(na.omit(data[,3])) >= 2 & length(na.omit(data[,3])) <= (nhrow(data) - 1)){
data[, 3][is.na(data[, 3])] <- median(data[, 3], na.rm=T)
} else{
data[, 3]['is.na(data[, 3])] <- NA
}
return(data[, 3])
h
regression = {
if(length(na.omit(data[,3])) >= 2 & length(na.omit(data[,3])) <= (hrow(data) - 1)){
Ir <- Im(data[, 3] ~ data[, 1])

data[, 3][is.na(data], 3])] <- Ir$coefficients[1] + (data[, 1][is.na(data[, 3])] *

Ir$coefficients[2])
attr(data], 3], ‘"settings") <- c('coeff = Ir$coefficients, ‘pval_coef'
summary(IN[411111112, 4],
'RA2' = summary(Ir)[8])
} else{
data[, 3]['is.na(data[, 3])] <- NA
}
return(data[,3])

by,



ANEXO D: FUNCION SIMULACION EN EL SOFTWARE R

simulations <- function(nSim, n, mec, prob, technique, mu = ¢(0,0), alpha = 0.05,
Sigma = matrix(c(1, 0.5, 0.5, 1), nrow = 2)){
sims <- replicate(nSim, {
data <- naGenerator(n = n, mec = mec, prob = prob)
imp <- imputation(data = data, technique = technique)
if(sum(is.na(imp)) == nrow(data)){
meanIMp <-varimp <- mp_a <- NA
impVal <-0
} else{
meanlMp <- mean(imp)
varlmp <- var(imp)
mp_a <- (1 / sum(is.na(data[, 3]), na.rm = T)) * sum((data[, 2][is.na(data[,3])] -
imp[(is.na(data[, 3]))])"2, na.rm =T)
impVal <-1
}
list('Mean Imputation' = meanlMp, 'Var Imputation' = varimp,

'Precission’ = mp_a, "Validate Imputation” = impVal)

b))
nSimValidate = sum(unlist(sims[4,]))
# P. Ajuste
if(technique == "eliminate"){
prA <- NA
} else{

prA <- c(‘Mean_Pre_ajuste’ = mean(unlist(sims[3,]), na.rm =T),
'Var_Pre_ajuste’ = var(unlist(sims[3,]), na.rm = T),

'Coef_Variacion' = sd(unlist(sims[3,]), na.rm = T) / mean(unlist(sims[3,]), na.rm = T))



ANEXO E: MANUAL DEL PAQUETE IDF EN R-STUDIO

1. Presentacion del paquete:

Package: IDF

Type: Package

Title: Funciones de simulacion de datos normales y técnicas de imputacion
Version: 0.1.0

Author: Jamilton Vinueza Chalco y Galo Masaquiza Aragon

Maintainer: Jamilton Vinueza jamilton.vinuezac@espoch.edu.ec

Galo Masaquiza galo.masquiza@espoch.edu.ec

Descripcion: El paquete IDF replica n veces un conjunto de p variables de naturaleza
cuantitativa que sigue una distribucién normal, a cada conjunto simula datos faltantes
dependiendo de la proporcion que el usuario quiera trabajar. Una vez que genera los
conjuntos con los datos faltantes, el paquete usa técnicas de imputacién como la
eliminacion, la media, mediana y regresion lineal para imputar esos valores que faltan.
Finalmente el paguete obtiene una medida de precision de ajuste que sirve para comparar
cada técnica y obtener la mejor, también comprueba si cumplen con las propiedades de

insesgadez y minima varianza para los estimadores de la media y varianza.

License: GPL-2
Encoding: UTF-8
LazyData: True
RoxygenNote: 6.1.1

2. Funciones

Antes de empezar se debe instalar y activar el paguete:
Es necesario instalar el paquete “MASS” para que funcione correctamente el paquete

“IDF”.

Codigo en R:
install.packages(“IDF)
install.packages(“MASS”)
library(“IDF”)
library(“MASS”)


mailto:jamilton.vinuezac@espoch.edu.ec
mailto:galo.masquiza@espoch.edu.ec

2.1. Funcién: naGenerator

Descripcion

Esta funcion realiza dos pasos:

1. Genera una matriz de datos multivariada (bivariante por defecto) que sigue una
distribucion normal.

2. Una vez generada la matriz crea datos faltantes mediante los tres mecanismos de
respuesta: MCAR (la probabilidad de faltar es la misma para todos los casos), MAR (Si
la probabilidad de faltar es la misma solo dentro de los grupos definidos por los datos

observados) y MNAR (La probabilidad de faltar varia por razones que se desconocen)

Uso

naGenerator(n, mec,prob, mu = ¢(0, 0), Sigma = matrix(c(1, 0.5, 0.5, 1), nrow = 2))

Argumentos

mec indica el mecanismo de respuesta a simular mec = 'mcar’, 'mar’, ‘mnar'
prob indica la proporcién de pérdida de datos a generar
mu indica la media poblacional bivariante

Sigma indica las varianzas y covarianzas, al ser bivariante se trabaja con una matrix de 2x2

Ejemplo

naGenerator(n = 5, mec = 'mar’, prob = 0.1, mu = ¢(0,0), Sigma = matrix(c(1,0.5,0.5,1),

nrow = 2))

2.2. Funcién: Imputacién

Descripcion

Esta funcidn, a partir de la base de datos generada con datos faltantes imputa mediante
técnicas de imputacién. Existen cuatro técnicas:

1. Eliminacién por listas, se encarga de eliminar los datos perdidos y trabaja sin

ellos



2. Imputacion de la media, esta técnica busca los datos perdidos y los reemplaza
por la media aritmética
3. Imputacion de la mediana, esta técnica busca los datos perdidos y los reemplaza
por la mediana
4. Regresion Lineal, esta técnica construye el modelo lineal solo de los datos
observados, y se predijo los datos faltantes mediante el modelo.

Uso

imputation(data, technique)

Argumentos

data Indica la base de datos donde se va imputar los datos

technique Indica la técnica de imputacién a imputar, puede ser 'eliminate’, 'means’, 'medians'y

'regression’

Ejemplo

imputation(data, technique = 'medians’)

2.3. Funcion: Simulacion

Descripcion

Esta funcion genera n simulaciones de la funciéon “naGenerator”, es decir, realiza la
simulacién de Montecarlo y da como resultado la medida de precision de ajuste y la
comprobacion de las propiedades de Insesgadez y minima varianza.

Uso

simulations(nSim, n, mec, prob, technique, mu = ¢(0, 0), alpha = 0.05, Sigma =
matrix(c(1, 0.5, 0.5, 1), nrow = 2))

Argumentos:

nSim indica el nimero de simulaciones

n indica el tamafio de la muestra de cada matriz a simular



mec indica el mecanismo de respuesta
prob indica la proporcion de datos faltantes a simular

technique indica la técnica de imputacion a imputar

mu indica la media poblacional
alpha indica el nivel de significancia
Ejemplo:

simulations(nSim = 10000, n = 5, prob = 0.25, technique = 'means’, alpha = 0.05)
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