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RESUMEN 

 

El presente trabajo de titulación tuvo por objetivo medir la efectividad en términos de precisión y 

calidad de estimación que presentan distintas técnicas de imputación para datos faltantes, 

provenientes de una distribución normal. A partir del método de Montecarlo, se creó una matriz 

bivariada estructurada por datos observados   y por datos perdidos, donde los valores faltantes 

fueron desarrollados a través de un modelo establecido. Se simularon 100.000 veces muestras 

representativas de tamaño 5, 10, 30 y 100 trabajando con diversos porcentajes de pérdida de 

información para los escenarios: Faltantes completamente aleatorios (MCAR), Faltantes 

aleatorios (MAR) y Faltantes no aleatorios (MNAR). Se aplicaron las técnicas de imputación por 

eliminación, media, mediana y regresión lineal, en la cual se diagnosticó el ajuste de los datos a 

través de una medida de precisión y se verificó si los datos imputados mantienen sus propiedades 

de estimación de insesgadez y mínima varianza, utilizando los estimadores de media y varianza. 

Mediante el uso del software RStudio se determinó qué regresión lineal es la más precisa en 

muestras a partir de 30, mientras la media y mediana en muestras pequeñas como 5 por obtener 

valores más cercanos a los datos reales. La insesgadez de la media, demuestra que la mejor técnica 

es la imputación por regresión lineal, debido a que su propiedad se mantiene en muestras a partir 

de 30. En la insesgadez de la varianza la técnica más viable es la eliminación en los escenarios 

MAR y MCAR para muestras de 30 y 100, mientras para MNAR en muestras de cualquier 

tamaño. Conforme a la mínima varianza de la media y varianza, la técnica que arrojó una varianza 

inferior en la mayoría de los contextos es la regresión lineal. Se recomienda ampliar el estudio 

utilizando técnicas de imputación múltiple y machine learning para diagnosticar mejores 

resultados. 

 

Palabras clave: <ESTADÍSTICA>, <MÉTODO DE MONTECARLO>, <IMPUTACIÓN DE 

DATOS>, <PRECISIÓN DE AJUSTE>, <PROPIEDADES DEL ESTIMADOR>. 
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SUMMARY/ABSTRACT 

 

The objective of this research work was to measure the effectiveness in terms of precision and 

quality of estimation presented by different imputation techniques for missing data, coming from 

a normal distribution. From the Monte Carlo method, a bivariate matrix structured by observed 

data and by missing data was created, where the missing values were developed through an 

established model. Representative samples of size 5, 10, 30 and 100 were simulated 100,000 times 

working with different percentages of information loss for the scenarios: Missing completely at 

random (MCAR), missing at random (MAR) and missing not at random (MNAR). The imputation 

techniques by elimination, mean, median and linear regression were applied, in which the 

adjustment of the data was diagnosed through a precision measure and it was verified if the 

imputed data maintain their estimation properties of unbiasedness and minimum variance., using 

the mean and variance estimators. Using the RStudio software, it was determined which linear 

regression is the most accurate in samples from 30, while the mean and median in small samples 

such as 5 to obtain values closer to the real data. The unbiasedness of the mean shows that the 

best technique is the imputation by linear regression, since its property is maintained in samples 

from 30 onwards. In the unbiasedness of the variance, the most viable technique in MAR and 

MCAR is elimination for samples of 30 and 100, while for MNAR in samples of any size. 

According to the minimum variance of the mean and variance, the technique that yielded a lower 

variance in most contexts is linear regression. It is recommended to extend the study using 

multiple imputation techniques and machine learning to diagnose better results. 

 

Keywords: <STATISTICS>, <MONTE CARLO METHOD>, <DATA IMPUTATION>, 

<ADJUSTMENT PRECISION>, <ESTIMATOR PROPERTIES>. 
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INTRODUCCIÓN 

 

Todo proceso investigativo requiere de un eficiente análisis de datos que permita desarrollar 

nuevos conocimientos y obtener conclusiones precisas para alcanzar los objetivos propuestos. 

Actualmente, todas las industrias del mercado existente, realizan estudios previos para construir, 

implementar e innovar nuevos mecanismos de mejora a través del análisis de datos. Partiendo de 

la recolección, transformación, limpieza y modelado, se estiman parámetros calculando los 

estadísticos previstos y se ajusta un modelo preestablecido para aceptar o rechazar las hipótesis 

de interés y tomar decisiones confiables. El proceso se detiene cuando en la matriz de información 

militan datos faltantes, también denominados “missing data” debido a diversos factores que 

aparecen al momento de la recolección y como consecuencia producen alteraciones significativas 

en los resultados con bajo nivel de precisión. Problema que un analista está en la obligación de 

solucionar (Batanero and Godino, 2001, p. 5). 

Existen diversos tipos de bases de datos, con variables de tipo cuantitativo o cualitativo y de 

extensa o corta dimensión, que para obtenerlas como tal, deben pasar previamente por un proceso 

de relección de datos. Las fuentes de recolección de datos pueden ser Primarias o Secundarias. 

En la primera, la recolección se realiza interactuando de manera directa con el sujeto objeto de 

estudio, aplicando encuestas, entrevistas o simplemente a través de la observación, valorando 

parámetros como el objeto de estudio, las posibilidades de acceso, el tamaño de la población o 

muestra, los recursos con los que se cuenta y el origen de los datos. La fuente de recolección 

secundaria es desarrollada por terceras personas, la información ya se encuentra organizada y 

analizada probablemente. El problema empieza cuando la recolección de datos sufre anomalías y 

no se completa eficientemente según lo esperado, dificultando su proceso de análisis posterior (de 

Tiratel, 2000, p. 66). 

Dado que existen varios tipos de datos faltantes, es necesario identificar a qué tipo de pérdida se 

enfrentan. En 1976, Donald B. Rubin, agrupó los inconvenientes de datos faltantes encontrados 

en tres categorías al cual los llamó “Mecanismos de falta de respuesta”, mencionando que cada 

punto de dato tiene una probabilidad de faltar  (Rubin, 1976). Los mecanismos designados son los 

siguientes: Faltantes completamente aleatorios (MCAR), la probabilidad de obtener un dato 

perdido es la misma para todos casos o individuos; Faltantes aleatorios (MAR), la probabilidad 

de faltar es la misma como en MCAR, pero dentro de grupos definidos; Faltantes no aleatorios 

(MNAR), la probabilidad varía por varias razones, se desconoce. En muchos de los casos, los 

investigadores desconocen de estos mecanismos y proceden a ignorar estos faltantes (Van Buuren, 

2018, pp. 23-30). 

 

La magnitud de este problema es grave, infringe reglas estadísticas, contribuyendo a deducciones 

poco fiables de un tratamiento, por lo cual, es necesario buscar alternativas óptimas para arreglar 
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dicho percance. Una solución conocida y perfeccionada a lo largo de las décadas por varios 

autores es la Imputación, una técnica que devuelve valores efectivos si se lo aplica 

adecuadamente. Son varias las técnicas que desglosa la imputación, que dependen del tipo de 

variable, magnitud, entre otros. Métodos que trabajan desde el relleno con la media, hasta 

procesos que requieren de algoritmos avanzados de clasificación por Machine Learning. El 

investigador, por ende, está en la capacidad de elegir la mejor alternativa para el relleno de sus 

datos con el respectivo estudio previo (Dagnino, 2014, p. 34). 

Un estudio importante lo realizó Abdul Lateef Bello en 1993, el cual ejecutó un proyecto de 

simulación con el objetivo de comparar algunos métodos de imputación midiendo la precisión de 

cada una, en la estimación de la media de la variable de interés con su respectiva varianza. 

Posteriormente existieron también otros distinguidos autores que manejaron una metodología 

similar que, a través de la recolección de una base de datos, escogieron aleatoriamente valores 

faltantes y emplearon técnicas de imputación simples y múltiples para la generación de resultados 

y poder compararlos (Bello, 1993, p. 14). 

En el contexto investigativo, se puede aclarar que los expertos recurrieron a simulación, que se 

puede definir como una técnica de muestreo estadístico, cuyo proceso es controlado y utiliza un 

modelo para generar respuestas de tipo probabilístico. Al incurrir en el mundo de análisis de datos 

de medición se pueden encontrar principalmente dos técnicas de simulación, el primero se 

denomina el Método Montecarlo y el segundo es el llamado Método de remuestreo bootstrap, 

ambos son apropiados para estudiar las propiedades estadísticas de las mediciones (Bello, 1993, p. 

15). 

El surgimiento y actualizaciones de sistemas informáticos (Software) es indispensable en el 

manejo de datos, ellas permiten el control sistematizado y ordenado de pocos o abundantes datos, 

son capaces de inferir y resolver problemas del ámbito académico y laboral bajo situaciones de 

incertidumbre, logrando de este modo obtener resultados y tomas de decisiones más acertadas. 

En el año 2018, se remonta una investigación bajo únicamente un mecanismo de respuesta, en 

ella se desarrolló una comparación de métodos de imputación al trabajar con respuestas 

censuradas en un diseño de experimento bivariado realizado por los autores Zúñiga Maldonado y 

Hernández Ripalda (Zúñiga Maldonado, Hernández Ripalda and Jiménez García, 2018, p. 21).  

El presente estudio es primordial debido a que no existen estudios previos realizados con la misma 

metodología. El estudio mide la efectividad en términos de precisión y calidad de estimación que 

presentan distintas técnicas de imputación simple para datos faltantes. A partir de una base de 

datos normal multivariante simulada mediante los mecanismos de respuesta, se eliminan datos y 

se obtiene una base de datos con missing. Se aplican las técnicas de imputación simples 

seleccionadas y a través del nivel de precisión de ajuste se compara la base de datos con valores 

faltantes y la base de datos original. De la base de datos imputada se comprueba si cumplen con 

las propiedades de los estimadores: insesgadez y mínima varianza. Para todo el desarrollo del 
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presente capítulo se utiliza el software estadístico R-Studio donde se indican las funciones 

utilizadas, para la generación de datos perdidos, para cada técnica de imputación, nivel de 

precisión de ajuste y propiedades de los estimadores. Se presenta las funciones del R – Package 

de las técnicas de imputación de datos. Se recalca que éste estudio solo es posible en un escenario 

de simulación, mas no con datos de la vida real, debido a que nunca se sabrá cuál es el valor 

faltante y se imposibilita conocer el nivel de precisión de la imputación.  
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CAPÍTULO I  

 

1. MARCO TEÓRICO REFERENCIAL 

 

1.1. Antecedentes  

 

Recolectar una base de datos completa y manejable es la herramienta principal de todo 

investigador para poder realizar inferencias y, por ende, toma de decisiones. Sin embargo, la 

pérdida de datos ha afectado en todo ámbito posible a través de las décadas. Varios autores han 

estudiado la forma de llenar dichos vacíos, desarrollando y experimentando con diversos procesos 

llamados “métodos de imputación”. La situación se complica debido a la existencia de varios 

tipos de datos, diferencias en magnitudes y numerosidad, por ello, es necesario establecer métodos 

que ayuden de forma eficiente de acuerdo a la situación individual. En los últimos tiempos, se 

han desarrollado con la ayuda del avance de la computación, nuevas formas de estudiar los datos 

faltantes, obteniéndose una variedad de técnicas basadas en diferentes enfoques según las 

características de la data (Castro and Ávila, 2006, p. 8). Los primeros aportes en imputación se 

realizaron en 1932 por Samuel Stanley Wilks (Wilks, 1932, p. 6), quien propuso el reemplazo de los 

datos faltantes por la media de los datos presentes de la variable. Este método, puede ser aplicado 

cuando existen pocos datos faltantes, ya que tienden a distorsionar la distribución de las variables. 

Con el avance tecnológico de los sistemas computacionales se iniciaron investigaciones sobre el 

método, particularmente en las décadas de los setenta y ochenta. Donald B. Rubin, hizo una 

distinción entre MAR (valores perdidos o faltantes de manera aleatoria) y MCAR (valores 

perdidos o faltantes de manera completamente aleatoria). En el caso de MAR, los datos perdidos 

dependen de los valores observados, pero no de las variables perdidas propiamente, es decir, la 

pérdida de información de la variable no depende de ella misma, mientras que en MCAR los datos 

perdidos no dependen de otros valores observados ni de otros datos perdidos (Rubin, 1976, pp. 23-

25). Otro aporte al tratamiento de la “no respuesta” es el método Listwise, el cual fue propuesto 

por “Hemel”. Es usado al tratar con grandes conjuntos de datos, eliminando la fila o columna en 

la posición del dato faltante, para obtener una base con menos datos, pero completa. No es 

recomendable para conjuntos de datos pequeños debido a que se pierde una cantidad directamente 

proporcional al número de datos perdidos (Hemel et al., 1987, p. 18). Con el avance tecnológico se ha 

buscado crear o mejorar los métodos de relleno de datos, basados en diferentes modelos o 

algoritmos como el análisis de componentes principales, análisis factorial, redes neuronales, entre 

otras (Castro and Ávila, 2006, p. 4). De tal forma, se necesita llegar a diferentes criterios que deben ser 

abordados de acuerdo a la distribución, estructura, numerosidad y demás parámetros de interés 

del conjunto de datos, alcanzando una solución confiable para cada enfoque. Necesidad que se 

evidencia además en ámbitos como Minería de datos, Gestión documental y áreas donde se 
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trabajen día a día con extensas cantidades de datos, en que una decisión errónea relacionada al 

mal manejo de datos faltantes puede provocar tomas de decisiones poco acertadas, ineficientes 

que alteran el análisis y con ello la productividad de la investigación. Por lo tanto, es ineludible 

conocer profundamente las propiedades y características de cada técnica de imputación en base a 

la naturaleza de los datos, para aplicar y entregar una información eficaz (Amón Uribe, 2010, p. 21). 

Los datos faltantes no siempre se aprecian en su justa medida. Fernando Medina y Marco Galván 

advierten sobre la falta de consciencia por parte de los usuarios y aún de muchos investigadores, 

sobre las implicaciones estadísticas que conlleva trabajar con datos faltantes o aplicar 

procedimientos de imputación o sustitución de información deficientes: “La aplicación de 

procedimientos inapropiados de sustitución de información introduce sesgos y reduce el poder 

explicativo de los métodos estadísticos, le resta eficiencia a la fase de inferencia y puede incluso 

invalidar las conclusiones del estudio”(Medina and Galván, 2007, p. 43). Los procedimientos utilizados 

con frecuencia restringen el poder explicativo de los modelos y a su vez, provocan graves sesgos 

que alteran las relaciones existentes entre las variables estudiadas, subestimando, además, las 

propiedades de la varianza (Medina and Galván, 2007, p. 44). Aitor Puerta Goicoechea, resume ciertos 

criterios a tomar en consideración para seleccionar la técnica adecuada para imputar. Primero 

menciona que debemos estudiar el tipo de variable a imputar, en el caso cualitativo las categorías 

y en el caso cuantitativo los intervalos. Los parámetros a estimar, distinguir adecuadamente los 

valores y el fin investigativo para de acuerdo a ello definir si se imputa desde lo más básico como 

con la media o mediante procesos más complejos como de árboles de clasificación. La tasa de no 

respuesta dado que, si el porcentaje de no respuesta es alta, no existe confiabilidad alguna y 

finalmente, recomienda el utilizar al máximo la información auxiliar disponible para deducir 

información y en casos posibles, hallar grupos homogéneos respecto a una variable auxiliar con 

alto grado de correlación para poder encontrar registros similares (Goicoechea, 2002, p. 4). Sharon L. 

Lohr, refiriéndose a la importancia de los procedimientos de imputación señala que ésta no radica 

solo en reducir el sesgo por las ausencias de respuestas, sino también para producir un conjunto 

de datos “limpios” sin datos faltantes. Son muchas las técnicas de imputación que han surgido, 

sobre todo desde la década de los setenta, que emplean enfoques univariantes y multivariantes. A 

pesar de estos avances, no se ha encontrado una metodología capaz de reproducir la data o que 

pueda resolver en forma totalmente satisfactoria el tratamiento de los datos faltantes, debido, 

generalmente, a problemas en cuanto a las alteraciones de la distribución de los datos, alteración 

en la relación de las variables, sesgo en las estimaciones, inflación de la varianza, entre otros, 

razón por la cual, aún se sigue investigando en busca de mejorar las técnicas existentes (Lohr, 

Velasco and Alfredotr, 2000, p. 25). 
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1.2. Planteamiento del problema 

 

1.2.1. Enunciado del problema 

 

Uno de los problemas más habituales al depurar bases de datos es la imputación de valores 

perdidos. Para determinar la técnica más efectiva al trabajar con una distribución normal, es 

necesario que exista una adecuada precisión de ajuste, que mide la dispersión entre los datos reales 

con los imputados, estableciendo que, a menor diferencia, existe una mejor precisión. El siguiente 

punto, es estudiar que no se pierdan las propiedades de los estimadores. Un estimador es insesgado 

cuando su sesgo es nulo, es decir, cuando su esperanza es igual al parámetro que se anhela estimar. 

En cuanto a la segunda propiedad se emplea el Teorema de la cota de Cramér-Rao, en el que si la 

varianza alcanza su cota o límite inferior se sigue manteniendo la propiedad de mínima varianza.  

  

1.2.2. Formulación 

 

El proyecto busca dar respuesta a la siguiente pregunta:  

¿Qué técnicas son las más efectivas para la imputación de valores faltantes? 

 

1.3. Justificación  

 

El inicio de un análisis estadístico implica una revisión y depuración de las bases de datos a 

trabajar. El investigador se encuentra constantemente con falta de respuestas en el proceso de 

recolección de información por diversas causas, lo que afecta en la confiabilidad al procesar 

resultados.  Es necesario comparar las diferentes técnicas de imputación de datos al medir su nivel 

de precisión y comprobar las propiedades de los estimadores para complementar dichos vacíos, y 

de esta forma investigar cómo afectan en el proceso de inferencia estadística.  

 

1.4. Objetivos  

 

1.4.1. Objetivo general  

 

Medir la efectividad en términos de precisión y calidad de estimación que presentan distintas 

técnicas de imputación para datos faltantes, provenientes de una distribución normal.  
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1.4.2. Objetivos específicos 

 

 Establecer con base a estudios previos las técnicas de imputación que se usaran en el presente 

trabajo.  

 Determinar la precisión de ajuste que presentan las distintas técnicas de, acuerdo a la variable 

en estudio y el porcentaje de imputación.  

 Estudiar las propiedades de estimación que presentan los nuevos datos imputados a través de 

algoritmos de simulación.   

 Crear un R-Package que permita el fácil y comprensible usos de las distintas técnicas 

estudiadas.  

 

1.5. Conceptos puntuales sobre Inferencia Estadística 

 

 Población: Es un conjunto de sujetos homogéneos, de los que se extraen ciertas conclusiones 

a través del estudio de características observables. En el ámbito estadístico, población 

también se denomina aquella distribución que sigue la variable objeto de estudio, como 

ejemplo, se puede acotar que nos encontramos ante una población normal, cuando la variable 

analizada sigue una distribución normal (Faraldo Roca, Pedro and Pateiro López, Beatriz, 2012, p. 76). 

 Parámetro: Es una cantidad numérica obtenida a partir de una población, que resume ciertas 

características. En la distribución normal pueden ser la media y la varianza (Faraldo Roca, Pedro 

and Pateiro López, Beatriz, 2012, p. 22). 

 Estadístico: Es una cantidad numérica obtenida a partir de una muestra, que resumen ciertos 

aspectos. En la distribución normal pueden ser la media muestral y la varianza muestral 

(Faraldo Roca, Pedro and Pateiro López, Beatriz, 2012, p. 25). 

 Estimador: Son estadísticos que, a través de análisis, aproximan un parámetro. Por ejemplo, 

si 𝜃 es el parámetro objeto de estudio, su estimador es denotado por 𝜃. En la distribución 

normal, la media muestral actúa como estimador de la media poblacional (𝑋̅  =  µ̂) y la 

varianza muestral como estimador de la varianza poblacional (𝑠2  =  𝜎̂2)  (Faraldo Roca, Pedro 

and Pateiro López, Beatriz, 2012, p. 45). 

 Método de muestreo: Es un proceso para elegir una muestra de la población total (también 

llamado universo) con el fin de poder analizar ciertos datos deseados (Faraldo Roca, Pedro and 

Pateiro López, Beatriz, 2012, p. 45). 
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1.6. Distribución Normal  

 

Se la conoce también como la “Campana de Gauss” debido a que Carl Friedrich Gauss formuló 

una ecuación de la curva, en la que se destacan dos parámetros, su media 𝜇 y su desviación 

estándar 𝜎, por ende, la densidad de ésta distribución es dada por: 

 

𝒇(𝒙) =
𝟏

𝝈√𝟐𝝅
𝒆𝒙𝒑 {

−𝟏

𝟐
(

𝒙 − 𝝁

𝝈
)

𝟐

},    − ∞ < 𝒙 < ∞ 
( 1) 

 

Que fija una curva similar a una campana (Pértegas Díaz and Pita Fernández, 2001, pp. 4-6). 

 

1.6.1 Propiedades de la distribución normal: 

 

 Posee una única moda, que coincide con su media y su mediana.  

 La curva normal es asintótica al eje de abscisas. Por tanto, cualquier valor entre −∞ y +∞ es 

teóricamente posible, recalcando que  el área total bajo la curva es, por ende, igual a 1. 

 Presente simetría con respecto a su media 𝜇, por tal razón, para dichas variables existe un 

50% de probabilidad de observar un valor mayor que la media y otro 50% de observar un 

valor inferior. 

 El recorrido entre la línea trazada en la media y el punto de inflexión de la curva es igual a 

una desviación típica (𝜎). Cuanto mayor sea 𝜎, más aplanada será la curva de la densidad.  

 El área bajo la curva comprendido entre los valores situados aproximadamente a dos 

desviaciones estándar de la media es igual a 0.95.  

 Los parámetros 𝜇 y 𝜎 dan la forma a la campana de Gauss, ya que, la posición de la campana 

es dada por la media y el grado de apuntamiento de la curva es dada por la desviación estándar. 

Visto lo anterior, se aclara que existe una familia de distribuciones normales con una forma 

común, que difieren por los valores establecidos para la media y varianza. Como ejemplo, se tiene 

la distribución normal estándar que manifiesta una media 0 y varianza 1. De esta forma, la 

ecuación que define su densidad se puede obtener de la ecuación (1) o simplificado se tiene: 

𝒇(𝒛) =
𝟏

√𝟐𝝅
𝐞𝐱𝐩 (

−𝒛𝟐

𝟐
) , −∞ < 𝒛 < ∞ 

( 2) 

 

Se resalta que, a partir de cualquier variable 𝑋 que siga una distribución 𝑁(𝜇, 𝜎), se consigue otra 

característica 𝑍 con una distribución normal estándar, ejerciendo la siguiente transformación: 

𝒁 =
𝑿 − 𝝁

𝝈
 

( 3) 
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1.7. Estimador 

 

Un estimador es un estadístico que aproxima un parámetro. Un estadístico es cualquier función 

de las observaciones de una muestra aleatoria, es por lo tanto una variable aleatoria. Se denomina 

estimador de un parámetro 𝜃 a cualquier función de una muestra 𝜃  =  𝑓(𝑋1, 𝑋2, . . . , 𝑋𝑛) que 

genera valores aproximados de 𝜃, donde ese valor obtenido se determina como estimación (Casco 

Fernández, 2008, p. 8). 

 

1.7.1. Propiedades de los estimadores 

 

Las propiedades más relevantes y utilizadas son: 

 Estimador insesgado (Insesgadez): Un estimador de un parámetro 𝜃 es insesgado si su valor 

esperado es 𝜃, es decir, 𝜃 es insesgado si 𝐸[𝜃]  =  𝜃. Además, se recalca también que, a la 

diferencia 𝐸[ 𝜃]  −  𝜃 se denomina sesgo del estimador  (Casco Fernández, 2008, p. 45). 

𝒔𝒆𝒔𝒈𝒐[𝜽̂]  =  𝑬[ 𝜽̂]  −  𝜽  ( 4) 

 Varianza de un estimador (Mínima varianza): Si existen varios estimadores de un parámetro, 

el mejor, que en otras palabras es el más eficiente, es aquel que presente menor varianza. 

Como ejemplo se observa que, si 𝜃1 y 𝜃2 son estimadores de 𝜃, entonces: 

𝑉𝑎𝑟(𝜃1) < 𝑉𝑎𝑟(𝜃2) 

Se tiene que 𝜃1 es más eficiente que 𝜃2 (Borovkov, 1984, p. 9). 

El teorema de Cramér-Rao determina que la varianza de un estimador insesgado 𝜃 de un 

parámetro 𝜃 es, como mínimo: 

𝑽𝑨𝑹(𝜽̂) ≥
𝟏

𝒏𝑬  [(
𝝏

𝝏𝜽
𝐥𝐧 𝒇(𝒙; 𝜽))

𝟐

]

 
( 5) 

 

 

Donde 𝑓(𝑥; 𝜃) representa la función de densidad de probabilidad de la muestra 𝑋 =

(𝑋1, 𝑋2, … , 𝑋𝑛)𝑡 en función del parámetro 𝜃 (Si un estimador alcanza esta cota mínima, entonces 

se dice que el estimador es de mínima varianza) (Nogales, 1998, p. 32). 

 

1.7.2. Vector de medias  

 

Es un vector de dimensión 𝑝, donde sus componentes son las medias de cada una de las 

𝑝 variables. Se obtiene a través del promedio de las medidas de cada elemento, que son vectores 

(Peña, 2002, p. 21). 
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𝒙̅ =  
𝟏

𝒏
∑ 𝒙𝒊

𝒏

𝒊=𝟏

= [

𝒙̅𝟏

⋮
𝒙̅𝒑

] 
( 6) 

 

 

1.7.2.1. Propiedades  

 

Según Carlos M. Cuadras (Cuadras, 1996, p. 176), las propiedades son:  

 𝑀(𝑥𝑡) =  (𝑀(𝑥))
𝑡
 

 Linealidad, si 𝑥 es un vector estadístico p-dimensional, 𝑏 ∈  ℝ𝑚 y 𝐴 ∈  𝑀𝑎𝑡𝑛𝑥𝑝(𝐼𝑅), 

entonces 𝑀(𝑏 + 𝐴𝑋) =  𝑏 + 𝐴𝑀(𝑥) 

 Aditividad, si 𝑥 y 𝑦 son vectores estadísticos p-dimensionales, entonces:  

𝑀(𝐴𝑋 + 𝐵𝑌) = 𝐴𝑀(𝑋) + 𝐵𝑀(𝑌)     

 

1.7.3. La matriz de varianza  

 

La varianza mide la variabilidad respecto a la media. La relación lineal entre dos variables se 

mide por la covarianza. La covarianza entre dos variables (𝑥𝑗 , 𝑥𝑘) se calcula:  

𝑺𝒋𝒌 =
𝟏

𝒏
∑(𝒙𝒊𝒋 −  𝒙̅𝒋)(𝒙𝒊𝒌 −  𝒙̅𝒌)

𝒏

𝒊=𝟏

 
( 7) 

 

Y mide su dependencia lineal. Esta información para una variable multivariante puede presentarse 

de esta forma:  

𝑺 =
𝟏

𝒏
∑(𝒙𝒊 − 𝒙)(𝒙𝒊 − 𝒙)`

𝒏

𝒊=𝟏

 
( 8) 

 

Que es una matriz cuadrada y simétrica que contiene en la diagonal las varianzas y fuera de la 

diagonal las covarianzas entre las variables (Cuadras, 1996, p. 23). 

 

1.7.3.1. Propiedades  
 

Según Carlos M. Cuadras (Cuadras, 1996), las propiedades son: 

 Es semidefinida positiva, esto es: ∀ 𝑦  ∈ ℝ𝑝, 𝑦𝑡  𝑆𝑥 𝑦 ≥ 0 

 𝑡𝑟(𝑆𝑥) ≥ 0 

 Det(𝑆𝑥) ≥ 0 

 Los autovectores de 𝑆𝑥 son no negativos  

 

1.8. Regresión Logística 

 

(AGRESTI, 2002) La regresión logística estudia valores distribuidos binomialmente como, 

𝑌𝑖 ~ 𝐵(𝑝𝑖 , 𝑛𝑖), 𝑝𝑎𝑟𝑎 𝑖 = 1, … , 𝑚, 
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Donde 𝑛𝑖 que son los ensayos Bernoulli son conocidos y las probabilidades de éxito 𝑝𝑖 son 

desconocidas. Los logits de las probabilidades binomiales desconocidas son modeladas como una 

función lineal de los 𝑋𝑖 . 

𝑳𝒐𝒈𝒊𝒕(𝒑) = 𝐥𝐨𝐠 (
𝒑

𝟏 − 𝒑
) 

( 9) 

Como 𝐿𝑜𝑔𝑒𝑥 = 𝐼𝑛𝑥 entonces,  

𝐿𝑜𝑔𝑖𝑡(𝑝) = ln (
𝑝

1 − 𝑝
) = 𝜓

0
+ ∑ 𝜓

𝑗
𝑝

𝑗

𝑘

𝑗=1

 

𝐿𝑜𝑔𝑖𝑡(𝑝) = ln (
𝑝

1 − 𝑝
) = 𝜓

0
+ 𝜓

1
𝑝

1
+ +𝜓

2
𝑝

2
 

La función logaritmo natural 𝑦 = 𝐼𝑛𝑥 es la función inversa de la función exponencial 𝑦 = 𝑒𝑥 

Por tanto, la función inversa Logit es: 

𝑳𝒐𝒈𝒊𝒕−𝟏(𝒑) =
𝒆𝒑

𝟏 + 𝒆𝒑 
( 10) 

 

 

1.9. Datos Faltantes  

 

Los datos faltantes se presentan en cualquier ámbito de la investigación. Se denominan como 

datos no disponibles que durante un análisis resultan significativos en cuanto al reporte de 

resultados. Hay muchas razones específicas que permiten estos faltantes, cuyo malestar se genera 

porque introducen sesgos que invalidan los resultados. La pérdida se datos se han distribuido en 

tres escenarios distintos, los cuales son MCAR, MAR Y MNAR (Dagnino, 2014, p. 32).  

 

1.9.1. Mecanismos de datos faltantes (Escenarios) 

 

Como se lo mencionó, los problemas de datos faltantes son clasificados en tres escenarios 

(MCAR, MAR y MNAR), donde cada dato tiene una probabilidad de faltar. El proceso que 

representa estas probabilidades se denomina mecanismo de datos faltantes o de falta de respuesta 

(Van Buuren, 2018, p. 31). 

 

 

1.9.1.1. MCAR  

 

Los datos que faltan completamente al azar (MCAR) ocurren cuando la probabilidad de faltar es 

la misma para todos los casos, lo que implica que las razones de los valores faltantes no están 

relacionadas con los datos. Van Buuren brinda un ejemplo, la cual es tomar una muestra aleatoria 
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de una población, donde cada miembro tiene la misma posibilidad de ser incluido en la muestra 

(Van Buuren, 2018, p. 33). 

Este escenario requiere que la probabilidad de pérdida de los datos de una variable no de dependa 

de otras variables medidas. De forma resumida, este mecanismo representa una situación para la 

cual la ausencia de datos es independiente de las variables de investigación, es exclusivamente al 

azar (Van Buuren, 2018, p. 33).  

 

1.9.1.2. MAR  

 

Los datos que faltan al azar (MAR) ocurren cuando la probabilidad de faltar es la misma solo 

dentro de los conjuntos establecidos por los valores observados. Un ejemplo es cuando tomamos 

una muestra de una población, donde la probabilidad de ser conocida depende de alguna 

propiedad conocida (Van Buuren, 2018, p. 37).  

MAR refiere cuando la ausencia de valores se encuentra asociada a las variables independientes 

del estudio, pero no a la dependiente, un ejemplo claro es cuando se desarrolla un test de aptitud 

a unos alumnos y a los que superan una nota de corte establecida se les hace otro test más complejo 

mientras que a los demás no. De modo que, éstos tienen datos perdidos para la segunda variable 

y se debe a las observaciones de la primera (Van Buuren, 2018, p. 37). 

 

1.9.1.3. MNAR  

 

Existe una falta no aleatoria (MNAR) cuando ni MCAR ni MAR se mantienen. La probabilidad 

de faltar sucede por varias razones que se desconocen. Estos casos se dan cuando la pérdida de 

datos se debe a la variable dependiente, y posiblemente a alguna variable independiente. Un 

ejemplo es cuando en una entrevista le preguntas a un individuo por su renta mensual y éste no 

responde debido a que tiene una renta muy alta (Van Buuren, 2018, p. 39). 
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1.9.2.  Patrones de perdida de datos  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

La pérdida de información puede seguir un patrón univariado o multivariado, siendo de diversa 

numerosidad de acuerdo al ámbito investigativo. 

El cuadro 1 representa a los datos perdidos sin respuesta univariada, es decir, cuando únicamente 

existe pérdida de información en una de las variables. La figura A1) establece la falta de 

información ya sea al inicio o al final de la variable, pero de forma consecutiva. La figura B1) 

determina que la falta de datos puede existir en cualquier posición de la variable afectada. 

El cuadro 2 representa a los datos perdidos sin respuesta multivariada, es decir, cuando la pérdida 

de información afecta a más de una variable. La figura A2) muestra la pérdida de datos ya sea al 

inicio o final en al menos dos variables. La figura B2) señala la existencia de datos faltantes en 

diversas posiciones en al menos dos variables. 

 

 

 

SIN RESPUESTA  

UNIVARIADA 

SIN RESPUESTA  

MULTIVARIADA 

𝐘𝟏 𝐘𝟑 𝐘𝟒 𝐘𝟓 𝐘𝟐 𝐘𝟏 𝐘𝟑 𝐘𝟒 𝐘𝟓 𝐘𝟐 

𝐘𝟏 𝐘𝟑 𝐘𝟒 𝐘𝟓 𝐘𝟐 𝐘𝟏 𝐘𝟑 𝐘𝟒 𝐘𝟓 𝐘𝟐 

A1) B1) 

A2) B2) 

1 

2 

 

Figura  1-1: Patrones de datos faltantes 

Realizado por: Jamilton Vinueza y Galo Masaquiza, 2021. 
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1.10. Imputación  

 

La imputación es un conjunto de técnicas que utiliza diversos medios o métodos para rellenar 

información faltante univariada o multivariada, de tipo cualitativa o cuantitativa. Es utilizada en 

todo campo para solucionar aquellos vacíos que interfieren en una investigación o toma de 

decisiones (Medina and Galván, 2007, p. 43). 

 

1.10.1. Técnicas de imputación de datos faltantes 

 

A lo largo del tiempo se han formulado diversas formas de clasificación, como las Técnicas 

fundamentadas plenamente en información del exterior, las cuales se sustentan en variables 

relacionadas con encuestas adjuntas a bases de datos ajenas o que poseen reglas previamente 

establecidas, entre las que se encuentran las tablas Look-up o los llamados métodos deductivos. 

Son muy conocidas además las Técnicas determinísticas, las cuales aparecen cuando al trabajar 

con múltiples unidades bajo idénticas condiciones, provocan las mismas respuestas. Dentro de 

este grupo se pueden nombrar a las basadas en las Medidas de tendencia central, como imputación 

con la media, mediana o moda, por redes neuronales o imputación fundamentadas en modelos de 

series de tiempo. Existen también las Técnicas aleatorias, en las que al repetir el mismo método 

en una unidad bajo idénticas condiciones, éstas provocan resultados diferentes porque son 

producto del azar. Entre las que se encuentra la imputación por regresión logística o la imputación 

por regresión aleatoria. Finalmente, también existe una alternativa que no se considera como tal 

técnica, sino un arreglo rápido para trabajar con una base de datos completa, entre ellas sobresale 

el Análisis de datos completos y el Análisis con datos disponibles.  

De esta forma, a través de una revisión sistemática y aplicativa, se han revisado y seleccionado 

algunas de las técnicas principales, desglosando en cuatro grupos: Imputación por Eliminación, 

Imputación Simple, Imputación Múltiple e Imputación Machine Learning (Perez et al., 2017, p. 32). 

 

1.10.2. Imputación por eliminación 

 

1.10.2.1. Análisis de datos completos (Listwise)  

 

Este análisis reconoce los espacios o datos vacíos  existentes en cualquier variable y elimina toda 

la fila sin importar la existencia de  mucha más información,  para de esta forma obtener una base 

de datos completa y manejable, es decir, selecciona únicamente las observaciones que disponen 

de información completa para todas las variables, sin embargo, dicho método puede sesgar la 

estimación de parámetros o acarrear inconsistencias a la investigación dado que se pierde 

información valiosa y reduce la dimensión de la misma, afectando gravemente al conjunto activo 
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de variables. Es un arreglo rápido que permite realizar estudios con una matriz de datos completa, 

pero no garantiza la confiabilidad de los mismos (Garcıa, 2011, p. 32). 

 

1.10.2.2. Análisis con datos disponibles (Pairwise deletion) 

 

Se considera como un Análisis de datos completos, pero por variable. El método elimina los 

espacios vacíos únicamente dentro de las variables involucradas, es decir, realiza el proceso 

independientemente solo en las variables con información incompleta. La ventaja es el poder 

utilizar toda la información disponible, pero se generan diferentes tamaños muestrales, 

dificultando el estudio (Garcıa, 2011, p. 6). 

 

1.10.3. Imputación simple  

 

La imputación simple consiste en reemplazar cada valor ausente por una estimación de dicho 

valor, es decir imputar cada dato ausente con un único valor. De este modo se consigue completar 

la matriz de datos y se trabaja con valores completos. Se realiza la imputación simple completando 

la base de datos y distribuyéndola posteriormente, en lugar de distribuir los datos incompletos y 

cada usuario verse obligado a realizar una imputación según su propósito de estudio (Van Buuren, 

2018). Existen ciertas desventajas de imputar un único valor por cada dato ausente, la principal es 

que al asignar un único valor por cada dato faltante no se tiene presente la variabilidad asociada 

a la incertidumbre de los valores ausentes, generando sesgos significativos en los resultados del 

estudio (Van Buuren, 2018, p. 35).  

 

1.10.3.1. Imputación de la media  

 

La imputación derivada de la media radica en el cálculo de la media aritmética para cada una de 

las variables que presentan valores faltantes, y posteriormente utilizar ese valor para reemplazar 

todos los espacios faltantes que tiene la variable correspondiente  (Van Buuren, 2018, p. 36). 

Es una solución rápida para una matriz incompleta, pero esta técnica altera la distribución de 

ciertas maneras, por cuanto subestima la varianza, perturba las relaciones entre las variables, sesga 

casi cualquier estimación, sin embargo, este método es el más común (Van Buuren, 2018, p. 37). 
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1.10.3.2. Imputación de la mediana 

 

La imputación por la mediana a través de los valores observados completos reemplaza el valor de 

la mediana en los espacios faltantes, es decir, reemplaza el valor que se encuentra en la mitad al 

estar ordenado de menor a mayor, generando de igual forma un serio problema de sesgo, al mismo 

tiempo que subestima la varianza (Parra, 1995, p. 20). 

 

1.10.3.3. Imputación de regresión  

 

La imputación a través de la regresión añade el conocimiento de otras variables con el objetivo 

de producir imputaciones más inteligentes. El método consiste en crear un modelo a partir de los 

datos observados, en donde, realiza predicciones para los espacios incompletos, calculando bajo 

el modelo ajustado establecido (Van Buuren, 2018, p. 39). 

Se pueden omitir las observaciones con datos incompletos y con los completos ajustar la ecuación 

de regresión para predecir y sustituir dichos espacios faltantes. Sin embargo, al igual que otras 

técnicas tiene desventajas puesto que sobreestima la asociación entre variables, y en modelos de 

regresión múltiple puede sobredimensionar el valor del coeficiente de determinación 𝑅2. En 

resumen, la imputación de regresión maneja de forma artificial y a conveniencia las relaciones en 

los datos, es una receta para falsas relaciones positivas y espurias (Van Buuren, 2018, p. 39). 

 

1.11. Nivel de precisión  

𝑷. 𝑨 =  
𝟏

𝒏
∑(𝒚𝒐𝒃𝒔 − 𝒚𝒊𝒎𝒑)𝟐

𝒏

𝒊=𝟏

 
( 11) 

 

 

Se propone utilizar la formula anterior, ya que se pretende usar una medida para ver qué tan 

diferentes son los datos observados mediante los datos imputados, mientras mayor sea la 

diferencia más distintos son los datos, entonces la mejor técnica es la que presente   una diferencia 

menor, en esta medida se refleja la dispersión con respecto a la media de los datos (Osuna, Ferreras 

and Núñez, 1991, p. 21).  
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CAPÍTULO II 

 

2. MARCO METODOLÓGICO 

 

2.1. Tipo de investigación 

 

La presente investigación es: 

 Según el método de investigación es cuantitativa, debido a que se busca comparar técnicas de 

imputación de datos faltantes numéricos. 

 Según el objetivo es aplicativa, ya que se enfoca en la búsqueda, aplicación y consolidación 

de conocimientos o teorías para dar respuesta al problema concreto. 

 Según el nivel de profundización en el objeto de estudio es exploratoria – explicativa por 

cuanto se examina el problema y se trata de resolverla, de igual forma se trabaja con una 

variable explicativa. 

 Según la manipulación de variables es no experimental, ya que los datos faltantes son 

simulados y adecuados a cada mecanismo de respuesta. 

 Según el tipo de inferencia es deductiva debido que se estipulan premisas aceptadas como 

punto de partida de la cual se extraen conclusiones. 

  

2.2. Análisis estadístico  

 

2.2.1. Instrumentos de procesamiento y análisis de información 

 

Para el desarrollo del presente trabajo de titulación, se utilizó el Entorno de Desarrollo Integrado 

RStudio (versión 1.2. 1335), para la simulación, procesamiento, análisis y obtención de 

resultados, mediante el software estadístico R (versión 3.6.3.).  La codificación del trabajo es 

UTF-8, para la conservación del idioma español.  

 

2.2.2. Simulación inicial de datos  

 

A partir del método de Montecarlo se creó un conjunto de datos multivariantes (bivariantes) 

pertenecientes a una distribución normal con una matriz estructurada por 𝑌 = (𝑌𝑜𝑏𝑠𝑒𝑟𝑣𝑎𝑑𝑎𝑠,

𝑌𝑚𝑖𝑠𝑠𝑖𝑛𝑔), en la cual se simuló 100.000 veces, muestras representativas de tamaño 𝑛 = 5, 𝑛 =

10, 𝑛 = 30 y 𝑛 = 100 para los 3 mecanismos de falta de respuesta que son MCAR (Faltantes 

completamente aleatorios), MAR (Faltantes aleatorios) y MNAR (Faltantes no aleatorios).  
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En cada muestra simulada se aplicaron las cuatro técnicas de imputación antes mencionadas, las 

cuales son: por eliminación, media, mediana y regresión lineal. 

 

 

Figura  1-2: Estructura simulación e imputación de datos 

Realizado por: Jamilton Vinueza y Galo Masaquiza, 2021. 

 

A la nueva muestra imputada se le realiza dos estudios. Primero se diagnostica que tan bien se 

ajustan los datos imputados a los datos observados a través de una medida de precisión de ajuste, 

esto es para analizar qué tan diferentes son los datos observados de los datos imputados, sabiendo 

que mientras más pequeña es la diferencia más parecidos son. Se recalca que, mientras mayor sea 

el tamaño de simulaciones, mejora el nivel de precisión de la estimación en consecuencia, a la ley 

de los grandes números 

El segundo análisis es el verificar si los datos imputados no pierden sus propiedades de 

estimación.  

 La primera propiedad estudiada es la insesgadez, es decir, se comprueba si al realizar la 

imputación, la 𝑥̅ y la 𝑠2 siguen siendo buenos estimadores insesgados de 𝜇 y  𝜎2 

respectivamente.  

 Finalmente, la segunda propiedad estudiada es la de mínima varianza, la cual se comprueba 

a través de un límite propuesto por la cota de Cramér-Rao. 

Se recalca que los dos análisis completos se realizan para cada Mecanismo de falta de respuesta. 

Se simuló un conjunto de datos multivariado para poder aplicar todas las técnicas de imputación, 

especialmente la imputación simple, ya que se necesita de una variable auxiliar que se 

correlacione con las demás variables, para generar iteraciones más confiables bajo un modelo. 

Del mismo modo se necesita de una variable auxiliar para cumplir con las propiedades del modelo 
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de datos perdidos y poder generarlos. En vista de que muchos métodos de estadística inferencial 

deben cumplir el supuesto de normalidad se decidió trabajar con un conjunto que siga esta 

distribución. Recordemos que este supuesto forma parte de muchos métodos estándares como el 

análisis factorial, componentes principales, análisis discriminante, entre otros. 

 

2.2.3. Generación de datos faltantes  

 

A través del libro titulado “Flexible Imputation of Missing Data” propuesto por Stef van Buuren, 

vamos a estudiar la distribución de probabilidad de la posición en donde se van a generar los 

valores perdidos (missing) en la base de datos. Mediante esta distribución de probabilidad 

podemos simular los 3 tipos de mecanismos de falta de respuesta los cuales son MCAR, MAR y 

MNAR. 

La matriz 𝑅 guarda las posiciones de los missings en la variable 𝑌. La distribución de 𝑅 depende 

de 𝑌 = (𝑌𝑜𝑏𝑠𝑒𝑟𝑣𝑎𝑑𝑜𝑠 , 𝑌𝑚𝑖𝑠𝑠𝑖𝑛𝑔). Si 𝜓  contiene los parámetros de los datos perdidos, entonces la 

expresión general del modelo de datos perdidos es:  

𝑃(𝑅|𝑌𝑜𝑏𝑠, 𝑌𝑚𝑖𝑠, 𝜓) 

Entonces en general decimos que R es una distribución de probabilidad que va a depender de los 

Yobs, de los Y𝑚𝑖𝑠 y de ψ, donde éste último, es la parte totalmente aleatoria, la parte que no 

podemos modelar. 

 Los datos son MCAR si:  

𝑃(𝑅 = 0|𝑌𝑜𝑏𝑠, 𝑌𝑚𝑖𝑠, 𝜓) = 𝑃(𝑅 = 0| 𝜓)   

La probabilidad de encontrar un missing depende solo del parámetro 𝜓.  

 Los datos son MAR si: 

𝑃(𝑅 = 0|𝑌𝑜𝑏𝑠, 𝑌𝑚𝑖𝑠, 𝜓) = 𝑃(𝑅 = 0|𝑌𝑜𝑏𝑠, 𝜓)   

La probabilidad de encontrar un missing depende de la información observada. 

 Los datos son MNAR si: 

𝑃(𝑅 = 0|𝑌𝑜𝑏𝑠, 𝑌𝑚𝑖𝑠, 𝜓) 

La probabilidad de encontrar un missing depende de la información observada y perdida. 

Sabiendo lo anterior, se recalca que los datos 𝑌 = (𝑌1, 𝑌2), donde 𝑌1 son los datos observados y 

𝑌2 los datos perdidos, se extraen de una distribución normal bivariada, entonces los missing se 

crean en 𝑌2 usando el modelo de datos perdidos siguiente: 

𝑷(𝑹𝟐 = 𝟎) = 𝝍𝟎 +
𝒆𝒀𝟏

𝟏 + 𝒆𝒀𝟏
𝝍𝟏 +

𝒆𝒀𝟐

𝟏 + 𝒆𝒀𝟐
𝝍𝟐 

( 12) 

 

Con diferentes ajustes de parámetros para la tripla formada por 𝜓 =  (𝜓0, 𝜓1, 𝜓2). 

Ahora fijamos los modelos individuales con esta nueva expresión. 
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 Para MCAR:  

En el modelo podemos lograr que la probabilidad de 𝑅2 = 0 dependa solo de 𝜓0 realizando lo 

siguiente: 

 

𝜓𝑀𝐶𝐴𝑅 = (0.5, 0, 0) 

 

entonces se obtiene el modelo:  

𝑴𝑪𝑨𝑹: 𝑷(𝑹𝟐 = 𝟎) = 𝟎. 𝟓 

Demostración: 

 

 

Se concluye que los datos completamente aleatorios MCAR no dependen ni de los datos 

observados ni de los perdidos, entonces para calcular las posiciones donde se van a colocar los 

missing simplemente depende de una distribución de Bernoulli con probabilidad 0.5, se generan 

aleatoriamente números de 0 a 1 indistintamente, donde la probabilidad de tener 0 es del 50% y 

la probabilidad de tener 1 también es del 50%. 

Nota: Para calcular otros porcentajes solo se modifica el 𝜓0. 

 Para MAR: 

Un dato es missing aleatorio si la probabilidad de encontrar un valor perdido depende de los datos 

observados, por lo tanto, tenemos que: 

𝜓𝑀𝐴𝑅 = (0, 1, 0) 

Se obtiene el modelo: 

𝑴𝑨𝑹: 𝒍𝒐𝒈𝒊𝒕(𝑷(𝑹𝟐 = 𝟎)) = 𝒀𝟏 

Donde 𝑙𝑜𝑔𝑖𝑡(𝑝) = 𝑙𝑜𝑔𝑖𝑡 (
𝑝

1−𝑝
) para cualquier 0 < 𝑝 < 1 es la función logit. En la práctica, es 

más conveniente trabajar con la función inversa logit: 𝑙𝑜𝑔𝑖𝑡−1(𝑥) = (
𝑒𝑥

1+𝑒𝑥) 

Demostración: 

 

 

 

Se sabe que es una función exponencial, entonces para volver la variable a la original se calcula 

la función logit: 

 

 

Se utiliza logit porque la distribución normal que sigue una 𝑌1 es una distribución completamente 

asimétrica, quiere decir que, alrededor de la media el 50% de estos valores están a la derecha y el 

𝑃(𝑅2 = 0) = 0.5 +
𝑒𝑌1

1 + 𝑒𝑌1
0 +

𝑒𝑌2

1 + 𝑒𝑌2
0 

        𝑃(𝑅2 = 0) = 0.5 

𝑃(𝑅2 = 0) = 0 +
𝑒𝑌1

1 + 𝑒𝑌1
∗ 1 +

𝑒𝑌2

1 + 𝑒𝑌2
0 

𝑃(𝑅2 = 0) =
𝑒𝑌1

1 + 𝑒𝑌1
∗ 1 

𝑙𝑜𝑔𝑖𝑡(𝑃(𝑅2 = 0)) = 𝑙𝑜𝑔𝑖𝑡 (
𝑒𝑌1

1 + 𝑒𝑌1
∗ 1) 

𝜓0 𝜓1 𝜓2 
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otro 50% a la izquierda, entonces al sacar logit todos los valores de 𝑌1 de esta razón se convierten 

en valores entre 0 y 1 y envía el 50% de los datos a la derecha y el otro 50% a la izquierda. 

𝑙𝑜𝑔𝑖𝑡(𝑃(𝑅2 = 0)) = 𝑙𝑜𝑔𝑖𝑡 (
𝑒𝑌1

1 + 𝑒𝑌1
∗ 1) ≈ 0.5                     

 

Nota: Si quiero tener otro porcentaje de missing realizo el cambio de 𝜓1 = 1, realizando:  

0.5 𝜓1 = 𝑝 

 𝜓1 =
𝑝

0.5
 

Por ejemplo, si quiero que 𝑝 = 0.2  entonces: 

𝜓1 =
0.2

0.5
= 0.4 

Por lo tanto, la expresión general sería: 

𝑙𝑜𝑔𝑖𝑡 (
𝑒𝑌1

1 + 𝑒𝑌1
∗ 0.4) ≈ 0.2 

El ejemplo concluye que existirá un 20% de 0 (datos perdidos) y un 80% de 1 (datos completos). 

De esta forma depende de 𝑝 el porcentaje, donde éste debe ser ≤ 0.5 (50%) para que no exceda 

la probabilidad (1). 

 Para MNAR: 

𝜓𝑀𝑁𝐴𝑅 = (0, 0, 1) 

Se obtiene el modelo: 

𝑴𝑵𝑨𝑹: 𝒍𝒐𝒈𝒊𝒕(𝑷(𝑹𝟐 = 𝟎)) = 𝒀𝟐 

La demostración es la misma que en el caso anterior pero ahora trabajando con: 

 

 

 

 

Nota: A la expresión de igual forma se le construye el modelo logit y se calcula. Se recalca que 

para cambiar el porcentaje de missing se debe cambiar ahora el 𝜓2 = 1. 

 

2.2.4. Porcentaje de valores perdidos 

 

El porcentaje de valores perdidos adecuado o tratable para no considerarlo como una mala 

recolección de información es discutida por el investigador. El porcentaje de pérdidas depende de 

la magnitud del estudio, es decir, para las ciencias médicas, el factor más importante es la 

precisión, por lo que se debería considerar un porcentaje de pérdidas mínimo, en cambio para las 

ciencias sociales se puede trabajar con porcentajes de pérdidas más altas, está decisión depende 

𝑝 “porcentaje de missing” 

𝑃(𝑅2 = 0) = 0 +
𝑒𝑌1

1 + 𝑒𝑌1
0 +

𝑒𝑌2

1 + 𝑒𝑌2
∗ 1 

𝑃(𝑅2 = 0) =
𝑒𝑌2

1 + 𝑒𝑌2
∗ 1 
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solo del investigador. Se ha decidido trabajar con porcentajes de pérdidas de datos como: 0.05, 

0.1, 0.25 y 0.5.  

 

2.2.5. Técnicas de imputación de datos  

 

El presente trabajo de titulación tiene como objetivo principal medir la efectividad de distintas 

técnicas de imputación, con esto en mente se decidió trabajar con técnicas que los investigadores 

usan comúnmente sin conocer si son factibles de aplicarlos o no, también si se pueden aplicar a 

un conjunto de datos que provenga de una distribución normal.  

Las técnicas de imputación que se aplicaron a los conjuntos de datos MCAR, MAR y MNAR 

fueron:  

 Eliminación por listas, se encargó de eliminar los datos perdidos y trabajar sin ellos.  

 La imputación de la media, esta técnica busca los datos perdidos y los reemplaza por la media 

aritmética.  

 La imputación de la mediana, esta técnica busca los datos perdidos y los reemplaza por la 

mediana.  

 Regresión lineal, en esta técnica se construyó el modelo lineal solo de los datos observados, 

y se predijo los datos faltantes mediante el modelo.  

Se trabajaron con estas técnicas de imputación debido a que son las más utilizadas, al momento 

que un investigador se encuentra con una base de datos que presenta valores perdidos por lo 

general sabe usar una de estas técnicas y mediante este trabajo se compara para el mejor uso de 

cada una de ellas.   

 

2.2.6. Nivel de precisión 

 

El nivel de precisión se midió mediante la fórmula (11) de la sección del Marco teórico esta 

medida nos indica que tan diferentes son los datos observados a comparación de los datos 

imputados, se interpreta mediante la técnica que arroje una diferencia menor y la dispersión con 

respecto a la media de los datos.  

 

2.2.7. Propiedades de estimadores  

 

En este paso se verifica si los estimadores siguen manteniendo sus propiedades (insesgadez y 

mínima varianza).  

Los estimadores son:  

 𝒙 =
𝟏

𝒏
∑ 𝒙𝒊

𝒏
𝒊=𝟏   ( 13) 
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 𝒔𝟐 =
𝟏

𝒏−𝟏
∑ (𝒙𝒊 − 𝒙)𝟐𝒏

𝒊=𝟏  ( 14) 

 

 

2.2.7.1. Insesgadez 

 

El sesgo del estimador es la diferencia entre su esperanza matemática y el parámetro poblacional, 

si el sesgo del estimador es nulo se lo denomina estimador insesgado.  

Se trabajó con dos estimadores (x̅ y s2) 

 𝐸(𝑥) − 𝜇 = 0 

 𝐸(𝑠2) − 𝜎2 = 0 

 

2.2.7.2. Mínima Varianza  

 

Otra de las propiedades de los estimadores es la mínima varianza, donde la Cota de Cramér-Rao 

expresa una cota inferior para la varianza de un estimador insesgado.  

El teorema de la cota de Cramér-Rao dice:  

Sea 𝑋1, 𝑋2, … , 𝑋𝑚~ 𝑣. 𝑎. 𝑖. 𝑖. 𝑑 con función de probabilidad  𝑓(𝑥; 𝜃). Si 𝜃 es un estimador 

insesgado de 𝜃, entonces se cumple que:  

𝑽𝑨𝑹(𝜽̂) ≥
𝟏

𝒏 𝑬(
𝝏

𝝏𝜽
 𝑳𝒏 (𝒇(𝒙;𝜽))

𝟐
)

=  
𝟏

−𝒏 𝑬(
𝝏𝟐

𝝏𝜽𝟐𝑳𝒏𝒇(𝒙;𝜽))

   ( 15) 

 

Si hay dos estimadores insesgados, el mejor de ellos es el que presenta una varianza inferior.  

 Cota de Cramer Rao para el estimador insesgado 𝑥: 

Se demuestra que la 𝑥 alcanza la cota de Cramér-Rao: 

La cota de la  𝑥,  𝑉𝐴𝑅 (𝑥) =  
𝜎2

𝑛
 , entonces: 

𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑛  ~ 𝑁(𝜇, 𝜎2): 𝑓(𝑥) =  
1

√2𝜋𝜎2
𝑒

−
(𝑥−𝜇)2

2𝜎2  

 

𝑉𝐴𝑅(𝜇̂) ≥
1

−𝑛𝐸(
𝜕2

𝜕𝜇2 ln (
1

√2𝜋𝜎2
𝑒

−
(𝑥−𝜇)2

2𝜎2 )

 

𝑉𝐴𝑅(𝜇̂) ≥
1

−𝑛𝐸(
𝜕2

𝜕𝜇2 ln (
1

√2𝜋𝜎2
−

(𝑥 − 𝜇)2

2𝜎2 )
 

𝑉𝐴𝑅(𝜇̂) ≥
1

−𝑛𝐸(
𝜕

𝜕𝜇
(+

(𝑥 − 𝜇)
𝜎2 ))
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𝑉𝐴𝑅(𝜇̂) ≥
1

−𝑛𝐸(
−1
𝜎2 )

 

𝑉𝐴𝑅(𝜇̂) ≥
1
𝑛

𝜎2

 

𝑉𝐴𝑅(𝜇̂) ≥
𝜎2

𝑛
 

No existe un estimador de  𝜇̂ que tenga una varianza inferior que 
𝜎2

𝑛
, entonces la varianza 

de la media alcanza la Cota de Cramer Rao.  

 Cota de Cramer Rao para el estimador insesgado 𝜎2: 

Sea 𝑋1, 𝑋2, … , 𝑋𝑛  𝑢𝑛𝑎 𝑣𝑎 𝑖. 𝑖. 𝑑 ~𝑁(𝜇, 𝜎2), la cota de Cramér-Rao para 𝜎2 es: 

= 𝐸 [
𝜕2

𝜕(𝜎2)2
ln(

1

√2𝜋
.
1

𝜎
ℯ

− 
(𝑥−𝜇)2

2𝜎2 ] 

= 𝐸 [
𝜕2

𝜕(𝜎2)2   (ln (
1

√2𝜋
) + ln (

1

(𝜎2)
1
2

) − 
(𝑥 − 𝜇)2

2𝜎2 ) ] 

= 𝐸 [
𝜕

𝜕(𝜎2)
  (−(𝜎2)

1
2(

1

2(𝜎2)
1
2

) +  
(𝑥 − 𝜇)2

2(𝜎2)2 ) ] 

= 𝐸 (
𝜕

𝜕𝜎2   (−
1

2𝜎2) +  
(𝑥 − 𝜇)2

2𝜎4  )) 

= 𝐸 (
1

2𝜎4
 −  

(𝑥 − 𝜇)22𝜎2

2(𝜎4)2
 ) 

= 𝐸 (
1

2𝜎4  − 
(𝑥 − 𝜇)2

𝜎6  ) 

= 𝐸 (
1

2𝜎4 −  
𝐸(𝑥 − 𝜇)2

𝜎6 ) 

=
1

2𝜎4 −
𝜎2

𝜎6 

=
1

2𝜎4 −
1

𝜎4 

= −
1 − 2

2𝜎4
 

= −
1

2𝜎4 

Por tanto: 

𝑉𝐴𝑅(𝜎̂2) ≥
1

−𝑛(−
1

2𝜎4)
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𝑉𝐴𝑅(𝜎̂2) ≥
1
𝑛

2𝜎4

 

𝑉𝐴𝑅(𝜎̂2) ≥
2𝜎4

𝑛
 

NOTA:   

 𝑠2 =
1

𝑛−1
∑ (𝑋𝑖 − 𝑋̅)2𝑛

𝑖=1  tiene varianza → 𝑉𝐴𝑅(𝑠2) =
2𝜎4

𝑛−1
     Es insesgado pero no alcanza 

la cota de cramér-rao (minima varianza)  porque 
2𝜎4

𝑛−1
 >

2𝜎4

𝑛
 

 𝑠∗2 =
1

𝑛
∑ (𝑋𝑖 − 𝜇)2𝑛

𝑖=1  tiene varianza → 𝑉𝐴𝑅(𝑠∗2) =
2𝜎4

𝑛
     Es insesgado y si alcanza la 

cota de cramér-rao (minima varianza) pero el valor de 𝝁 en la vida real no se lo conoce. 

 

2.2.8. Visualización de resultados  

 

Los resultados se visualizan mediante gráficos del paquete ggplot2 del software estadístico R. Se 

presentaron casos donde se tuvo que obtener el logaritmo neperiano (𝑙𝑛) de los resultados, ya que 

estos presentaron una escala superior a la del gráfico.  

Se realizaron gráficos para la presentación de la medida de precisión de ajuste y para conocer si 

cumplen con las propiedades de insesgadez y mínima varianza.  
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CAPÍTULO III 

 

3. RESULTADOS Y DISCUSIÓN DE LOS RESULTADOS  

 

3.1. Insesgadez  

 

3.1.1. Insesgadez de la media  

 

El estimador de la media aritmética cuando no presenta datos faltantes es un estimador insesgado 

de la media poblacional, es decir, su sesgo es nulo. Se comprueba si se mantiene esta propiedad 

a partir de la aplicación de los diferentes escenarios, el tamaño de la muestra y la proporción de 

datos faltantes.  

 

Figura  1-3: Intervalos de confianza de la media. Insesgadez de la media 

Realizado por: Jamilton Vinueza y Galo Masaquiza, 2021. 

 

En la Figura 1-3 se puede visualizar en cada gráfico una línea entrecortada en el eje 𝑦 = 0, donde 

nos indica que, si el intervalo de confianza del estimador cae dentro de esta constante cumple con 

la propiedad de insesgadez.   

Entonces: 
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 En el escenario MAR, la técnica más viable de imputación es la Regresión, ya que cumple 

con la propiedad de insesgadez en las muestra 𝑛 = 100 con una pérdida de datos del 5%, 

10%, 25% y 50%, en la muestra 𝑛 = 30  con un 10%, 25% y 50%, en 𝑛 = 5 𝑦 𝑛 = 10 lo 

hace para el 50%. Mientras que en las técnicas de imputación de la media y mediana 

mantienen esta propiedad con un 5% de pérdida de datos en la muestra 𝑛 = 5.  

 Para el escenario MCAR, las técnicas de imputación de eliminación, media, mediana y 

regresión mantienen la propiedad de insesgadez del estimador de la media para muestras de 

𝑛 = 5, 𝑛 = 10, 𝑛 = 30 𝑦 𝑛 = 100 con una pérdida de datos 5%, 10%, 25% y 50%. 

 En el escenario MNAR el comportamiento es diferente, la única técnica y la más viable es la 

Regresión, debido a que cumple con la propiedad en la muestra 𝑛 = 5 con un 10% y 50% de 

datos perdidos y en 𝑛 = 10 con el 50%.  

 

3.1.2. Insesgadez de la varianza 

 

La varianza es un estimador insesgado de la varianza poblacional cuando no presenta ningún dato 

faltante y su distribución es normal, aplicando diferentes proporciones de datos faltantes, tamaños 

de muestra y escenarios de datos se comprueba si la insesgadez de la varianza se mantiene.  

 

Figura  2-3: Intervalos de confianza de varianza. Insesgadez de la varianza 

Realizado por:  Jamilton Vinueza y Galo Masaquiza, 2021. 

 



28 

 

En la figura 2-3 se puede observar:  

 Para el escenario MAR, la técnica de imputación de eliminación arrojó mejores resultados, 

ya que cumple con la  propiedad en la muestra 𝑛 = 5 con una proporción de pérdida de datos 

del 5%, 10%, y 25% y en las muestras 𝑛 = 10, 𝑛 = 30 𝑦 𝑛 = 100 con un 5% y 10%, en la 

técnica de Regresión se mantiene la propiedad 𝑛 = 5 para un 10% y 50% de datos faltantes 

y en 𝑛 = 10 para un 50%, mientras que en las técnicas restantes no mantienen esta propiedad 

debido a una posible inflación en la varianza al momento de la simulación de los datos 

perdidos.  

 En cuanto al escenario MCAR, el comportamiento es similar a MAR, pero en este caso 

técnica de eliminación mantiene la propiedad de insesgadez en las muestras n=5, 𝑛 = 10, 𝑛 =

30 𝑦 𝑛 = 100 con un 5%, 10%, 25% y 50% de datos perdidos.  

 En el caso de MNAR, la técnica de eliminación a comparación con las demás mantiene la 

propiedad en las muestras de n=5, 𝑛 = 10, 𝑛 = 30 𝑦 𝑛 = 100 con un 5% y 10% de datos 

pérdidos y en la técnica de regresión se mantiene la propiedad 𝑛 = 5 para un 10% y 50% de 

datos faltantes y en 𝑛 = 10 para un 50%.  

 

3.2. Mínima varianza 

 

La mínima varianza es la siguiente propiedad a comparar con diferentes tamaños de muestra, 

proporción de datos perdidos y escenarios.   
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3.2.1. Variabilidad de la media 

 

Figura  3-3: Mínima de la varianza. Variabilidad de la media   

Realizado por: Jamilton Vinueza y Galo Masaquiza, 2021. 

 

En la figura 3-3. se puede observar que:  

 Para los tres escenarios de MAR, MCAR y MNAR, la técnica de regresión arroja una menor 

varianza en las muestras 𝑛 = 30 𝑦 𝑛 = 100 con un 5%, 10%, 25% y 50% de datos perdidos, 

en la muestra 𝑛 = 10 con un 5%, 10% y 25% y en la muestra de 𝑛 = 5 con un 5%. Mientras 

que en las técnicas de eliminación, media y mediana arrojan una varianza inferior en 𝑛 = 5 

con un 10%, y 25% de datos faltantes. Hay que tener en cuenta que conforme aumenta el 

porcentaje de datos faltantes la variabilidad de la media va ascendiendo y en este caso se 

considera a la regresión una posible mejor técnica de imputación.  
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3.2.2. Variabilidad de la varianza 

 

Figura  4-3: Mínima varianza. Variabilidad de la varianza  

Realizado por: Jamilton Vinueza y Galo Masaquiza, 2021. 

 

En la figura 3-4.:  

 

 Se observa que en los escenarios MAR, MCAR y MNAR, la técnica de regresión arroja una 

varianza inferior en las muestras  𝑛 = 30 𝑦 𝑛 = 100 con un 5%, 10%, 25% y 50% de datos 

perdidos y en 𝑛 = 10 con un 5% y 10%, considerando una mejor técnica a comparación de 

las demás, ya que las técnicas de eliminación, media y mediana arrojan una varianza mínima 

en la muestra 𝑛 = 5  con un 5%, 10%, 25% y 50% de datos perdidos. Conforme aumenta el 

porcentaje de pérdida de datos aumenta la variabilidad de la varianza.  

 

3.3. Medida de precisión de ajuste 

 

La medida de precisión de ajuste nos indica la diferencia de los datos observados y los datos 

imputados, se considera la mejor técnica de imputación de datos que arroje una medida inferior.  



31 

 

 

Figura  5-3: Medida de precisión de ajuste  

Realizado por: Jamilton Vinueza y Galo Masaquiza, 2021. 

 

Se puede observar en la figura 3-5. que:  

 En los escenarios MAR, MCAR y MNAR, la técnica de regresión arroja una medida de 

precisión inferior en las muestras  𝑛 = 30 𝑦 𝑛 = 100 con un 5%, 10%, 25% y 50% de datos 

perdidos, en 𝑛 = 10 con un 5%, 10% y 25% y 𝑛 = 5 con un 5%. Se considera la técnica más 

efectiva, ya que en las técnicas de imputación de la media y mediana se visualiza una medida 

superior, pero en la muestra  𝑛 = 5  con un 10%, 25% y 50% de datos perdidos esta medida 

inferior a la técnica de Regresión, se puede observar que conforme aumenta el porcentaje de 

pérdida de datos aumenta la medida de precisión es menos efectiva.  
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CONCLUSIONES 

 

Los estudios realizados por distinguidos autores como Abdul Lateef Bello, Fernando Medina, 

Marco Galván, entre otros., tienen un objetivo semejante al presente proyecto, al trabajar con 

diversos métodos de imputación en situaciones de incertidumbre, sin embargo, manejan otra 

metodología. Entre los investigadores coinciden algunas de las técnicas empleadas en sus 

estudios, pero concluyen que la selección de éstas es a criterio propio, por lo tanto, las técnicas 

de imputación seleccionadas son: Eliminación por listas, imputación de la media, imputación de 

la mediana y regresión lineal.  

Mediante el análisis de la medida de precisión de ajuste, se determina que en los escenarios MAR, 

MCAR y MNAR la técnica de regresión lineal es la más idónea para trabajar con muestras a partir 

de 𝑛 = 10. Para muestras como 𝑛 = 5   la técnica de imputación más precisa es la media y la 

mediana, debido a que arrojó un valor más cercano a los datos reales.  

Al estudiar las propiedades de los estimadores, se concluye que, respecto a la insesgadez de la 

media, la mejor técnica en los escenarios de MAR, MCAR y MNAR es la imputación por 

regresión lineal, debido a que sus propiedades se mantienen en muestras a partir de 𝑛 = 30 para 

niveles de contaminación de 5%, 10%, 25% y 50% respectivamente, mientras que en las técnicas 

restantes no. En la insesgadez de la varianza la técnica más viable es la eliminación en los 

escenarios de MAR y MCAR para muestras de 𝑛 = 30 𝑦 𝑛 = 100 con el 5%, 10%, 25% y 50% 

de datos faltantes, para MNAR en muestras de 𝑛 = 5, 𝑛 = 10, 𝑛 = 30 𝑦 𝑛 = 100 con un 5% y 

10%. Conforme a la mínima varianza de la media y varianza, la técnica que arrojó una varianza 

inferior en la mayoría de contextos como 𝑛 = 10 𝑦 𝑛 = 30 para datos con escenarios de MAR, 

MCAR y MNAR es también la técnica de regresión lineal. 

Al final se desarrolló satisfactoriamente el paquete propuesto, con nombre “IDF” el cual replica 

𝑛 veces un conjunto de 𝑝 variables de naturaleza cuantitativa que sigue una distribución normal, 

a cada conjunto simula datos faltantes dependiendo de la proporción que el usuario quiera trabajar. 

Una vez que genera los conjuntos con los datos faltantes, el paquete usa técnicas de imputación 

como la eliminación, la media, mediana y regresión lineal. Finalmente, el paquete obtiene una 

medida de precisión de ajuste que sirve para comparar cada técnica y obtener la mejor, también 

comprueba si cumplen con las propiedades de insesgadez y mínima varianza para los estimadores 

de la media y varianza.  

 

 

 

 



33 

 

RECOMENDACIONES 

 

Se sugiere ampliar este estudio, trabajando con técnicas de imputación múltiple y de machine 

learning, para compararlas y diagnosticar mejores técnicas para su uso en diversos campos de 

investigación. 

En vista de que se presentó un comportamiento diferente en la técnica de regresión lineal, se 

aconseja profundizar esta práctica con una base de datos con mayor número de variables.  

Si un investigador desea imputar una matriz con muestras de 𝑛 ≥ 30 y escenarios MAR, MCAR 

y MNAR se recomienda utilizar la técnica de regresión lineal, manejando porcentajes de errores 

considerables. Para muestras pequeñas con un bajo porcentaje de datos perdidos se aconseja 

utilizar la técnica de la media o mediana, dado que en ambos casos las respectivas técnicas arrojan 

una precisión de ajuste más exacta y por ello, los datos imputados se acercan más a los datos 

reales. 

Para comprobar la propiedad de insesgadez de la media se sugiere trabajar con la técnica de 

regresión lineal en escenarios de MAR y MCAR, debido a que su propiedad de insesgadez se 

sigue manteniendo al exponerlo en diversos parámetros. En el caso de la insesgadez de la 

varianza, la técnica recomendable es la eliminación para escenarios de MAR, MCAR y MNAR 

en muestras pequeñas.  
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GLOSARIO 

 

 

Missing data: Término en inglés que se define como datos faltantes o valores que no están 

disponibles y que serían significativos para un posible análisis si fueran observados (Ware et al., 

2012). 

Machine learning: Término en inglés que se define como aprendizaje automático, la cual es una 

rama en evolución de los algoritmos computacionales que están diseñados para emular la 

inteligencia humana aprendiendo del entorno circundante (El Naqa and Murphy, 2015, p. 32). 

Mecanismo de falta de respuesta MCAR: Siglas de Missing completely at random que significa 

Pérdida completamente al azar. Refiere a que la probabilidad de faltar es la misma para todos los 

casos, por ende, las causas de los datos faltantes no están relacionadas con los datos (Van Buuren, 

2018, p. 34). 

Mecanismo de falta de respuesta MAR: Siglas de Missing at random que significa Pérdida al 

azar. Refiere a que la probabilidad de faltar es la misma solo dentro de los grupos definidos por 

los datos observados (Van Buuren, 2018, p. 65). 

Mecanismo de falta de respuesta MNAR: Siglas de Not missing at random que significa 

Pérdida no al azar. Refiere a que la probabilidad de faltar varía por razones que desconocemos 

(Van Buuren, 2018, p. 23). 

Simulación de Montecarlo: Es una técnica que combina conceptos estadísticos (muestreo 

aleatorio) con la capacidad que tienen los ordenadores para generar números pseudo-aleatorios y 

automatizar cálculos (Javier Faulín, 2005, p. 23).  

Remuestreo bootstrap: Es una técnica de remuestreo que se fundamenta en la distribución 

Empírica y la simulación de Montecarlo, lo que permite obtener estimaciones de medidas de 

precisión, así como la realización de pruebas de hipótesis (Serrano Carvajal, 2018, p. 43). 
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ANEXOS 

 

ANEXO A: FUNCIÓN LOGISTIC EN EL SOFTWARE R 

 

library(MASS) 

logistic <- function(x, p = 0.5) { 

  m <- p / 0.5 

  m * (exp(x) / (1 + exp(x))) 

} 

 

  



 

ANEXO B: FUNCIÓN GENERACIÓN DE ESCENARIOS EN EL SOFTWARE R 

naGenerator <- function(n, mec, prob, mu = c(0,0), Sigma = matrix(c(1, 0.5, 0.5, 1), nrow = 2)){ 

  y <- mvrnorm(n = n, mu = mu, Sigma = Sigma) 

  yobs <- y[, 2] 

  switch(mec, 

         mcar = { 

           r2.mcar <- 1 - rbinom(n = n, size = 1, prob = prob) 

           ymis_mcar <- y[, 2] 

           ymis_mcar[r2.mcar == 0] <- NA 

           data.frame('Y1' = y[, 1], 'Y2_obs' = yobs, 'Y2_mcar' = ymis_mcar) 

         }, 

         mar = { 

           r2.mar <- 1 - rbinom(n = n, size = 1, prob = logistic(y[, 1], p = prob)) 

           ymis_mar <- y[, 2] 

           ymis_mar[r2.mar == 0] <- NA 

           data.frame('Y1' = y[, 1], 'Y2_obs' = yobs, 'Y2_mar' = ymis_mar) 

         }, 

         mnar = { 

           r2.mnar <- 1 - rbinom(n = n, size = 1, prob = logistic(y[, 2], p = prob)) 

           ymis_mnar <- y[, 2] 

           ymis_mnar[r2.mnar == 0] <- NA 

           data.frame('Y1' = y[, 1], 'Y2_obs' = yobs, 'Y2_mnar' = ymis_mnar) 

         }) 

} 

 

data <- naGenerator(n = 5, mec = 'mar', prob = 0.01) 

data 

data[, 3] <- NA 

 

  



 

ANEXO C: FUNCIÓN IMPUTACIÓN EN EL SOFTWARE R 

imputation <- function(data, technique){ 

  switch(technique, 

         eliminate = { 

           na.omit(data[, 3]) 

         }, 

         means = { 

           if(length(na.omit(data[,3])) >= 2 & length(na.omit(data[,3])) <= (nrow(data) - 1)){ 

             data[, 3][is.na(data[, 3])] <- mean(data[, 3], na.rm = T) 

           } else{ 

             data[, 3][!is.na(data[, 3])] <- NA 

           } 

           return(data[, 3]) 

         }, 

         medians = { 

           if(length(na.omit(data[,3])) >= 2 & length(na.omit(data[,3])) <= (nrow(data) - 1)){ 

             data[, 3][is.na(data[, 3])] <- median(data[, 3], na.rm = T) 

           } else{ 

             data[, 3][!is.na(data[, 3])] <- NA 

           } 

           return(data[, 3]) 

         }, 

         regression = { 

           if(length(na.omit(data[,3])) >= 2 & length(na.omit(data[,3])) <= (nrow(data) - 1)){ 

             lr <- lm(data[, 3] ~ data[, 1]) 

             data[, 3][is.na(data[, 3])] <- lr$coefficients[1] + (data[, 1][is.na(data[, 3])] * 

lr$coefficients[2])  

             attr(data[, 3], "settings") <- c('coeff' = lr$coefficients, 'pval_coef' = 

summary(lr)[4][[1]][2, 4], 

                                              'R^2' = summary(lr)[8]) 

           } else{ 

             data[, 3][!is.na(data[, 3])] <- NA 

           } 

            return(data[,3]) 

         }) 

} 

 



 

ANEXO D: FUNCIÓN SIMULACIÓN EN EL SOFTWARE R 

simulations <- function(nSim, n, mec, prob, technique, mu = c(0,0), alpha = 0.05,  

                        Sigma = matrix(c(1, 0.5, 0.5, 1), nrow = 2)){ 

  sims <- replicate(nSim, { 

    data <- naGenerator(n = n, mec = mec, prob = prob) 

    imp <- imputation(data = data, technique = technique) 

    if(sum(is.na(imp)) == nrow(data)){ 

      meanIMp <- varImp <- mp_a <- NA 

      impVal <- 0 

    } else{ 

      meanIMp <- mean(imp) 

      varImp <- var(imp) 

      mp_a <- (1 / sum(is.na(data[, 3]), na.rm = T)) * sum((data[, 2][is.na(data[,3])] - 

imp[(is.na(data[, 3]))])^2, na.rm = T) 

      impVal <- 1 

    } 

    list('Mean Imputation' = meanIMp, 'Var Imputation' = varImp,  

         'Precission' = mp_a, "Validate Imputation" = impVal) 

  }) 

  nSimValidate = sum(unlist(sims[4,])) 

  # P. Ajuste  

  if(technique == "eliminate"){ 

    prA <- NA 

  } else{ 

    prA <- c('Mean_Pre_ajuste' = mean(unlist(sims[3,]), na.rm = T),  

             'Var_Pre_ajuste' = var(unlist(sims[3,]), na.rm = T), 

             'Coef_Variacion' = sd(unlist(sims[3,]), na.rm = T) / mean(unlist(sims[3,]), na.rm = T)) 

  } 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 

ANEXO E: MANUAL DEL PAQUETE IDF EN R-STUDIO 

1. Presentación del paquete:  

 

Package: IDF 

 Type: Package 

 Title: Funciones de simulación de datos normales y técnicas de imputación  

 Versión: 0.1.0 

 Author: Jamilton Vinueza Chalco y Galo Masaquiza Aragon  

 Maintainer: Jamilton Vinueza jamilton.vinuezac@espoch.edu.ec 

           Galo Masaquiza galo.masquiza@espoch.edu.ec  

Descripción: El paquete IDF replica n veces un conjunto de p variables de naturaleza 

cuantitativa que sigue una distribución normal, a cada conjunto simula datos faltantes 

dependiendo de la proporción que el usuario quiera trabajar. Una vez que genera los 

conjuntos con los datos faltantes, el paquete usa técnicas de imputación como la 

eliminación, la media, mediana y regresión lineal para imputar esos valores que faltan. 

Finalmente el paquete obtiene una medida de precisión de ajuste que sirve para comparar 

cada técnica y obtener la mejor, también comprueba si cumplen con las propiedades de 

insesgadez y mínima varianza para los estimadores de la media y varianza. 

 

 License: GPL-2 

 Encoding: UTF-8  

 LazyData: True 

 RoxygenNote: 6.1.1 

 

2. Funciones  

 

Antes de empezar se debe instalar y activar el paquete:  

Es necesario instalar el paquete “MASS” para que funcione correctamente el paquete 

“IDF”.  

 

Código en R:  

install.packages(“IDF) 

install.packages(“MASS”) 

library(“IDF”) 

library(“MASS”) 
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2.1. Función: naGenerator  

 

Descripción  

Esta función realiza dos pasos:  

1. Genera una matriz de datos multivariada (bivariante por defecto) que sigue una 

distribución normal.  

2. Una vez generada la matriz crea datos faltantes mediante los tres mecanismos de 

respuesta: MCAR (la probabilidad de faltar es la misma para todos los casos), MAR (Si 

la probabilidad de faltar es la misma solo dentro de los grupos definidos por los datos 

observados) y MNAR (La probabilidad de faltar varía por razones que se desconocen) 

 

Uso 

naGenerator(n, mec,prob, mu = c(0, 0), Sigma = matrix(c(1, 0.5, 0.5, 1), nrow = 2)) 

 

Argumentos 

 

mec indica el mecanismo de respuesta a simular mec = 'mcar', 'mar', 'mnar' 

prob indica la proporción de pérdida de datos a generar 

mu indica la media poblacional bivariante 

Sigma indica las varianzas y covarianzas, al ser bivariante se trabaja con una matrix de 2x2 

 

Ejemplo  

 

naGenerator(n = 5, mec = 'mar', prob = 0.1, mu = c(0,0), Sigma = matrix(c(1,0.5,0.5,1), 

nrow = 2)) 

 

2.2. Función: Imputación  

 

Descripción  

 

Esta función, a partir de la base de datos generada con datos faltantes imputa mediante 

técnicas de imputación. Existen cuatro técnicas: 

1. Eliminación por listas, se encarga de eliminar los datos perdidos y trabaja sin 

ellos  



 

2. Imputación de la media, esta técnica busca los datos perdidos y los reemplaza 

por la media aritmética  

3. Imputación de la mediana, esta técnica busca los datos perdidos y los reemplaza 

por la mediana  

4. Regresión Lineal, esta técnica construye el modelo lineal solo de los datos 

observados, y se predijo los datos faltantes mediante el modelo. 

Uso 

              imputation(data, technique) 

 

 Argumentos  

  

data Indica la base de datos donde se va imputar los datos 

technique Indica la técnica de imputación a imputar, puede ser 'eliminate', 'means', 'medians' y 

'regression' 

 

Ejemplo  

imputation(data, technique = 'medians') 

 

 

2.3. Función: Simulación  

 

Descripción  

 

Esta función genera n simulaciones de la función “naGenerator”, es decir, realiza la 

simulación de Montecarlo y da como resultado la medida de precisión de ajuste y la 

comprobación de las propiedades de Insesgadez y mínima varianza. 

Uso 

 

simulations(nSim, n, mec, prob, technique, mu = c(0, 0), alpha = 0.05, Sigma = 

matrix(c(1, 0.5, 0.5, 1), nrow = 2)) 

 

Argumentos:  

 

nSim indica el número de simulaciones 

n indica el tamaño de la muestra de cada matriz a simular 



 

mec indica el mecanismo de respuesta 

prob indica la proporción de datos faltantes a simular 

technique indica la técnica de imputación a imputar 

mu indica la media poblacional 

alpha indica el nivel de significancia 

 

Ejemplo:  

 

simulations(nSim = 10000, n = 5, prob = 0.25, technique = 'means', alpha = 0.05) 
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