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RESUMEN

El interés de esta tesis fue estudiar los niveles de Landau, los cuales aparecen a partir de la
cuantizacion de los electrones en presencia de campos magnéticos, estudiar el comportamiento
de los electrones con movimiento bidimensional en el seno de un campo magnético homogéneo.
Lo impresionante del estudio de este sistema fue que las ecuaciones de movimiento se redujeron
a la forma de un oscilador armonico cuantico unidimensional, donde la frecuencia es la frecuencia
del ciclotron y su espectro de energia luce igual al del oscilador. Para empezar, se realizé el
tratamiento cléasico a partir del formalismo candnico con el que se planted las ecuaciones de
movimiento para asi llegar al Lagrangiano y Hamiltoniano que contienen la informacién del
sistema de un electron en un campo magnético homogéneo en funcion de los potenciales
electromagnéticos. La segunda parte del trabajo corresponde al tratamiento cuantico no relativista
para representar al electron con movimiento bidimensional en un campo magnético homogéneo,
antes de empezar con la teoria cuantica por simplicidad de célculos se eligi6 el calibre de Landau,
condicion con la cual se asegura que el campo magnético se encuentre en la direccion z, el cual
no afecta en las propiedades fisicas observables. Finalmente, el Hamiltoniano y el calibre de
Landau, se introdujeron en la ecuacién de Schrédinger independiente del tiempo para ser resuelta
la misma que se solucion6 mediante series de potencia, a partir del cual se obtuvo la solucién a la
funcidn propia que de una manera elegante se reescribe en funcién de los polinomios de Hermite
y se llega a los niveles de Landau que estan degenerados y por lo tanto el conjunto de estados
para cada nivel de energia representa un nivel de Landau, ademas esta degeneracion también fue

apreciada en las densidades de probabilidad.

Palabras clave: <NIVELES DE LANDAU>, <CAMPO MAGNETICO HOMOGENEO>,
<LAGRANGIANO (FUNCION MATEMATICA)>, <HAMILTONIANO (FUNCION
MATEMATICA)>, <DEGENERACION DE NIVELES DE ENERGIA>, <ECUACION DE
SCHRODINGER>, <TRANSFORMACIONES DE CALIBRE>  <POTENCIALES
ELECTROMAGNETICOS>, <CALIBRE DE LANDAU>, <POLINOMIOS DE HERMITE>.
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ABSTRACT

This thesis is aimed at studying Landau levels which appear from the quantization of electrons in
the presence of magnetic fields, to study the behavior of electrons with two-dimensional motion
within a homogeneous magnetic field. The impressive thing about the study of this system was
the motion equations were reduced to the shape of a one-dimensional quantum harmonic
oscillator, where the frequency is the cyclotron frequency and its energy spectrum looks the same
as the oscillator. To begin with the classic treatment was carried out based on the canonical
formalism with which the motion equations were raised in order to arrive to Lagrangian and
Hamiltonian that contains the system information of an electron in a homogeneous magnetic field
based on the electromagnetic potentials. The second part of the work corresponds to the non-
relativistic quantum treatment to represent the electron with two-dimensional motion in a
homogeneous magnetic field; before starting the quantum theory for calculations simplicity the
Landau gauge was chosen, condition which it is ensured the Magnetic field is in the z-direction,
which does not affect the observable physical properties. Finally, the Hamiltonian and the Landau
gauge were introduced into the independent time Schrédinger equation to be solved, which was
solved through power series, which the eigenfunction solution was obtained in an elegant way, it
was rewritten according to Hermite polynomials and it gets the Landau levels that are degenerated
and therefore the set of states for each energy level represents a Landau level, in addition this

degeneration was also appreciated in the probability densities.

Keywords: <LANDAU LEVELS>, <HOMOGENEOUS MAGNETIC FIELD>, <LAGRANGIAN
(MATHEMATICAL FUNCTION)>, <HAMILTONIAN (MATHEMATICAL FUNCTION)>,
<ENERGY LEVELS DEGENERATION>, <SCHRODINGER EQUATION>, <GAUGE
TRANSFORMATIONS>, <ELECTROMAGNETIC POTENTIALS>, <LANDAU GAUGE>,
<HERMITE POLYNOMIALS>.
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INTRODUCCION

Estudiar teéricamente las propiedades de transporte del gas de electrones en dos dimensiones
sometido a un campo electromagnético supone uno de los temas que interesa a la fisica para dar
aplicaciones inmediatas en el campo de la tecnologia, en cuanto tiene que ver a la construccion

de dispositivos electronicos que se basan en semiconductores. (Mayado, 2011)

El presente trabajo esté estructurado en cuatro capitulos, el Capitulo I se describe los antecedentes,

los trabajos previos que sirven de guia para comenzar y los objetivos a llegar.

En el Capitulo I, se muestra todo el material bibliogréfico revisado util para la posterior

resolucion del problema.

El Capitulo Il se subdivide en tres importantes fases, en la primera fase se plantea el
Hamiltoniano para la particula cargada que interacciona con el campo electromagnético,
adicionalmente se muestra que esta descripcion es mas simple si se plantea en términos de los

potenciales escalares y vectoriales mediante las ecuaciones de Maxwell.

La segunda se discute la existencia de simetrias de calibre las cuales predicen que la fisica provista

por los potenciales electromagnéticos no cambia.

La tercera parte se estudia el movimiento de la particula interactuando con el campo usando la

mecanica cuantica mediante la ecuacion de Schrodinger.

Finalmente, el Capitulo 1V se analizan los resultados obtenidos para el caso particular del electrén
en un campo electromagnético, la aparicion de los niveles de Landau y su significado fisico en
cuanto tiene que ver a la degeneracién de estados y el espectro de energia, asi como también como

las conclusiones y recomendaciones del presente trabajo.



CAPITULO |

1. MARCO TEORICO REFERENCIAL

1.1.  Antecedentes de la investigacion

Los estados de Landau surgen a partir de la cuantizacion de las drbitas de las particulas
eléctricamente cargadas en presencia de campos magnéticos homogéneos. En la mecénica clésica,
las particulas obedecen las leyes de Newton, las cuales logran predecir sus trayectorias en todo

instante, consiguiendo asi una descripcion determinista del sistema. Para el estudio se considera

una particula con carga q y velocidad v en presencia de un campo magnético de intensidad B.
Esta particula experimenta una fuerza debida a la ley de la fuerza de Lorentz. (Aticas et al., 2012)
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Figura 1-1: Fuerza de Lorentz.
Fuente: Lev Landau.1930.

El estudio de los niveles de Landau empieza desde la comprension del efecto hall cuantico que se
entiende muy bien y puede explicarse simplemente en términos de orbitales de particulas solas,
de un electrén en un campo magnético, se comienza pues, con el problema de una particula

cargada en un campo magnético constante y uniforme. (Mayado, 2011)

En la presencia de un campo magnético los electrones estan sometidos a la fuerza de Lorentz que
curva su trayectoria en la direccion perpendicular a las del campo aplicado y su velocidad. Estos
electrones son desviados y se acumulan en los bordes de la muestra utilizada, generando un campo

eléctrico que compensa exactamente la fuerza de Lorentz.



El voltaje que resulta genera una resistencia eléctrica, llamada de Hall, que crece conforme crece
el campo magnético aplicado. No obstante, clasicamente no es posible explicar que la
dependencia de la resistencia con el campo magnético presenta una serie de escalones. Esta
dependencia es una manifestacion del caracter cuantico de los electrones y es conocido como el

efecto Hall cuantico. (villatoro, 2009)

Klaus von Klitzing en 1980, intentaba mejorar la movilidad electronica en transistores de efecto
de campo de silicio (MOSFET) en el Laboratorio de Altos Campos Magnéticos, cuando descubrid
que la resistencia Hall de estos dispositivos estaba cuantizada casi exactamente.

En estos transistores una capa nanomeétrica de silicio, que es semiconductor, es depositada entre
dos capas de 6xido de silicio, que es aislante, confinando el movimiento de los electrones en la
capa de silicio, que por su infimo grosor permite a los electrones formar gases bidimensionales
en los que se mueven libremente. Al aplicar un campo magnético intenso, la energia de los estados

electronicos se cuantiza en los llamados niveles de Landau. (von Klitzing, 1984).

++++++AI++++++_{

capa de inversicn

5i con dopaje p

Figura 2-1: Representacion esquematica de un transistor
MOSFET de silicio.

Fuente: Diaz, Carlos.2003

En presencia de un campo magnético, los niveles de energia de una particula estan igualmente

espaciados, esto quiere decir, con el espacio entre cada nivel proporcional al campo magnético

aplicado B. Los niveles de energia se llaman niveles de Landau. El espectro se ve muy, muy
diferente al de una particula libre en ausencia de un campo magnético. Se empieza con una
particula moviéndose en un plano. Esto tiene dos grados de libertad. Pero se termina escribiendo

esto en términos del oscilador arménico que tiene un solo grado de libertad. Es decir, el campo
3



magnético B reduce los grados de libertad de movimiento a uno y cambia el otro grado de libertad
por la cuantizacion de la energia. (Tong, 2016)

“~

2 IR

1/
.‘;;....h ) — 'hw -

Figura 3-1: Niveles de Landau.
Fuente: Urbina.2002

1.2. Planteamiento del problema

Existen estudios previos que describen el efecto clasico que tiene un campo magnético sobre una
carga en movimiento que es la de curvar su trayectoria: Si la velocidad de la carga es ortogonal
al campo dicha carga describira una 6rbita circular: Si la velocidad forma un cierto angulo con el
campo la trayectoria seré helicoidal: Estos comportamientos estan descritos perfectamente por la

Fuerza de Lorentz (Barco Rios, Rojas Calderdn y Restrepo Parra, 2012).

1.2.1. Efecto Hall Clasico

El efecto Hall clasico original fue descubierto en 1879 por Edwin Hall. Es una simple
consecuencia del movimiento de particulas cargadas en un campo magnético. Este efecto se
aprecia cuando por una lamina conductora o semiconductora se hace circular una corriente y se
coloca en presencia de un campo magnético. Las cargas que estan circulando experimentan la
fuerza de Lorentz y son desplazadas hacia uno de los bordes de la lamina. Esto hace que aparezca
un exceso de carga negativa en uno de los bordes en tanto que en el otro aparece un exceso de
carga positiva, lo que provoca que aparezca un campo eléctrico inducido, que a su vez ejerce una
fuerza eléctrica sobre las cargas. Esta fuerza eléctrica, actGa en la misma direccién, pero en
sentido contrario a la magnética. La acumulacion de cargas continua hasta que el campo eléctrico
se hace suficientemente grande como para que la fuerza eléctrica compense a la magnética. Esta
situacion se caracteriza por la diferencia de potencial que aparece entre los bordes denominada

voltaje Hall.
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Figura 4-1: Efecto Hall Ordinario.
Fuente: Merino, Brigitte.2020.

Las mediciones del voltaje Hall se utilizan para determinar la densidad y el signo de los portadores

de carga en un material, asi como un método para determinar campos magnéticos. (Tong, 2016).

Ta
Y
X
i 1 V V.
—k b+ b+ R+ A bR AR R+ E 7ﬁ
Figura 5-1: Esquema del efecto Hall en un conductor.

Fuente: Mascard, Pablo.2014

El efecto Hall en metales es muy pequefio comparado con los semiconductores, dada la alta
concentracion de portadores de los primeros en comparacion con los segundos. Entre los metales,
el bismuto es el que tiene un efecto Hall mayor, con mucha diferencia respecto del resto de
metales. Los portadores se desviaran dependiendo de su signo dando lugar a la acumulacion de
cargas en el borde de la placa, con lo que aparece el campo eléctrico inducido transversal llamado
campo de Hall, hasta que el equilibrio se alcance cuando la fuerza magnética compense con la

debida fuerza del campo Hall:

Fp = —Fy = —qEy (1)
El campo eléctrico Hall:
—_— 1 - - - - (2)
Ey=—|—])/]XB=—-R X B
i =)/ w7 < B)

®3)

Donde n es el nimero de portadores de carga.



Se observa entonces que la resistencia depende del campo magnético. El Voltaje Hall nos permite
determinar la concentracién de portadores y el signo de los mismos.
Ryl 4)

V. =
™ d

Para un sistema bidimensional:

Se empieza desde la relacion dada por la Ley de Ohm que relaciona la densidad de corriente con

la conductividad y el campo eléctrico:

J =oE ()

La conductividad de Drude dada por la expresion:
ng?t (6)
O, =

m

-

Se toma en cuenta que ahora ¢ y p son tensores de orden dos y las magnitudes vectoriales j VE

estan dentro de un espacio bidimensional, estando B en la tercera dimension. Asi:

_ (Pxx  Pxy
= (pyx pyy) )
Ex) Pxx  Pxy Gx)
= ; 8
Se tiene entonces,
. )
, :( 1/00 a)T/G()) G")
_wT /00 1 /Uo y
Donde:
m
Pxx = —
nq4t
(10)
B
Pxy = E

)O.?CX

>
L
—

B
Gréfico 1-1:Campo magnético y
resistividad
Realizado por: Merino, Brigitte.2020
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Gréaficamente se observa que la resistividad transversal se incrementa linealmente con el campo

magnético.
Gx> 3 (axx axy) (Ex> (11)
y Oyx  Oyy) \E)

La conductividad es la inversa de la resistividad asi:
_ 12
o= (Gxx ny) _ (pxx pxy) 1 ( )

~ \Gyx Oyy) — \Pyx  Pyy

Asi se obtiene las expresiones para la conductividad:
o, _ _ —0,WwT (13)

Oy = —— 0. = —0. =
XX 14+(wT)? xy X 14 (wr)?

Cien afios mas tarde K.von Klitzing, G.Dorda y M.Pepper, descubrieron que el Efecto Hall, en
condiciones de temperatura muy baja y campos magnéticos intensos, manifestaba caracteristicas

diferentes a las observadas por Hall, que lo identificaban como un fenémeno claramente cuantico.
(Mayado, 2011)

El problema radica en que hasta el hallazgo del efecto Hall cuantico se pensaba que tanto la
conductividad como la resistividad eran magnitudes que dependian de las caracteristicas del
material, asi como de la temperatura, de la geometria y del tamafio de la muestra. Para la
observacion del efecto Hall cuéntico, se establecen condiciones como bajas temperaturas, grado
de desorden, muestras grandes, esta dependencia con las caracteristicas del material desaparecen
dando lugar a cantidades constantes y cuantizadas, entonces para poder interpretar este resultado
se debe recurrir a la teoria cuantica. El espectro continuo de una particula cargada libre, en
presencia de un campo magnético constante, da lugar a una serie de niveles de energia, que son

los conocidos niveles de Landau. (Mayado, 2011).

1.2.2. El efecto Hall Cuantico

El efecto Hall Cudntico, sin embargo, se observa bajo condiciones muy distintas. La muestra es
de material semiconductor; y en particular, en el primer experimento, se utilizaron transistores de
efecto de campo de silicio (MOSFET o Si-MOSFET), en los cuales es posible conseguir un gas
bidimensional de electrones. Esta muestra se sometié a un campo magnético muy intenso (del
orden de 15 T), perpendicular, y a temperaturas muy bajas (por debajo de los 2K). Bajo estas
condiciones K.von Kilitzing y sus colaboradores observaron que la resistividad Hall no variaba
linealmente con el campo magnético, sino que aparecen una serie de mesetas en las cuales la
resistividad es constante, e independiente de las caracteristicas del experimento. Ademas, se

observo que la conductividad longitudinal, en la direccion del flujo de corriente, se anula
7



precisamente en los intervalos correspondientes a estas mesetas. En definitiva, la conductividad
2
Hall aparecia cuantizada como un maultiplo entero de %. Las mesetas estan separadas por

intervalos de comportamiento normal. (Mayado, 2011). En los intervalos correspondientes a las

mesetas el tensor de conductividad es:

0 -i 14
o= , M| i=12 14
iL o
h

Y la resistencia Hall (que para una muestra bidimensional coincide con la resistividad) medida

con una precision mayor que 10~ 8es:

h 25812.8010
RH = ) = —

[_q L= 1,2,3 e (15)

l

Este resultado, observado experimentalmente, es sorprendente si tenemos en cuenta que la medida

se realiza directamente sobre el material macroscépico, con toda la complejidad que ello implica.

wT i-2

(5

Grafico 2-1: Resistencia eléctrica con respecto al

campo magnético aplicado.

Fuente: Tong, David. 2016

1.3.  Justificacién del problema

La cuantizacion es un procedimiento matematico para construir un modelo cuantico para
un sistema fisico a partir de su descripcion clasica. Clasicamente una corriente de electrones
atravesando por una muestra fina de un conductor o semiconductor y sometido a un campo

magnético perpendicular a su direccion de movimiento, ocurre que este campo magnético produce
8



la desviacion de las cargas induciendo un campo eléctrico que a su vez genera fuerza eléctrica
gue es compensada con la fuerza magnética, como resultado las cargas se acumulan en el borde
de la placa y producen una diferencia de potencial, este es el efecto Hall, una de sus aplicaciones
consiste en encontrar el nimero de portadores de carga y su uso es para el estudio de conduccion
en semiconductores y otros materiales. Ademas, la resistividad y conductividad son
caracteristicas macroscopicas dependientes de propiedades de la muestra. Mientras que si las
condiciones cambian como a bajas temperaturas y campos magnéticos intensos ocurre que la
conductividad eléctrica se discretiza, los electrones bidimensionales siguen oérbitas de tipo
ciclotron debido al campo magnético. A nivel cuéantico aparecen los niveles de Landau, estos
niveles degeneran y todos los electrones libres acaban con energias en estos niveles, saltando
entre ellos conforme crece el campo magnético, dando como resultado la cuantizacion eléctrica

en el material tomando valores a saltos como escalones.

La resistividad Hall, no era lineal como se esperaba clasicamente, tenia mesetas a ciertos valores
en los cuales era constante e independiente de las caracteristicas del experimento, asi como
también la conductividad longitudinal en direccidn del flujo de corriente se anula en los intervalos
correspondientes a las mesetas, y aparace cuantizada como multiplos en funcion de la constante
de Planck, este es el efecto Hall cuantico, es por eso que este trabajo se plantea revisar la
descripcion cuéntica de esto que fue un descubrimiento muy importante ya que la resistencia
como tal pasé a ser un efecto cuantico, no solamente dependia del tipo de material, si no de su

estructura interna, su estructura atdbmica es decir su estructura cuantica.

1.4. Objetivos

1.4.1. Objetivo General

Describir los Niveles de Landau para un electron sometido a un campo magnético homogéneo

utilizando la teoria cuantica no-relativista.

1.4.2. Objetivos Especificos

e Utilizar el formalismo candnico para describir a un electrén en un campo electromagnético.
e Otorgar un tratamiento cuantico para el electrén en un campo magnético homogéneo.
e Plantear la solucion de los niveles de Landau para el caso expuesto del electron sometido al

campo magnético homogéneo.



1.5.  Marco tedrico
1.5.1. Mecéanica Lagrangiana y Hamiltoniana

La Mecénica de Lagrange o lagrangiana es una reformulacion de la mecanica newtoniana, mas
flexible y a menudo mas til para resolver problemas. Se basa en un principio de minima accion,
pero se puede obtener de la mecéanica newtoniana, ya que ambas son equivalentes. La mecéanica
lagrangiana es importante porque permite de manera natural ampliar la mecénica para incluir
campos (por ejemplo, la electrodindmica, que incluye particulas cargadas junto con campos

electromagnéticos).

1.5.1.1. Coordenadas Generalizadas

Un sistema dado de N particulas puede estar sometido a ligaduras (restricciones sobre el
movimiento de las particulas). Es el caso de una masa que se mueve sobre un plano horizontal
(cuyo movimiento en la direccion normal se encuentra anulado), 0 una masa que forma un
péndulo simple (cuya distancia al centro de rotacidn es constante). Se llaman grados de libertad
de un sistema, s, al nimero de maneras independientes en que se puede mover éste (incluyendo
implicitamente las ligaduras). Entonces s = 3N — M, donde M es el niimero de ligaduras.
Llamamos coordenadas generalizadas a cualquier conjunto de s coordenadas que nos permite
especificar de manera Unica el estado del sistema. Pueden ser coordenadas cartesianas, angulares,

etc. (Velasco, 2004). El conjunto de coordenadas generalizadas es:

q1(8), q2(0), ..., qs(t) = {q; (D)} (16)

A este conjunto asociamos un conjunto de velocidades generalizadas:

41(8), 42(0), ..., 45 (t) = {q1 ®3 (17)
A partir de las coordenadas cartesianas, y siempre que las ecuaciones de ligadura sean holénomas
(esto es, involucren sélo coordenadas y no velocidades), vamos a poder poner unas coordenadas
cartesianas en términos de las otras y definir un conjunto posible de coordenadas generalizadas.

Las coordenadas generalizadas se van a poder relacionar con las coordenadas cartesianas

mediante:
Xoi = Xai(‘h' qz, .-, qs; t) = Xai({Qj}; t) (18)
Xai = Xai({aj. 4} t) (19)
La relacion implica, en general, al tiempo (debido a que puede haber ligaduras maviles). Siempre

que el jacobiano de la transformacion anterior sea no nulo, existird una transformacion inversa:

q; = q;({Xail; 1), qj = qj({Xai'Xai}; t) (20)
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1.5.1.2. Principio de Hamilton y Ecuaciones de Lagrange.

El principio de Hamilton para sistemas conservativos en coordenadas generalizadas es:
t2
oslfal =6 | deL ((apq)i0) = 0 @
t1l

donde L es el lagrangiano, que se puede construir a través de las formulas de transformacion entre
coordenadas cartesianas y generalizadas:

L({Xai'Xai}) =T({Xai}) — U({Xai}) (22)

L({Xai, Xai}) =T({q;,q;1:t) —U({q;}:0) = L({q;.q;}: t) (23)

Este es la Lagrangiana definido como la diferencia entre la energia cinética y el potencial, depende
de las variables generalizadas, las coordenadas y las velocidades.

Para definir las ecuaciones de movimiento se utiliza la ecuacién de Lagrange que viene dada
como:

%—%(%):0, j=1,...,s (24)

En cambio, la mecanica Hamiltoniana se trata de otra reformulacién de la mecanica newtoniana
gue nos da otro punto de vista. Es un punto de partida imprescindible para formulaciones méas
tedricas de la mecanica y en aplicaciones como la mecéanica celeste o la mecénica cuantica. La
mecanica hamiltoniana consiste en utilizar como variables {q;,p;}, es decir, en sustituir las

velocidades por los momentos generalizados.

oL

L= 25
p; 3, (25)

Para obtener las ecuaciones de movimiento se parte del hamiltoniano, definido en mecanica
lagrangiana como una posible constante del movimiento. Aunque no sea constante para un cierto
problema, es una funcién que se puede definir de todas maneras. (Velasco, 2004). Se observa que,
en su definicion, contiene los momentos generalizados:
H(qj,pj,t) = z q; —oq, L(qj.q;t) = Z q;pj — L(g;,q;1) (26)
j

]

1.5.1.3. Ecuaciones canénicas de Hamilton

Se construye el Hamiltoniano a través de la transformacion de Legendre:
H(q;.p)t) = z q;p; — L(a;.4;.t) = Z a;(a;p;)p; — L(a;.4;(ap;). t) 27)
j j
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Un sistema gque admite un Hamiltoniano se denomina un sistema candnico. Estos sistemas tienen
su relevancia en mecénica cuantica, ya que la teoria se puede desarrollar solo desde el punto de

vista de sistemas canonicos. A partir de la transformada de Legendre se deriva y se obtiene las

ecuaciones:
0H )
aqj J
oH (28)
apj J
0H B oL
at  Jt

Hasta aqui lo que tiene que ver con respecto al formalismo candnico, ahora es momento de

analizar las ecuaciones que describen a la particula en un campo electromagnético.

1.5.2. Ecuaciones de Maxwell y fuerza de Lorentz

Se comprende como campo magnético a la representacion matematica del modo en que las
fuerzas magnéticas se distribuyen en el espacio que circunda a una fuente magnética. Al igual que
el campo eléctrico, el magnético es un campo vectorial, es decir, una cantidad vectorial asociada
con cada punto del espacio. Las lineas de campo magnético son una forma de representar este
campo magnético. Un campo magnético se encuentra siempre rodeando una fuente como un iméan

0 un electroiman, o también una corriente eléctrica en desplazamiento. (Sears y Zemansky, 2009)

P A
_u'j.'n_ Jf g Adbaidiy

Carriente Bucle Sg|eno|de |ménl (.je. barra La Tierra
en un cable de cable

Figura 6-1: Fuente de Campo Magnético
Fuente: Nave, Olmo. 2005

1.5.2.1. Ecuaciones de Maxwell en forma diferencial

Las ecuaciones de Maxwell dan una descripcion completa de los campos electromagnéticos leyes

que relacionan campos eléctricos y magnéticos.
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La primera y segunda ley relacionan los campos y sus fuentes, mientras que la tercera y cuarta

ley se relacionan con variacion en el tiempo.

V.E(X t) = 4mp(%, t) (29)
V.B(%t) =0 (30)

,E(#t) —VxB(# t) = —4nj (% t) (31)
0. BE ) +VxE@t) =0 (32)

Donde p(X,t) y J(%,t) son las densidades de carga y corriente, respectivamente, fuentes de los

campos electromagnéticos.

La Ley de Gauss (29) para el campo eléctrico. Muestra la divergencia del campo eléctrico que es
proporcional a la densidad de carga en el interior de la superficie; es decir, el campo eléctrico
diverge o converge desde una carga fuente, graficamente se representa con vectores, cuando estos

salen es positivo y si entran es negativo.

-
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Figura 7-1: Esquema de lineas de campo eléctrico.
Fuente: Zemansky. 2009.

La segunda (30), es la Ley de Gauss para el campo magnético, muestra la divergencia del campo
magnético es igual a cero representa la idea que el campo magnético no diverge. Intuitivamente
quiere decir que no entran ni salen vectores, a diferencia del campo eléctrico en la figura anterior,

mas bien las lineas de campo son cerradas, comienzan y terminan en el mismo lugar.
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Figura 8-1: Representacion de las lineas

de campo magnético.
Fuente: Zemansky.2009

La tercera (31), es la Ley de Ampere, muestra que cuando hay un campo eléctrico que varia con

el tiempo se produce un campo magnético. Esta ecuacién explica que, si se tiene un conductor,
que tiene una densidad de corriente ], ésta provoca la aparicion de un campo magnético B

rotacional alrededor del conductor y que el rotor de B apunta en el mismo sentido que T.

La cuarta (32) es la Ley de Faraday, explica que un campo magnético que varia en el tiempo
implica la existencia de un campo eléctrico. El rotacional del campo eléctrico es igual a menos la
derivada temporal del campo magnético con respecto al tiempo, es decir, todo campo magnético

que varie en el tiempo inducira un campo eléctrico.

1.5.2.2. Fuerza de lorentz

En la imagen a continuacién se visualiza lo que sabemos es la fuerza electrostatica que sufre una

carga g en funcion de otra carga eléctrica, considerada como fuente q1.
Si eliminamos la carga de prueba, podemos pensar que el espacio que rodea a la carga fuente ha

sufrido algun tipo de perturbacidn, ya que una carga de prueba situada en ese espacio sufrird una

fuerza. (Barco Rios, Rojas Calderdn y Restrepo Parra, 2012).

14



Figura 9-1: llustracion de la interaccién y generacién de campos
eléctricos y fuerzas eléctricas para el caso <0

Realizado por: Merino, Brigitte. 2020

Figura 10-1: llustracidon de la interaccion y generacién de campos
eléctricos y fuerzas eléctricas para el caso g>0.

Realizado por: Merino, Brigitte. 2020

Esta expresion muestra la fuerza eléctrica ejercida sobre una carga q de prueba debido a un campo

eléctrico producido por otra carga g1 considerada como la carga fuente.

Una particula cargada que se mueve en un campo eléctrico sufre una fuerza eléctrica F, en la

misma direccion del campo E que curva su trayectoria. Si la particula alcanza el espacio
comprendido entre las dos placas segin una direccion paralela, se desviara hacia la placa positiva,
si su carga es negativa y hacia la negativa en caso contrario, pero siempre en un plano vertical, es

decir, perpendicular a ambas placas. (Serway y John W. Jewett, 2005)
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Figura 11-1: Trayectoria de un electrén en un

campo eléctrico uniforme.
Realizado por: Merino, Brigitte. 2020

En conclusion, y como consideracion general esto nos muestra que la fuerza eléctrica sobre un

cuerpo cargado es ejercida por el campo eléctrico que otros cuerpos cargados originan.

Una carga en movimiento o corriente movil crea un campo magnético en el espacio circundante,
ademas de su campo eléctrico. (Serway y John W. Jewett, 2005)
El campo magnético ejerce una fuerza sobre cualquier otra carga o corriente en movimiento

presente en el campo.

La magnitud de la fuerza magnética F_B) es proporcional a la magnitud de la carga y al campo
magnético B. (Serway y John W. Jewett, 2005)

La fuerza magnética F_B) depende de la velocidad de la particula.

La fuerza magnética F_B’ es perpendicular al campo magnético B y a la velocidad v.

Cuando la velocidad ¥ es paralela al campo magnético B, la fuerza magnética FTQ €s cero.

El valor maximo de la fuerza magnética E sedacuando vy B son perpendiculares entre si. (Barco
Rios, Rojas Calderdn y Restrepo Parra, 2012)

Fs =q( x B) (34)
Fg = quBsin®

En el caso de que forme un angulo entre la velocidad y el campo magnético. En conclusion,
cuando una particula carga se mueve a través de una region del espacio donde estén presentes los
campos eléctricos y magnéticos, ambos ejerceran fuerzas sobre la particula, por lo tanto, la fuerza
total conocida como la Fuerza de Lorentz serd la suma vectorial de las fuerzas eléctricas y
magnéticas asociadas. La interaccion entre una particula cargada y el campo electromagnético
viene dada por:

dp
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1.5.3. Potencial Escalar y Vectorial

Los potenciales son funciones matematicas, el potencial escalar @ es una herramienta Gtil para
describir el campo eléctrico, estd definido solamente en regiones del espacio donde no hay
corrientes, 'y cuando eso ocurre es matematicamente analogo al potencial

eléctrico en electrostatica. (Ruz y Castro, 2018)

El potencial vectorial o vector potencial magnético A es un campo vectorial tridimensional cuyo

conocimiento permite conocer el campo magnético. (Griffiths, 1942)

1.5.4.  Transformaciones de Calibre de los potenciales

Las leyes de la fisica no pueden depender de la arbitrariedad que provenga de los formalismos
matematicos que describen la evolucion de los sistemas. Hay varios ejemplos en los cuales se
tiene arbitrariedad en algunas cantidades, que no pueden ser medidas experimentalmente, las
cuales se invocan para facilitar los calculos o que simplemente su presencia en las ecuaciones no
altera los resultados fisicos que se pueden obtener de estas. En electrodinamica, aunque el campo
electromagnético es siempre conservativo, se puede presentar una arbitrariedad en las ecuaciones
que lo describen debido a la naturaleza misma del campo. La arbitrariedad en este caso también
proviene de las funciones potenciales para el campo, donde cambiar los potenciales en virtud de
dicha arbitrariedad representa una transformacion que cominmente se denomina transformacion
gauge. La electrodindmica semiclésica no es invariante bajo esta clase de transformaciones, en
contraste con la electrodinamica clasica y la electrodindmica cuéantica que si son invariantes.
(Zambrano, Sanchez y Morales, 2003). Estas transformaciones nos muestran que la teoria no varia. Para

el potencial escalar y vectorial magnético vienen dado como:
®->d—0, X A-A+vX (36)

1.5.5. Teoria Cuéntica no-relativista

1.55.1 Ecuacion de Schrodinger

La ecuacion de Schrodinger describe la evolucion temporal del estado cuantico de un sistema
fisico no relativista, y muestra una relacion cuantitativa entre la onda y la particula, que nos dice
de que forma la onda determina la probabilidad de observar la particula en un determinado lugar.

(Gratton, 2003).

La forma mas general es la ecuacién dependiente del tiempo, la cual describe un sistema que

evoluciona con el paso del tiempo:
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hZ
—5= V@) +VED W@ = o) (37)

Donde el vector (#) representa las coordenadas espaciales
La ecuacion de Schrodinger se puede obtener por un proceso denominado primera cuantizacion,
en el cual,

S " oY(#,t 38
3 = —inb, EeE:ih%, (38)

donde, p es el operador momento y E es el operador energia (Martin Eisberg & Resnick, 1985, pp. 132-
133).

La ecuacion de Schrodinger independiente del tiempo es la ecuacion que describe los estados
estacionarios. Solo se utiliza cuando el Hamiltoniano no es dependiente del tiempo. La ecuacién
de Schrédinger independiente del tiempo, en terminologia de algebra lineal, es una ecuacion

con autovalores. (Ruz y Castro, 2018)

h? . - .
o V(@) + V(@) Y (&) = E(@) (39)
Los estados propios o funciones propias ¥ (), son las que definen la energia total del sistema.

En mecénica clésica, la energia total es denominada Hamiltoniano,

o2

HGP) = 2+ V@), (40)

sin embargo, en la teoria cuantica, los operadores son requeridos. Para obtener el operador
Hamiltoniano, se emplea el operador del momento candnico (38), obteniendo:
. h? (41)
H=_—V>+V(®),
sV TV
dicho de otro modo, la ecuacién de Schrédinger independiente del tiempo se reescribe como:
HYX) = EYp ). (42)

La energia total del sistema esté definida por el operador Hamiltoniano H.

1.5.5.2. Funcién de Onda

La funcién de onda (7, t) es inherentemente compleja y por lo tanto no se puede medir con un
instrumento real. Pero esta es una caracteristica deseable pues nos impide atribuir a la funcion de
onda una existencia fisica como (por ejemplo) la de las olas de la superficie del agua. En realidad,
Y(7,t) no es mas que un instrumento de calculo que solo tiene significado en el contexto de la

teoria de Schrodinger de la que forma parte. La funcion de onda contiene toda la informacion
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sobre la particula asociada, compatible con el principio de incerteza. Para obtener esa informacion

hay que relacionar (7, t) con las variables dindmicas de la particula asociada. (Gratton, 2003).

1.5.5.3. Cuantizacion de la energia

Cuantizar significa conocer el sistema fisico en términos cuanticos de la energia de la particula.
Por lo tanto, los valores permitidos de la energia para la particula cuantica estan bien separados y
forman un conjunto discreto. Resulta, entonces que la energia de una particula cuya energia
potencial es independiente del tiempo esta cuantificada, pues solo para un conjunto discreto de
valores Ey, E,, E5 ....de la energia (que se denominan niveles de energia) hay soluciones aceptables
de la ecuacion de Schrddinger independiente del tiempo. (Gratton, 2003).

1.5.5.4. Cuantificacion de la energia en la teoria de Schrodinger:

Si larelacion entre V(x) y la energia total E es tal que una particula clasica esta confinada (ligada),
los niveles de energia permitidos son discretos.
Si esa relacion es tal que una particula clasica no esta ligada, la energia total puede tomar cualquier

valor, de modo que los niveles de energia forman un continuo. (Gratton, 2003)

1.5.6. Método de Separacién de Variables

Este es uno de los métodos mas antiguos para encontrar soluciones particulares de Ecuaciones
Diferenciales Parciales (EDP) lineales. Basicamente permite reducir el problema de la bisqueda
de soluciones de cierto tipo de EDP a problemas de resolucion de ecuaciones diferenciales
ordinarias. (Mafia Baenas y Alonso, 1988). EI método de separacién de variables para la solucién de

una ecuacién diferencial parcial consiste en proponer una solucién del tipo:

u(x, t) = p()T(V) (43)

Donde ¢ (x) es una funcién dependiente de x, T (t) es una funcion de t. Se introduce esta solucion
en la ecuacion diferencial, de manera que se proporcione las mismas variables de un lado y del
otro. A continuacion, un ejemplo:

Se tiene la ecuacion de calor:

ou 9%u
—=k— 44
ot kaxz (44)
Introduciendo (43) en (44):
oT 9%¢
= 45
() 5= k== T(t) (49)
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Se divide a los dos miembros por k¢ (x)T(t):
10T 10%
KT ot ¢ 0x2

Como se puede ver las variables estan separadas en el sentido de que el lado izquierdo es una

(46)

funcidn que depende solo de t y el lado derecho es una funcion que depende solo de x. Por tanto,
ambos lados de la férmula deben ser constantes, y escribiremos:
19T 102
T A | (47)
KT ot ¢ 0x?
Donde A es una constante arbitraria. La ecuacién anterior se desglosa en dos ecuaciones

diferenciales ordinarias, una para ¢(x) y otra para T(t):

%¢
_— — _)\
dx2 ¢ (48)
or = —AKT
ot
La ecuacion diferencial ordinaria dependiente de t, y cuya solucidn es:
oT
— = —AKT (49)

ot
T(t) = —ce KT
Donde c es una constante arbitraria. La funcion ¢(x) dependiente de la variable espacial x. La
solucién no trivial que existe solamente para algunos valores de A, se llama auto funcién
correspondiente al autovalor A. (Pablo, Pestana y Rodriguez, 2002). Como esta ecuacion es de segundo
orden, lineal, homogénea y de coeficientes constantes, se considera su polinomio caracteristico:

r?=-)

(50)
Se distinguen entonces 3 casos para A y sus soluciones:
Si A < 0, entonces las dos raices son reales y distintas r = +v—2x
La solucién viene dada por:
@(x) = cleV= 4 2~V (51)
cly c2 son constantes arbitrarias.
Si A = 0, entonces r = 0 es una raiz doble.
La solucion viene dada por:
@(x) =cl+c2x (52)

Si A > 0, entonces existen dos raices imaginarias puras r = +iv
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La solucion viene dada por:

(x) = c1 sin(VAx) + c2 cos(VAx) (53)

1.5.7.  Resolucion de ecuaciones diferenciales por el método de serie de potencias

El método de las soluciones en series, es uno de los métodos mas antiguos de la teoria de las
ecuaciones diferenciales. Consiste en determinar los coeficientes Cy, C;,C, . . . de modo que la

funcién. (Nufiez, 2002)

y(x) = Co+ Ci(t—to) + Co(t—tp)* + - = Z Cr(x — xo)™ (54)
n=0

sea solucidn de una ecuacion dada, en un intervalo alrededor del punto x = x,
Si xy, = 0, entonces:

y(x) = Co + Cit+ Cot® 4 - = Z Cpx™ (55)
n=0

Dependiendo la ecuacion a resolver se sacan las derivadas:

o

y'() = ) nCpx!
n=1

o (56)
y'(x) = Z n(n—1)C,x"?

n=2
Estas derivadas se introducen en la ecuacion diferencial, se igualan los indices, con el fin de llegar

a una ecuacion que sirva para hallar los coeficientes Cy, C; _conocida como la ecuacion de

recurrencia. A continuacion, un ejemplo considerando la ecuacion diferencial:

y'+y=0 (57)

co

y'(x) = Z nCpx™

n=1
. (58)
y'(©) = ) = 1)Cpx"
n=2
Sustituido en la ecuacién:

y'+y=0
Z n(n—1)Cpx™ 2 + Z Cpx™ =0 (59)
n=2 n=0
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Se igualan los indices:

o]

Z n(n—1)Cpx™ 2 + i Cpx™ =0 (60)

n=2 n=0

Utilizando k, donde k=n-2, por lo tanto, se tiene n=k+2. Si n=2, entonces k=0.

Z(k +2)(k + 1)Crapx® + Z Cpx™ = 0 (61)
k=0 n=0
D 10+ 2) 0 + Gz + G 2 = 0 (62)
k=0

Entonces la ecuacion de recurrencia vendria dada por:

(k+2)(k+ 1)Chyp + G =0 (63)

Cisz = —Ci
2T e+ 2)(k+ 1)
A partir de esta ecuacion se pueden dar valores a k para hallar los coeficientes.

conk=0,1,2,... (64)

1.5.8. Polinomios de Hermite

Los polinomios de Hermite son una secuencia de polinomios ortogonales clasicos que surgen en
la probabilidad, por ejemplo en la fisica donde dar lugar a los estados propios del oscilador

armonico cuantico.(Sanchez, 2000).

Los polinomios de Hermite vienen definidos en toda la recta real, vale decir, x € (—oo, ), por
lo cual la funcion peso w(x) en el producto interno deberd decrecer mas répido que |x|", para

garantizar que la norma de los vectores en este espacio vectorial sea finita. La funcion mas simple

x2

.. 2 -, . =
que cumple estos requisitos es w(x) = e~* (también algunos autores utilizan w(x) =e 2).
(Hernéndez y Ndfiez, 2010). Esto es, el producto interno entre los polinomios de Hermite vendra

definido como:

f dx w()f (g () = f dx e F(0)g(x) (65)

Debido a las formulas de Rodrigues y al peso que hemos considerado anteriormente, se definen

los polinomios de Hermite mediante la expresion:

n

H,(x) = (_1)nex2 %e—xz (66)
Se tiene que:
Hy(—x) = (—1)"H,(x) (67)
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Es decir, H,, es par si n es par, e impar si n es impar. Los primeros polinomios de Hermite son:

Hy(x)=1
H,(x) = 2x
H,(x) = 4x%2 -2 (68)

Hi(x) = 8x3 — 12x
Hy(x) = 16x* — 48x2% + 12

1.5.8.1. Propiedades béasicas de los polinomios de Hermite

Funcion Generatriz: La funcion generatriz de los polinomios de Hermite esta definida como:
G(x,t) = et e (69)

A partir de esta funcidon se observan propiedades:
Ortogonalidad: Los polinomios ortogonales son conjuntos de polinomios que forman
una base ortogonal de cierto espacio de Hilbert. (Sanchez, 2000).

f e " H, (x)H, (x)dx = 0 paran #m (70)

Ecuacion de Hermite: Los polinomios de Hermite son solucién a la ecuacion diferencial de

Hermite:

y"'(t) - 2ty'(t) +2ny =0 (71)

Matematicamente, esta ecuacion corresponde a casos particular del problema de Sturm-Liouville,
vale decir, ecuacion de autovalor para un operador diferencial autoadjunto. Los polinomios de
Hermite son un caso particular de soluciones a un problema de Sturm-Liouville. Dichas
soluciones forman un conjunto completo y ortogonal, con cierta funcion de peso. En el caso de
familias de polinomios ortogonales, existen relaciones de recurrencia que vinculan cada
polinomio con los de grados inmediatamente anterior y posterior, y tipicamente poseen una

funcion generatriz. (Jorge L Ferrante Colaboradora y Sandra Barrutia, 2014)
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CAPITULO Il

2. MARCO METODOLOGICO

2.1. Descripcion clésica de un electrén en un campo electromagnético

Para empezar, se necesita realizar un analisis riguroso de la particula cargada bajo la influencia
de los campos eléctricos y magnéticos para lo cual haremos uso de los conceptos basicos pero
necesarios de la electrodinamica clésica.

Sea una particula con carga g, moviéndose a bajas energias (no relativista) dentro de una region
con un campo eléctrico E y magnético B . La interaccion entre una particula cargada y el campo

electromagnético viene dada por:

F=—=q(E+7¥ xB) (72)

Donde,
p = mv (73)
El miembro derecho de (72) es la fuerza de Lorentz sobre una particula cargada de carga g que se

R ., — —
mueve bajo la accion de los campos E y B .

2.1.1. Forma potencial de las ecuaciones de Maxwell

Es necesario representar estas ecuaciones con los potenciales escalar y vectorial que son funciones
matematicas, obtendremos unas ecuaciones sistematicas, faciles de tratar que proveeran mayor

informacién y nos simplifican el problema para poder hallar los campos eléctricos y magnéticos.

Satisfaciendo la ecuacion (30), se deduce que el campo magnético es el rotacional de un potencial
vector A(%, t) , asi pues:
B(#%t) = Vx A(% t) (74)

En la ecuacion (32) aplicamos (74):

0, (VX A& D) +Vx E@® ) =0 (75)
vx (E@ 6+ 04 1) =0 (76)

Si la expresion E(X,t) + 0. A(%,t) tiene rotor nulo, se denomina un campo irrotacional, y su
descomposicién de Helmholtz se reduce a:

E@®x ) = —VO(%,t) — 9, A%, t) (77)
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Esto significa que, en situaciones no estacionarias, el campo eléctrico no deriva de un potencial
escalar, sino que también incluye la derivada temporal del potencial vector magnético.
Aplicando (77) en (29):

V.(-VO@, 1) — 0, A(%,0)) = 4mp(, £) (78)

V2D(Z,t) — 0,2D(%,t) + 0, V.AR ) + 0,2D(%,t) = —4mp(X, t) (79)

No se altera la ecuacién por aumentar estos términos: —d,2®(%,t) y +9,2®(%, t) en (79) Por lo

gue tenemos:

V2O, t) - 00 1) + 0, (VAR 6) + 0,0 1)) = —4mp(, ) (80)

Ahora en (31) sustituyendo los cambios anteriores (74) y (77), se tiene:

0, (—Vo(%,t) — 9, A®,0)) — V x (Vx A&, 1)) = —4n] (%, 1) (81)
Haciendo uso de la identidad del rotacional:
V x (v x AR, t)) = (v AR, t)) ~V. (VZ(;?, t)) (82)
Se llega a:
—0,Vo(F, 1) — 9,° A1) — V (V. AGE )+ V2A®,0) = —4n](F,0) (83)

De la ecuacion (83) se agrupa los términos — V (V AR, t)) , —0,Vd(X,t) y reordenando la
expresion anterior tenemos:

VZA( 1) - 024 1) = —4n] (2, 0) + V (VAR 6) + 0,0, 1)) (84)

A continuacién, a manera de resumen las ecuaciones de Maxwell en funcién de los potenciales:

B(#%t) = Vx A(% t) (74)

E@# t) = —VO(%,t) — 9, A%, t) )

V2O (X,t) — 0, 2D (%, t) + 0, (V. AR ) + 0,9, t)) = —4mp(%,t) 79)
VZA( ) - 024 1) = —4nf(2,0) + V (VAR 0) + 0,0, 1)) -~

2.1.2. Importancia de los potenciales electromagnéticos

Los potenciales, escalar @ (%, t) y vectorial magnético A(%, t) permiten de una manera mas facil
conocer el campo eléctrico y magnético, respectivamente, son herramientas matematicas Utiles
para sistematizar el problema en campos electromagnéticos en general. Las ecuaciones de
Maxwell contienen las fuentes que permite de alguna manera hallar directamente los campos,
pero esto es complicado, por lo que dichas ecuaciones se expresan en funcion de los potenciales
a partir de las fuentes J(& 1) y p(%,t) .

25



2.1.3. Invariancia de calibre de las ecuaciones de Maxwell

Dichas transformaciones se conocen como transformaciones de calibre y se dice que la teoria
presenta invariancia de calibre. Este tipo de invariancia es de importancia fundamental en fisica
y estd intimamente ligada a la nocién de interaccion. Se tiene entonces que el campo
electromagnético viene descrito por toda una familia de potenciales que difieren entre si por

transformaciones de calibre. Estas transformaciones dejan invariantes los campos.

A partir de las transformaciones introducidas en (36) se muestra como los campos quedan

invariantes al ser introducidas en las ecuaciones de Maxwell:
®->d—0, X A-A+VX (36)
A partir de las ecuaciones (74), (77), (79) y (84).

Introduciendo las transformaciones en (74):

Bx,t) =vx (4G 1) +VX&1)) (85)

Considerando la propiedad del rotacional dado por: Vx(VX(ic’, t)) = 0 en la expresién anterior
obtenemos que la ecuacién queda invariante bajo la transformada:

B t) = Vx A%, t) (86)

Ahora en la ecuacion (77), introducimos (36):
E®6) = -V(®@ 1) - 0, X(F,0)) -0, (AR 0) + VX(&,1)) (87)
E@t) = -Vo(xt) — o, A t) (77)

La ecuacion (77) queda invariante.

En la ecuacion (79) aplicamos el calibre de igual manera (36):

V2(® = 0, X) — 0. (® — 9, X) = —4mp — 9, (V.(A+VX) +0,(® — 0, X)) (88)
V2 — 9, V2X — 0,%® + 9,2(8,X) = —4np — 9, V. A — 8,V2X — 8,20 + 8, (8,°X) (89)
V2® — 0,°0 = —4mp — 0, (V.A+0,® ) (79)

Se recupero la ecuacion (79), es decir es invariante bajo calibre.

Ahora el mismo procedimiento en la ecuacion (84):

V2(A+VX) = 0,2 (A+VX) = —4n] + V (V.(A+VX) + 0,(® - 3, X)) (90)
V2A+V(V?X) — 8,24 — 0,°VX = —4mp + V (V.4 + VX + 0,® — 9,” X) (91)
V2ZA(R ) — 0,24 t) = —4nJ (%, t) + V (v.j(az, t) + 0,0, t)) (84)

Se recupera la ecuacion (84) en el proceso anterior.

26



electron en un campo

2.2. Mecanica Lagrangiana y Hamiltoniana del
electromagnético.

A partir de la ecuacion de la fuerza de Lorentz (35):

- dﬁ - - —

F:E:q(E-H;XB) (35)
Utilizando (74) y (77) en (35):
Fo¥_, (—VCID(J? 0 -0, A0 +7 x (VA t))) ©92)
dt /] t )] ’
Usando la identidad del producto vectorial triple en la ecuacion anterior:

¥ x (Vx 4A) =V(0.4) — (3.4 ©3)
F= ‘;—f =q(-Vo@E 1) -9, AE 1) +V(3.4E D) - 3.VAE.1) ) (94)
(95)

= dﬁ 2o - > 2o - r o
F=—=q (-0 d@ 6 -V (2@ ) - 3.4GE D)) - (B.VAGE L))
Como se puede observar en la ecuacion anterior esta de manera implicita el potencial generalizado

U, recordando que la energia potencial de un cuerpo es una consecuencia de que el sistema de

fuerzas que actla sobre el mismo sea conservativo.
(96)

U=q(e@E 1) - 5.4E1))
El potencial generalizado se relaciona directamente con la velocidad. Y segln se sabe de la
segunda ley de Newton la fuerza es conservativa, tal que las componentes cartesianas de la fuerza

equivalen al gradiente de la energia potencial cambiado de signo:
d p =3
Lof=-w (97)
dt
Con esto entonces:
dﬁ - > 2o
i —qV (Cb(x, t) — v. A(x, t)) (98)
Donde,
ﬁ =1+ qA (99)

Es el momento canonico, la forma de introducir un campo electromagnético en Mecanica

Cuantica.
Partiendo de la ecuacién (95):

dp (—at AR ) — (B.VAGE L) -V (qb(f, t) — (100)

3. A, t)) )

ﬁ = — =
at 1
Los primeros términos luego del paréntesis corresponden a una derivada Convectiva o Sustancial,

que viene de la forma:
d - - -
7 AG D =0 A + 0. VAR, ) (101)
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Esta derivada relaciona el ritmo de variacion con el tiempo de una propiedad de una particula,

como lo es A(%, t), esta no es mas que una de las muchas generalizaciones del concepto de

derivada que aparecen en fisica.

Se usa el diferencial total de A(%, ¢) :

- -,

. <a E) <a A) (a A) <a E) (102)
dA(X,t) = (Vxdt) + (Vydt) + (Vzdt) + 5t dt

Que no es mas que una combinacion lineal de diferenciales cuyas componentes son los del

gradiente de la funcion A(%, t).
Ahora dividiendo (102) para dt:

d . 1[(04 04 04 oA 103
d—A—a< >(det)+< >(Vydt)+< >(Vzdt)+<at>dt] (103)

Tomando en cuenta las expresiones:

(Vxdt) = dx
(Vydt) = dy (104)
(Vzdt) = dz

En la ecuacién (103) los dt de cada término del diferencial total de A%, t) se eliminan con el dt

gue dividimos en toda la expresion, obteniendo dos expresiones:

24 Vx + 04 Vy + 04 Vz = (B3.VAR, )

ox ) X\ Gy )Y T\ Gy )T WA (105)
1 (04 . (106)
dt<6t>dt 0;A(X,t)

Entonces se obtiene:

d - - -
SAGED = 0,AGD + (B.DAG, D (107)

A manera general se observa que a medida que el electron se mueve el potencial siente los

cambios, porque el potencial cambia con el tiempo, y cuando pasa el tiempo cambia de posicion

y su validacion espacial.

Se parte de las ecuaciones de movimiento de Euler-Lagrange, que en resumen son las ecuaciones
de Newton generalizadas:

d (OL(%,v,t)\ OL(X,v,t)
dt -

v 0x

(108)

La Lagrangianaes L(X,7,t), Yy el Hamiltoniano H (%, p, t)
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Se hace uso de las ecuaciones que se dan a continuacion:

()->
(-5

Como el tiempo avanza la funcion cambia, y lo hace porgque depende del tiempo y el tiempo varia

y también porque X, ¥ cambian a medida que evoluciona el sistema. Se cabe recalcar que p y ;5
no son lo mismo.

El diferencial total de la funcion Lagrangiana viene dado por:

dL oL oL
X, 0,t) = |=—=|dx + == |dv + |— 111
dL(x,9,0) (af) d“(aﬁ)d”aJZ(at)dt (111)
dL(X,B,t) = pdX + pdv + (E) dt (112)
El termino ﬁdﬁ se lo puede expresar de la forma:
pdv = d(vp) —vdp (113)
La ecuacion (113) se introduce en (112):
5 0L
dL(Z,3,0) = pdZ + d(BP) — Bdp + (E) dt
. > o o (0L (114)
dL(x,v,t) —pdx — d(vp) + vdp = (E) dt
Por otro lado, esta también el diferencial total para el Hamiltoniano:
dH(*ﬁt)—(aH)d*+(aH>d*+<aH)dt 115
x; p; - a)—g X aﬁ p at ( )
Empleando las ecuaciones canonicas de Hamilton dadas en (28):
G-s G GD-G)
9z) - P ap) ¥ FIART: (116)

Estas ecuaciones se introducen en (115) con la finalidad de encontrar la relacion con la

Lagrangiana.

. oL
dH(®, B,t) = —pdZ + 3dp — (E) dt (117)

Ahora en la ecuacién anterior se introduce el término despejado en (114):

dH(%,B,t) = —pdX + Bdp — dL(Z, ¥, t) + pdx + d(Bp) — Bdp (118)
Se simplifica:
dH(%,p,t) = —dL(X,7,t) + d(vp) (119)
Asi se llega a definir el Hamiltoniano:
(120)

n
HG Bu ) = ) T — LG B0
i=1
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Segun el principio de Hamilton la Lagrangiana esta definida como:
L(xX,7,t) =T(%,v) — UX) (121)

En (96) ya se defini6 el potencial U, este se introduce en la ecuacion anterior:

L=T-q(o@®)-.4@E0) (122)

L= %mvz —q(o@ ) - 5.4GE 1)) (123)

Introduciendo el momento conjugado:

N 1 2 > ey 1
f=om= (Emv —q(tp(x,t)—v.A(x,t))) =11+ q4 (124)

Donde IT = mv es el momento cinético, entonces el momento conjugado en funcion del potencial
vector:

En (120), se aplica el momento conjugado, y el lagrangiano ya definido:
- o S5 1 N
H=p.9—-L=(mv?+qd.4) - (Emv2 —q® + qv.A) (126)

Desarrollando la expresion se obtiene el Hamiltoniano para la particula cargada en un campo
electromagnético:

2 _ 2
2mv mv (127)

H=T+q® = > + q®

Como el hamiltoniano representa la energia total de la particula sometida a un campo

electromagnético y sabemos que:

N=p—-qA (128)

Tenemos finalmente la ecuacion de la energia en funcién de los potenciales:
1 12 (129)
E=—(p—qA ®=H
2m (p 1 ) tq

Con esta ecuacion encontrada de la energia ya sera posible comenzar el tratamiento cuantico.

2.3.  Descripcién cuantica de un electrén en un campo magnético homogéneo.

Se comienza con el planteamiento de la ecuacion de Schrédinger Independiente del tiempo para
una particula de carga g moviéndose en el seno de campo magnético B se obtiene haciendo el

cambio del momento candnico p — p — qA, donde A es el potencial vector.

30



También se propone el campo magnético es constante B = Be,, como se aprecia en la imagen a

continuacion:

-

B

¥
"

i
E

Figura 1-2: Representacion cartesiana del campo

magnético y eléctrico en la muestra.

Realizado por: Merino, Brigitte.2020

Desarrollando la expresion donde el campo magnético se relaciona con el potencial vector.
B=vxA
(130)
B = (0,4, — 0,A))e, + (0,4, — 8,A,)e, + (0,4, — 0,4, )e,
Como el campo magnético es constante en el eje z se tiene que los otros términos se anulan.

B = (0,4, — 9,4, )e, (131)

Por cuestion de simplificar calculos, existe libertad de calibre en la eleccion del potencial vector
para un campo magnético. Las propiedades fisicas no se ven influenciadas por la eleccion del

calibre.
B = (0,4,)e; (132)

Integrando la anterior expresion:

f (0,4,) = f Bdx (133)

Ay = Bx
Esto se llama calibre de Landau, para un sistema bidimensional de electrones moviéndose en el
plano x-y. El Hamiltoniano no depende de y,z, los operadores p,,p, conmutan con el
hamiltoniano, por lo tanto, estos operadores comparten autofunciones con el hamiltoniano:
Hy = EY
py¥ = IpylYp = hkyyp (134)

pz¥ = |ps|Y = hk,
Escribiendo la ecuacion de Schrodinger independiente del tiempo para ¥ (x, v, 2):

HY(x,y,z) = EY(x,y,2) (135)
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pZ
HY(x,y,2) = [ﬁ] Y(xy,2)

Introduciendo el momento candnico antes mencionado en (2.54):

5 — qA]? (136)
Hlp(ny'Z) = %lp(xiyiz)
Se resuelve el término al cuadrado:
N S (137)
_|p? P.qA  (q4)
Hlp(x'}’:z) - Zm m + Zm l/J(x:)’;Z)
Aplicando primera cuantizacion, se introduce el operador momento:
p = —ihV (138)
(139)

Quedando en la ecuacion de Schrddinger:

> 2
qA . dqA
(2—) + 1h——my Y(x,y,2) = EY(x,y,2)

hZ
Ve
va Wlxy.2) + m d

Lo cual la teoria nos asegura que solucién a la misma es la siguiente funcidon propia de la forma:
P(x,y,z) = e (Koy+Ka?) o (x) (140)

Lo cual dice que la particula se comporta como libre en el eje y y z, ondas planas en esa direccion.

Esta solucion se introduce en la ecuacion (139):

>\ 2
Rz A d q4,] | _ (141)
_%VZQL(KYJ""KZZ)(p(x) + (q_)+ h@%l el(Kyy+KzZ)(p(x) = Eel(Kyy+KzZ)q)(x)
Reduciendo la ecuacion anterior y eliminando el término e (Kyy+Kz2).
h? d> wK,:  RPK,’ qA)’  hK,qA
et | 0 + [~ o) = Eco) (142)
donde se introducen los siguientes cambios,
hk
x'=x——=~
maw
A = Bx (143)
w=%
m

Esta ultima es la conocida frecuencia del ciclotrén, que describe el movimiento circular de las

particulas bajo la influencia de un campo magnético.
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Figura 2-2: Movimiento circular del electron.

Realizado por: Merino, Brigitte. 2020

Se desarrolla el segundo término y se sustituye los cambios de (143) y simplificando se llega a:

h? d?
 2mdx”?

2 2
o) + %wzmx'zq)(x') = (E - hz'f,j )«p(x') (144)
La ecuacion anterior describe la situacion fisica del oscilador armdnico simple.
Utilizando la equivalencia anterior se va a demostrar cuales son los niveles de energia de la
particula cargada si K, = 0 (por simplicidad) y se propone w?m = C en la ecuacion (144):
h? d? 1

“amae? PO T ZCX 00 = Eo(x)) (145)

La frecuencia clasica viene dada por:

w = 2mv
(146)
C =4mv’m
Entonces:
h? d? , . 2 , (147)
T Imar? e(x") + 2nv*mx""p(x") = Ep(x")
Si se nombra g = Z;ZE y a= 2"—:"' en la ecuacién anterior:
d? , , , (148)
——7 90D + [ —a?x o) = 0

Para facilitar el calculo se introduce un cambio de variable u = vax’
Por lo que se expresa la segunda derivada de la ecuacién (2.74) en funcion de la nueva variable
u. Recurriendo a la regla de la cadena en general para derivadas de orden superiores conocido

como la férmula de Faa di Bruno:
u=ax' (149)

du
=va
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Como la funcion ¢ (x") no depende de u el segundo término se anula, quedando:

d?p(x")  d*e(x") o (150)
dxlz - duZ

Introduciendo estos cambios y dividiendo para a en la ecuacion (148) quedando:

d?p(u) (151)

daz T [g N uz] o) =0

Se plantea que la solucion para la ecuacion diferencial anterior de segundo orden es:
u? (152)

@(u) = Ae 2 H(u)
El signo de la exponencial, en caso de ser positivo, la funcion de onda adquirira valores
infinitamente grandes por lo cual no podra ser normalizada, como consecuencia debe ser negativo.
Ademas, esta funcion tendra una rapida caida asint6tica y para mantenerla debe ser multiplicada

por un polinomio finito H(u) para este caso los conocidos Polinomios de Hermite.

Desarrollando las derivadas del primer término de (151) y haciendo uso de la solucién (152), se

tiene,
d? _u? dH(w) d?H(u) (153)
W(p(u) =Ae 2 [—H(u) +u?H(u) — 2u T + Tz
Sustituyendo estas derivadas en (151):
d’H dH 154
(u)—Zu (u)+[é—1]H(u)=0 (154)
du? du a

Esta es la conocida ecuacién de Hermite donde, H, por supuesto es el polinomio de Hermite,

polinomio finito que viene de la forma:

Hu) = Z a, u™
n=0

Se sustituye este polinomio en la ecuacion diferencial, para resolver por el método de serie de

(155)

potencias. Tomando en cuenta su primera y segunda derivada e introduciendo estas dos Gltimas

expresiones en la ecuacién diferencial:

Z n(n—1Da,u" 2 —2u Z na, u™ 1+ [— — 1] Z a,u" =0
n=2 n=1 “ n=0

Por lo tanto, tenemos la relacién de recurrencia:

2n+1-8 (157)
An+2 = —aan
n+1D(n+2)
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B (158)
Aps2 _ 2n+1— E

a, m+Dn+2)

Esta relacion de recurrencia da la solucion a la ecuacion diferencial de segundo orden y separa
los términos pares e impares que nos quedan ademas en funcién de dos constantes de integracion

ay Y a4. La solucion viene dada por:

H(u) = Hpares () + Himpares (W) (159)
Hpares(W) = ag + azu® + ayu* + - (160)
Himpares(W) = a3 + azu® + asu® + - (161)

También se sabe que la ecuacion de recurrencia para valores muy grandes de n se aproxima a:

B (162)
Ansz n+1-4 2

a, _(n+1)(n+2)zn

2.3.1. Niveles de Landau

Para lograr que la solucién dada resuelva el problema se requiere un tope, es decir después de
cierto nimero todos los términos de la serie son cero, esto se logra cuando el numerador de la

ecuacion de recurrencia se hace 0:

m+1-L =y (163)
a
Sustituyendo los valores de g = Z;ZE = 2”;'1 ” obtenemos:
1\ h%K,* (164)
Enk, = hw (n + E) + o

Estos son los valores de energia que puede tomar el electron en el seno de un campo magnético
homogéneo, es decir el minimo nivel de energia no es cero y se nota la dependencia de dos

nUmeros cuanticos.
Como se observa también, con la presencia de campo magnético constante los niveles de energia

de la particula estan igualmente espaciados por Aw, donde w es la frecuencia del ciclotron la que

otorga movimiento circular al electron. Estos son los llamados Niveles de Landau.
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Niveles de energia

E=h*w*(n+1/2)

Gréfico 1-3: Representacion de los niveles

de energia.
Realizado por: Merino, Brigitte. 2020

Por lo tanto, la solucion para el caso general del problema vendréa dado por la funcion propia:

uz .
W(x,y,2) = Ae” z H(u)e (Kyy+Kze2), (165)
Donde:
p=vax = (o) MO, MY (166)
h mw h mo
La ecuacion (3.89) reescrita:
hiky\

mw(x—m—wy> — hk | .
d)n,ky,Kz(x, Y, z) = Ae 2h H, < - <x _ %>> el(Kyy+KzZ) ( )

) . . Lan . h . .,
En términos de la longitud magnética conocida como Iz = /E se puede reescribir la ecuacion

anterior, asi:

(x kle

Yny i, (X, 7,2) = e 205" (/ (x =k 15?) )ei(xywzz) (168)
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CAPITULO 111

RESULTADOS Y DISCUSION DE LOS RESULTADOS

Se parte de un problema fisico en tres dimensiones y se termina con un problema
unidimensional, como si una de las dimensiones se ha perdido, todo esto directamente
relacionado con el campo magnético B, el cual redujo los grados de libertad de

movimiento a uno y cambid el otro grado de libertad por la cuantizacion de la energia.

Cada nivel de energia no tiene un unico estado asociado, como lo es en el caso del
oscilador armonico cuéntico, mas bien existe una enorme degeneracion de estados, lo que
significa que para un nivel de energia le corresponden varios estados. Esto se puede notar
facilmente en que la energia depende de dos nlmeros cuanticos, uno discreto n y otro

continuo K.

1\ h%K,>
Enk, = hw (n + —) +

2 2m

La degeneracion de estados es notable también al realizar la interpretacion probabilistica,
normalizando la funcion de onda, se observa que los valores exponenciales se anulan
guedando solo el polinomio de Hermite en funcion de dos nimeros cuanticos, ny k,,, por
lo tanto, los niveles de Landau son infinitamente degenerados debido a que k, puede

tomar cualquier valor y la energia no cambia.

5 f Al mw hk,
[Y|* =y.y* = AH, T(x_%>

Gréfico 2-3: Distribuciones de probabilidad
Fuente: M Olmo R Nave, 2016
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El gréafico (2-3) se interpreta de la siguiente manera: para el primer nivel de energia de
Landau E, la probabilidad de encontrar es mayor en el centro, para el segundo nivel de
energia de Landau E; la mayor probabilidad de encontrar es en los bordes, pero en el

centro es nula y asi con los demas niveles.
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CONCLUSIONES

o Se utilizé el formalismo candnico mediante las formulaciones Lagrangiana y Hamiltoniana
para describir al electrén en un campo electromagnético, esto permitié encontrar la energia
del sistema que viene a ser el Hamiltoniano para su posterior utilizacion dentro de la ecuacion
de Schrddinger, también cabe recalcar que el uso de los potenciales nos gener6 los campos
para asi conocer de manera mas intima la relacion campo-particula, ademas estos fueron

necesarios para el tratamiento cuantico.

e Laeleccion del calibre de Landau no influyé en las propiedades fisicas del sistema, mas bien
el campo magnético en el eje z cuantizé el movimiento del electron haciendo que este se
mueva circularmente en el plano x-y y con la frecuencia angular que es la frecuencia del
ciclotrén la responsable de proveer movimiento circular y que depende del campo magnético

aplicado.

e Para el caso del electrén en un campo magnético homogéneo se resolvié la ecuacion de
Schrédinger Independiente del tiempo, encontrando los autovalores de energia, estos son los
niveles de Landau gue son conjunto de estados propios con el mismo nivel de energia, estos

niveles estan infinitamente degenerados debido a la dependencia de dos nimeros cuanticos.
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https://es.wikipedia.org/w/index.php?title=Nivel_de_energ%C3%ADa_degenerado&action=edit&redlink=1

RECOMENDACIONES

e Es recomendable el uso de una sola notacion durante toda la demostracion de ecuaciones
para evitar confusiones en términos, etc.

¢ A nivel experimental la observacion de los niveles de Landau es muy complicado crear las
condiciones y tener los instrumentos necesarios para realizar el experimento, si lo quisieran
realizar el efecto hall cuantico requiere de campos magnéticos muy altos y bajas

temperaturas.
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